(A 


Vasile Brinzânescu Octavian Stânâășilă 


MATEMATICI 
SPECIALE 


teorie, exemple, aplicatii 


Matematici speciale 


— teorie, exemple, aplicaţii — 


Ediţia a Il-a 


MATEMATICI SPECIALE — TEORIE, EXEMPLE, APLICAȚII 
Vasile Brinzănescu, Octavian Stănăşilă 


Copyright © 1998 - Editura ALL EDUCATIONAL S. A. 


ISBN 973-9337-87-2 

Toate drepturile sunt rezervate Editurii ALL EDUCATIONAL S. A. 
Nici o parte din acest volum nu poate fi copiată 

fără permisiunea scrisă a Editurii ALL EDUCATIONAL S. A. 
Drepturile de distribuţie în străinătate 

aparțin în exclusivitate editurii. 

Copyright © 1998 by ALL EDUCATIONAL $. A. - 

All rights reserved. 


The distribution of this book outside Romania, without 
the written permission of ALL EDUCATIONAL S. A., is strictiy prohibited. 


Editura ALL EDUCATIONAL S. A. Bucureşti 
Bd. Timişoara nr. 58, sect.6 


G& 4131158, 4134321, 413 18 50 


Fax: 413 95 40 
Departamentul difuzare GB 4130329, 41316 12, 4130715 
Redactor: Viorica Fătu, Marius Şomodi 
Coperta: Stelian Stanciu 
Desene: Adriana Sima 


PRINTED IN ROMANIA 


Vasile Brînzănescu Octavian Stănăşilă 


Matematici speciale 


— teorie, exemple, aplicaţii — 


Algebră liniară... Geometrie... Ecuatii diferenţiale... 
Analiză complexă... Spaţii Hilbert... Fizică matematică 


Ediţia a Il-a 


Colecţia Matematică — Fizică — Automatică, 
a editurii ALL cuprinde: 


1. Lecţii de analiză matematică, 
P. Flondor, O. Stânăşilă 
2. Algebră liniară; geometrie analitică şi diferenţială, 
C. Radu 
3. Probleme de fizică 
~ M. Penescu 
4. Fizică — Vol. I, Vol. Il 
Cornelia Moţoc 
5. Teoria sistemelor. Sinteza robustă. Metode numerice de 
calcul, | | 
| V. Ionescu, A. Varga... ..... 
6. Stabilizarea sistemelor liniare, 
A. Halanay, V. Drăgan 
7. Probleme rezolvate de fizică nucleară, 
colectiv Cat. de Fizică Atomică şi Nucleară 
Facultatea de Fizică, Univ. Bucureşti 
8. Simularea Monte Carlo a transportului radiaţiilor, 
O. Sima | | 
9. Analiză matematică — culegere de probleme — Vol. I, şi II, 
N. Donciu, D. Flondor 
10. Probleme de algebră liniară, geometrie analitică, 
diferenţială şi ecuaţii diferențiale 
G. Atanasiu, Gh. Munteanu, Mihai Postolache 
11. Algebră liniară — teorie şi probleme rezolvate, 
Teodor Stihi - 
12. 1000 de probleme rezolvate şi exerciţii fundamentale, 
Ana Niţă, Tatiana Stănăşilă, O. Stânăşilă 
13. Elemente de aritmetică, 
Constantin Vraciu, Mariana Vraciu 
14. Subiecte de licenţă, Facultatea de automatică şi Electronică, 
coordonatori: Nicolae Cupcea, lon Fătu 


CUPRINS 


PREFAŢĂ oii S APE au ada aut i ci isa 7 
PARTEA I-A 
Capitolul |. ALGEBRĂ LINIARĂ............... i aaa ulita 9 
GI. peturi de DUETE, a pitici a evada aia e ba a ua 2 i ip etil d ul aaa 9 
$2. Spaţii vectoriale, baze; aplicaţii liniare şi matrice asociate ...................29 
$3. Valori şi vectori proprii; forme canonice ale matricelor oireen. 75 
$4. Metode numerice în algebra liniară... cca eee „108 
Capitolul II. GEOMETRIE LINIARĂ ......... i a an paid ÎI 
Skopal encia ENO msi dece să oua n dal ata tal ca atu aa ada 117 
$2. Clase de operatori pe spații euclidiene eseese ea EA 125 
§3. Aplicaţii biliniare, forme pătratice................ i mada A la i aaa e a II, 
$4. Metode numerice în algebra liniară (continuare)... ceeace RR E Yi 
Capitolul Ill. ELEMENTE DE MATEMATICĂ DISCRETĂ ........... 155 
ŞI, Grafuri, cireuite logice, automate ooiioioioiciri aaa dalti i dell „155 
Ş2- (A CULADI PALE sie e ie ta coala a iei AE ae aut dute alia 164 
33. Cimpuri discrete de probabilitate ns sosea ata eta si 196 


PARTEA Al! - A 


Capitolul IV. GEOMETRIE DIFERENȚIALĂ el aa pe pa e a ..176 
ȘI. Spani geometric duza ae e io i taia aia i ele dă o ai ta ulei E .176 
SP ACELE cai atlas Dotat E ANE EA lat iba ua a a ip Rudi At ul ia 187 
DI IDE Se SO cas tea EE E E TS EAE ic dd? Atac dat a at A bata? ae A 204 
Sd: Vario ate dierent apo nuen G E A ui utea 3285 225 
$5. Elemente de calcul tensorial .....esee.nseeonsensenesssosoraronssnvrrrvrrrererersrssnoraras: 230 

Capitolul V. SISTEME DIFERENȚIALE... 244 
$1. Clase de ecuații şi sisteme diferențiale... nenea eee 244 
92,.5iaterme diferențiale DNAT E: sie aa a i da 270 
$3. Interale prime pentru sisteme diferențiale enserrer 299 
$4. Stabilitatea pozițiilor de echilibru ..esesessessreresrrirrerrrrrirrerrsserrrovarsss 309 
So ECUATOR A E ed ceia 319 


Se Mede pO E a E a aN ai 327 


6 


ŞI. 
$2. 
§3. 


ŞI. 
$2. 
§3. 
$4. 


ŞI. 
$2. 
$3. 
$4. 
$5. 


ŞI. 
§2. 
§3. 
§4. 
§5. 


MATEMATICI SPECIALE + TEORIE, EXEMPLE, APLICAȚII 


Capitolul VI. TEHNICI DE SPAȚII HILBERT ................ ina E 334 
Serii Fourier generalizate şi polinoame ortogonale clasice .................. 334 
Caracteristici statistice ale variabilelor aleatoare... 349 
ADILOR( II ici E ST VAE ză uta E tuia aaa Ca 1 A ai i 359 
PARTEA A IIl- A 
Capitolul VII. ANALIZĂ COMPLEXĂ centre tn: 868 
Funch OLOROTIE a ete oii a aa a anna na ed dă 368 
Integrala complexă........ tie E pe SR ORI o NOPIC PONI ca E EEE IN 405 
Anahticitaţe si OlOIBOTIIE sn ceai ao aa dea E A aie digi al 417 
Puncte singulare, reziduuri; aplicaţii .......... PERE ANERE EENDE DIE 430 
Capitolul VIII. CALCUL OPERAŢIONAL... 446 
Semnale: timp'si frecventa annann a ie ti e a 446 
Yransiormarea LaplACE sait cata Dalla ine aaa abuza sade at 448 
Elemente de teoria distributors. sirdir ass eiei endea 465 
Tans onm arog Fourier auer EE a doi aa i 482 
Transformarea "z" şi transformarea Fourier diseretă ..ucsccseccenires 517 
Capitolul IX. ECUAȚII CU DERIVATE PARȚIALE ..................... 529 
Citeva ecuații CASE son rT E E da 530 
Ecúatii evasilimiare de ordinul 2<nssieoertan ceapa sana inca ada ol aa 536 
Punci BORS, iso ata e ae aa luau a lasa 548 
Soluţii fundamentale ale unor operatori diferențiali........eeaenee eee ecea 557 


Metode numerice pentru rezolvarea ecuațiilor cu derivate parțiale ...575 


SUBIECTE DATE LA PROBA SCRISĂ A EXAMENULUI DE 
MATEMATICI. SPECIALE „ses cetanică nai inta al not va a a dă 582 
BIBLIOGRAFIE issa co ot el aie ăla ta o aaa dai d 585 


 ADDENDA. aaa 587 


PREFAŢĂ 


Acest curs a fost elaborat pe baza lecţiilor de matematici speciale ţinute de 
autori pentru studenţii anilor I şi H ai Facultăților de Automatică şi 
Electronică din Institutul Politehnic Bucureşti. Lucrarea răspunde unor 
programe analitice modernizate, urmărind întărirea laturii algoritmice şi 
reflectând atenția deosebită acordată atât rigorii în prezentarea noțiunilor, 
cât şi vigorii pe care aplicațiile şi modelele matematice o generează. Demon- 
strațiile rezultatelor de bază cerute de programă sunt complete şi doar în 
cadrul unor observaţii sau rezultate - anexă sunt indicate dezvoltări ale teoriei 
fără detalii de demonstrație. Tot din rațiuni didactice, la sfârşitul cărții am 
introdus o listă de probleme date la probele scrise ale examenelor. 

Autorii au avut în vedere micşorarea dificultăților trecerii de la liceu la fa- 
cultate şi de aceea au prevăzut revederea succintă a unor elemente de algebră 
sau geometrie analitică studiate în învățămîntul mediu, asigurând o pantă 
mai lină de ascensiune spre matematica superioară. 

Cartea are trei părți, corespunzînd în principiu celor trei semestre când. se 
predau matematicile speciale (exceptând analiza numerică). Prima parte cu- 
prinde noțiunile şi rezultatele de bază ale algebrei liniare şi geometriei liniare, 
aceasta din urmă acoperind calculul vectorial, geometria analitică şi studiul 
geometriei spațiilor vectoriale înzestrate cu produs scalar. Am introdus 
totodată uneie elemente de matematică discretă cerute de noile programe. 

Partea a H-a cuprinde mai întâi unele elemente de geometrie diferențială a 
curbelor şi suprafețelor, incluzând noţiuni de calcul tensorial, orientate spre 
nevoile fizicii şi analizei sistemelor neliniare. Studiul ecuaţiilor diferențiale 
ordinare şi sistemelor diferenţiale este făcut subliniind atât aspectul geometric 
(câmpurile de vectori, linii de câmp etc.), cât şi cel caiculatoriu - procedural 
(rezolvarea efectivă a unor clase de ecuații diferențiale). 

Ultima parte a cursului tratează succint unele teorii centrale ale matema- 
ticii, interesând mult pe inginer, fizician sau chimist. Analiza complexă este o 
teorie de mare coerenţă internă şi largă aplicabilitate, iar calculul operațional 
este un permanent instrument de lucru. Transformarea Fourier şi transfor- 
marea Laplace stabilesc legături profunde între domeniile - timp, frecvență şi 
domeniul complex, studiul acestor conexiuni fiind dezvoltat mai departe în 
cadrul teoriei matematice a sistemelor. În ultimul capitol se dau unele elemen- 
te de bază ale teoriei ecuațiilor cu derivate parțiale, care utilizează multe re- 
zultate anterioare şi pregătesc conexiuni fireşti cu alte cursuri de specialitate. 
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Apelul la intuiţia geometrică şi la desen reprezintă o sursă matematică ine- 
puizabilă şi de aceea am căutat să frânâm unele tendințe de algebrizare 
excesivă. Ştim că tehnica modernă de vârf cere stabilirea unor modele tot mai 
perfecționate ale diverselor procese, ale căror legi de evoluție se traduc în 
ecuații. Am căutat să dăm multe exemple în acest sens, subliniind locul meto- 
delor matematice, conjugabile cu utilizarea calculatorului. Aceste metode se 
folosesc după ce ecuațiile şi condițiile inițiale (sau la limită) au jost formulate 
pe baza înțelegerii de fond a modelului fizic. Am constaiut de altfel că 
dificultăţile întâmpinate de studenți sau de tinerii absolvenți apar nu la 
aplicarea matematicii ci un pas mai înainte, la stabilirea modelului fizico-teh- 
nico-matematic, deci pe teritoriul sinuos, multidisciplinar, al "specialistului 
colectiv”. - | 

Prin efortul exemplar al Editurii ALL, acest tratat, împreună cu lucrarea 
"Lecţii de analiză matematică”, acoperă, chiar cu oarecare prisos, matematica 
predată în învățământul tehnic românesc. | 

Ne adresăm deci studenţilor-ingineri aflați în preajma examenelor, dar şi 
multor profesori, cercetători şi elevi neindiferenți la priceperea lor matema- 
tică, fi 3, E 
Capitolele I $ 2, 3; II, V, VII au fost elaborate de V. Brinzănescu, iar I $ 1, 
4; III, IV, VI, VII, IX de O. Stanăşilă. 


“Bucureşti, aprilie '94 | Autorii 


NOTĂ LA EDIȚIA A II-A 


Întreg conținutul primei ediții a fost păstrat pentru că programele analitice 
în învățământul tehnic superior nu au fost încă modificate. 


Bucureşti, februarie “98 o Autorii 


PARTEA | 


Capitolul I ALGEBRĂ LINIARĂ 


Algebra liniară studiază multe obiecte matematice importante - spații 
vectoriale, aplicaţii liniare, operatori, forme pătratice etc., oferind totodată 
limbajul necesar exprimării unor idei fecunde ca "principiul suprapuneri 
sau faptul că "local, orice proces este liniar . Sunt necesare câteva pregătiri, 
care constituie şi un liant util între cunoştinţele din liceu şi dezvoltările lor 


superioare. 


$ ]. Seturi de numere 


1.1. Numere şi funcții 


-~ Cele mai importante obiecte matematice le reprezintă numerele şi 
funcţiile. Se poate spune că evoluţia omului a însemnat şi evoluţia ideii de 
număr. În acest sens este suficient să ne gîndim puţin la momentele apariţiei, 
în conştiinţa matematică a oamenilor, a numerelor 1, 2, 10, 1000, 0, -ł, 


5- RAR, T, €, 2 +4 ete. 


Prin sistem de numere se înţelege o mulţime de elemente cu care se pot 
efectua unele operaţii (adunări, înmulţiri, operații logice etc.), unele dintre 
elemente fiind în anumite relaţii (de exemplu, relaţii de ordine). Dar aceasta 
nu constituie o definiţie în sensul strict al cuvîntului. 

În cursul cunoaşterii ştiinţifice, contemplarea oricărei porțiuni a realității 
este urmată de asocierea unui model fizic în care se precizează mărimile şi 
legile de evoluţie. O etapă esenţială este aceea prin care mărimilor fizice li se 
asociază numere, dependențe funcţionale, ecuaţii. Calculatorul nu se poate 
substitui acestor etape, el fiind doar un instrument de lucru, o unealtă de 
mare rafinament, care prelucrează nu numai seturi de numere ci şi şiruri de 
simboluri prezentate convenabil. 

Fără a intra în detalii, indicăm definițiile (descriptive!) ale celor mai 
importante sisteme de numere. 

a) Codul binar B = (0,1). 
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Cele două elemente sînt notate şi prin alte simboluri: (nu/da); 
(deschis/închis); (fals/adevărat);, (F/A) etc. 

Uneori este util să se presupună că 0 < 1 şi să se definească operaţiile de 
adunare şi înmulţire în B după regulile cunoscute: | 


0+0=0,0+1=1,1+0=1,1+1=0; 
0-0=0,0.1=0,1.:0=0,1.-1=1. 


Astfel, x? = x şi 2x = 0, pentru orice x e B (punînd x? =x -x şi 2x =x +x). 

b) Sistemul numerelor naturale N = (0, 1,2,...,n,...]. 

Pentru orice n 2 0 vom nota S, = (0, 1, ..., n). Aşadar, 

So ES ESE. gi N = US, 
n20 

Mulțimea N are o proprietate specifică, anume admite un element initial O 
(zero) şi orice element x admite un succesor, +1. De aceea N este prototipul 
sistemelor dinamice iterative, definite printr-o inițializare şi prin 
recurenţă pas cu pas. Orice algoritm este strîns legat de indicarea unor date 
inițiale şi de parcurgerea recurentă a unor instrucţiuni, astfel încît teoria 
algoritmilor se dezvoltă în conexiune intimă cu studiul sistemului numerelor 
naturale. 
Nu insistăm asupra introducerii operaţiilor algebrice uzuale (adunare, 
înmulţire, ridicare la putere etc.) în IN sau asupra relaţiei de ordine (<) sau 
divizibilitate ( :  ). Merită să subliniem că S} = (0, 1) dar S4 + B, deoarece 


1+1 = 2 în N, în timp ce 1+1=0înB. 

c) Multimea numerelor întregi Z = (..., -2, —1, 0, 1, 2, ...} şi multimea 
numerelor rationale Q = (p/q | p, q € Z, q > 0} au fost studiate în detaliu în 
liceu. 

Reamintim că Z este un inel comutativ şi Q este un corp comutativ (relativ 
la operatiile de adunare şi înmulţire uzuale). 

d) Prin sistem de numere reale se înțelege orice corp comutativ R (deci - 
în R sînt definite operaţiile de adunare, scădere, înmulțire şi împărţire cu 
elemente nenule, cu proprietăţile bine cunoscute din liceu), pe care în plus 
este definită o relaţie de ordine < (reflexivă, tranzitivă, antisimetrică şi astfel 
incit pentru orice x,y,ze R, xSy =x+z<y+z; 0<x, 0sy=0<xy şi în 
plus, pentru orice x, y e R avem x < y sau y < x); de asemenea se presupune că 
orice submulțime nevidă majorată a lui R admite un cel mai mic majorant. 

Exemplul tipic al unui sistem de numere reale îl constituie mulțimea R a 
tuturor fracţiilor zecimale infinite. Numerele reale au şi o "definiție" fizică, ca 
măsuri ale unor mărimi fizice din realitate. Defectul acesteia este dublu: 
anume, nu se precizează ce sînt măsurile, mărimile, realitatea etc. şi totodată 
nu permite dezvoltarea calculului cu numere (ea are totuşi meritul de a 
circumscrie natura modelatoare a numerelor reale, atîta timp cît orice 
mărime fizică - temperatură, presiune, timp, viteză etc., se exprimă prin 
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numere reale). Din liceu este cunoscută definiția multimii C a numerelor 
complexe (C = RZ, cu operaţiile respective). 

Lanţul de incluziuni NcZCcQchRcCc... exprimă lărgirea noțiunii de 
număr. Trecerea de la N la Z (respectiv de la Z la Q) este motivată de nevoia 
de a rezolva ecuații de forma a +x =b cu a,b e N (respectiv a unor ecuații de 
tipul ax=b cu a, be Z, a%#0). Trecerea de la Q la R este justificată în 
geometrie şi în analiza matematică (+/2e R\Q ) iar considerarea mulțimii C 
este legată în primul rînd de posibilitatea rezolvării ecuaţiilor algebrice (de 
exemplu, ecuația x2-2x+2=0 nu are soluții în R dar are soluțiile 
Xp= li). 

OBSERVAȚIE. ET o legătură între numerele reale gi numerele natura- 
le. Să presupunem că a], ao, ..., ay reprezintă un şir finit de numere reale şi 
pozitive. Considerînd reprezentările lor zecimale şi limitînd lungimea 
acestora atît cît permite registrul de memorie, numerele respective pot fi 
înlocuite cu trunchieri (rotunjiri) ale lor 


Ł 2 3 M 
dj = O, GG ai ad txs 24| 

i 2 3 M 
Go poză Og, do do Go Ai Ay 

I 2 3 M 
Ok SAk, Ak Ak Ak Ay 


Înmulţind toate aceste numere cu 10%, se obţin numere naturale. Deci 
10% a, = by, = 10% ap =b, cu bi-n 0, naturale. Aşadar, numerele reale 
A7, -- 4, sînt puse în corespondență cu numerele naturale b4, ..., bp, ceea ce 
sugerează o legătură între date continue (în număr finit) şi date discrete. 

Fie A o mulțime oarecare. Se notează: 

A0 = |, mulțimea finită formată dintr-un singur element, notat A; 

Al =A; 

A2=AxA= ((a7, a9) | a1, a9 E A), mulțimea perechilor ordonate de 
elemente din A. 

Pentru orice întreg n > 1 se defineşte mulțimea sistemelor ordonate de cîte 
n elemente din A, 

A” = (aq, ap, -5 an) | a1, ag, ae Al. 

DEFINIȚIA1.1. Orice element al mulțimii A” (n > 1), se numeşte set de n 
elemente din A. Prin definiție, două elemente x= tasun 
Y= Y2 Yn) din A” se consideră egale dacă x, =y], Xa = Yo, s; Xn = Yn 


(Aşadar, o egalitate în A” revine la n egalităţi în A). 
Submulțimile lui A”, n > 1, se mai numesc relaţii n-are pe mulţimea A. 
De exemplu, relația de ordine pe R este prin definiţie relaţia binară 
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(3, v) e R2 [x sy} În mod similar, ((x, y, z)e N3|z =x+y} este o relaţie 


ternară pe N]. 
Uneori seturile de n elemente din A se mai numesc cuvinte de lungime n, 


formate cu litere din A. Notăm A'=U A” (mulţimea tuturor cuvintelor cu 


litere din A). 

EXEMPLE. 1) B2 = ((0, 0), (0, 1), (1,0), (1, 1). 

2) R2=R x R se identifică prin planul cartezian al geometriei analitice. 

3) B”, R”, N” sînt mulțimi de seturi de cîte n elemente din B (respectiv din 
R sau N). Elementele lui B” se mai numesc cuvinte binare de lungime n 
(sau seturi de n biţi), numărul acestora este 2”. De exemplu, mulțimea BE a 
octeţilor are 28 = 256 elemente. ii 

“DEFINIȚIAL.2. Fie A şi B două mulţimi. Se numeşte corespondenţă (sau 
relaţie binară) de la A la B orice triplet p = (A, B, R), unde RCA x B este o 
submulțime, numită graficul lui p. | 

Se mai scrie p : A —> B. În loc de (x, y)e R se mai scrie x-—P——y (sau 
x p y sau chiar x R y) şi se citeşte: x este în relaţia p cu y. În situaţii concrete 
relaţiile sînt notate prin simboluri specifice <,c,<,!,= etc. Mulțimea 

=(xeAlăyeB, x———— y} se numeşte domeniul strict de 
definiţie al lui p, iar mulţimea Cp={ye BI3xeA x—P—y) se 
numeşte codomeniul strict al lui p. Dacă A” CA, atunci tripletul 
p'=(A',B,R'), unde R’ =R A (A x B) se numeşte restricţia corespondenţei p 
la A’, notată p' = pl A’. 

Dacă p = (A, B, R) şi p’ = (B, C, S) sînt două corespondențe, atunci se 
defineşte compusa lor p' o p = (A, C, T), unde | 

T=((a,c)e AxC labe B,(a,b)e Rşi(b,c)e sS}. 
Pentru orice corespondență p = (A, B, R) se defineşte inversa ei 
| = (BAS) unde S = ((B,a)e BxAl(a,b)e R} 

DEFINIȚIAIL.3. Dacă A şi B sînt două mulţimi, se numeşte functie 
parțială (sau relaţie funcţională) de la A la B orice corespondenţă 
p = (A, B, f) astfel încît ori de cîte ori a € A; b,b € B şi a—f--ba—2—X, 
rezultă că b = b’, Aici Dp= le A [3ye B, x- y} şi se scrie y = f(x) 
în loc dës mmy y. | i E 

Funcția parțială f: A —>B se numeşte totală (sau aplicaţie peste tot 
definită) dacă Dp=A. Vom nota cu BA mulţimea tuturor funcţiilor totale 
(aplicaţiilor) de la A la B. Dacă i: A — B este o aplicație injectivă, atunci 
aplicația A — (A), x — i(x) este bijectivă şi orice element xe A se poate 
identifica prin i(x), iar A poate fi atunci considerată ca o submulțime a lui B. 
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. Dacă M este o mulțime şi n21 este un întreg, se numeşte operaţie 
algebrică n-ară pe M orice funcţie parțială œ : M” — M. Dacă nu se specifică 
contrariul, vom considera doar operații algebrice peste tot definite, numite şi 
legi de compoziţie. 

Operaţiile algebrice unare sînt funcții M —> M, iar ele) binare, 
funcții M? — M. Se pot considera şi operaţii nulare MO = (n) -> M; o astfel de 
operație revine la fixarea unui element din M. 

O aplicație p : M” —> B (n 2 1) se numeşte predicat n-ar pe mulțimea M, 
iar mulţimea M, = {x e M”lp(x) = 1) se numeşte mulțimea de adevăr a 
lui p. Corespondenţele, funcţiile, operaţiile şi predicatele sînt noțiuni 
utilizate curent. 

Vom nota cu RelM mulţimea relaţiilor binare pe o mulțime M deci 
Re M = 2(MxM). Reamintim că o relaţie pe RelM, p=(M,M,R), se 
numeşte reflexivă dacă Y xe M, x—fP-——x;, simetrică dacă Y x, y € M, 
xRy=y Rx; antisimetrică dacă Yx, ye M, xRy şi y Rx implică x=y; 
tranzitivă dacă Vx, y, z € M, x Ry şiy Rz implică x R z [deci p œ p C p; într- 
adevăr, Y(x, z) € pop, 3ye M astfel încît x R y, y R z deci x R z ṣi (x, z) € pl. 

Orice relație refləxivă şi tranzitivă se numeşte relație de preordine. O 
preordine antisimetrică se numeşte ordine parţială, iar o preordine simetrică 
se numeşte relaţie de echivalență. 

Orice pereche (M, <) formată dintr-o mulțime M şi o relație de ordine 
parțială < pe M se numeşte mulţime ordonată. Dacă (N, <) este o altă 
mulțime ordonată, orice aplicație f:M -N cu proprietatea că V u, v € M, 
u Sv => fu) < Sia se numeşte izotonă (sau monoton crescătoare). 
© Fie acum p = "=" o relaţie de echivalență pe o mulţime nevidă M. Pentru 
orice element x € M se poate considera clasa de echivalență a lui x, 


ă =(ye Mly=x). 


Este evident că Yx, ye M, avem xe şi (xy) x =>. Mulțimea 
tuturor claselor £, e M se notează M/p şi se numeşte mulțimea - cît a lui 
M prin relaţia p. Se poate defini aplicația p:M-—M/p, x= (numită 
surjecţia canonică). | 

Ideea principală în considerarea mulţimii - cît este aceea de a înlocui 
relaţia de echi alență pe M printr-o relație de egalitate pe mulțimea M/p. 

Vom ilustra această idee în cazul construcţiilor sistemelor de numere Z şi 
Q pornind de la N. Multe alte construcții matematice (de exemplu, 
construcţia lui Cantor a lui R cu ajutorul claselor de echivalență de şiruri de 
numere din Q, vectorii liberi ca fiind clase de echipolență ale segmentelor 
orientate, cardinalele de mulțimi prin clasele de echipotență, completarea 
unui spaţiu metric, etc sînt obținute trecînd la mulțimi - cit, convenabil 
definite). 
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Am definit anterior diversele sisteme de numere, prin explicitarea 
elementelor lor. De exemplu, Z = {..., -2, —1, 0, 1,2,...); dar o analiză atentă 
arată că numerele întregi negative nu sînt convenabil introduse. Această 
inadvertență logică poate fi evitată, cu preţul unor construcţii suplimentare, 
în modul următor: pornind de la mulțimea IN, definim pe N x IN următoarea 


relație binară: 
(x,y) p (x y)ox+ry ay. 

Se verifică imediat că p este o relație de echivalență. Notăm cu 
Z =NxN/p, mulţimea claselor (£ y) de perechi de numere naturale. 
Această mulțime are o structură de inel comutativ, relativ la operatiile 
definite prin 

(x, y) x, y) = aayyy), 
(a y) a y) = (xx + yy, y+ xy), 0 = (00) şi 1 = (C0) 

Aplicatia i N —- Z, x -> (x, 0) este injectivă şi ca atare, orice număr 
natural x poate fi identificat prin clasa perechii (+, 0). În plus, aplicaţia 


f: E o Z= (...,-2,1,0,1,2,...), (x, y) — x- y este bine definită [pentru că dacă 


(x, y)= (7. y’), atunci (x, y) p (x,y) deci x+y =x +y adică x-y=x -y], 
este bijectivă şi chiar un izomorfism de inele deci Z’ se identifică prin Z; în 


particular, numărul întreg -n, n 2 1 se identifică prin (0, n) şi astfel dispare 
inadvertenţa logică, dar pe seama îndepărtării de intuiţie. 
În mod similar, pe mulțimea A=Zx(Z|!(0)) se poate considera 
următoarea relație de echivalență: 
x, y) pa (0, y) 0 xy = xy 
şi mulțimea - cît corespunzătoare A/p; are o structură de corp comutativ 
izomorf cu Q; numărul raţional Fi qz0 se identifică prin clasa de 


echivalență ( p,q) i 


1.2. Vectorii multidimensionali, polinoamele şi matricele ca 
seturi de numere 
În cele ce urmeazā, vom considera diverse seturi de numere, organizate, în 
mod convenabil, cu structuri algebrice utilizate frecvent în probleme teoretice 
sau aplicative. | 
a) Spaţiul R” (n > 1) este mulțimea tuturor seturilor ordonate de n 
numere reale, numite şi vectori aritmetici n-dimensionali: 


X= (X1, Xo Xe; E R,lsisn. 
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Prin definiție (simbolizată prin notația A) două elemente x = (x4, x, ..., x) 
Y = (Y Ya =o Yp) din R” se consideră egale dacă ele au aceleaşi componente; 
mai precis, x =y e X} =Y Xa = Yo y Kn = Yp 
Aşadar, o egalitate în R” este echivalentă cu n egalități de numere reale. 
În mulțimea R” se introduce operaţia algebrică binară de adunare, notată 


A 
cu eticheta "+" punînd x+y =(x4 +Yp Xo +Y,- nt) (aşadar, 
"H": R? x R”? R”, (x, y) "t(x, y}=x +y) Se pot considera vectorii 
aritmetici remarcabili n-dimensionali următori: vectorul nul 0 = (0, 0, ..., 0) şi 
vectorii "unitari" e, = (1, 0, ..., 0); es = (0, 1, ..., O); ...; e, = (O, O, ..., O, 1). 


Pentru orice A€ R şi pentru orice x = (x4, Xo, ..., Xp) € R” se defineşte 


A 
multiplicarea Àx = (Ax, AXo, n AX) şi totodată operația externă 
R xR” o R”, (À, x) Ax. 


EXEMPLE. 

1) Pentru orice x e R”, avem x +0=0 + x ax, 

2) Pentru orice x € R”, x = (x1, Xo, ..- Xn), avem 

X1ej + Xoeo +... + Xe, = AL, O, ...» 0) + xa(0, 1, 0,...,0) +... +x(0,0, ..., 1) = 

= (7, 0, ... 0) + (0, x9, 0, ..., 0) +... + (0, 0, ..., x) = (ca, Xos ses Xp) =X 

Reţinem deci că x = > x;e;. 

i=] 

3) Fie vectorii aritmetici 3-dimensionali a= (2,1,1) &=(0, 1,2), 
c=(3,0,0). Pentru orice xeR,  x=(x%], xo x3) se notează 
-~x = (—1)x = (op, ~X9, ~xX3). Atunci 

2a + 5b -c = (4, 2, 2) + (0, 5, 10) - (3, 0, 0) = (1, 7, 12). 
Să presupunem că oa + Bb + yc = 0 (a, B, ye R) atunci 
(20, a, &) + (0, B, 28) + (3y, 0, 0) = (0, 0, 0) deci 
(2a + 3y, a + B, œ + 28) = (0, 0, 0) adică 20 + 3y=0,a+B=0,a+25=0, 
de unde a = 0, B =0,y=0. 

- Mulțimea R”, înzestrată cu operația de adunare (cu eticheta "+"} şi cu 
elementul neutru 0 este evident cu monoid comutativ. [Reamintim că se 
numeşte monoid orice triplet (M, *, e), format dintr-o mulțime M, o operație 
algebrică binară * pe M, care este asociativă şi are elementul neutru e e M.] 

Cu această structură, R” se numeşte spaţiul aritmetic n-dimensional. 
În particular, Ri este chiar R, iar RŽ este în corespondenţă bijectivă cu 
mulțimea punctelor oricărui plan n relativ la un sistem xOy de axe (prin 
bijecţia lui R, Descartes, 1596-1650). În mod similar, RÌ este în corespondenţă 
bijectivă cu mulțimea punctelor din spaţiul fizic raportat la un reper adică la 


16 MATEMATICI SPECIALE *TEORIE, EXEMPLE, APLICAȚII «% (PARTEA !) 


un sistem Oxyz de axe, iar R4 se identifică prin mulţimea seturilor ordonate 
de patru numere reale e = (x, y, z, t), numite şi evenimente punctuale, în 
care sînt indicate atît coordonatele spaţiale ale punctului (relativ la un reper 


fixat) cît şi momentul la care acestea sînt măsurate; Rt se mai numeşte 
spaţiul Minkowski-Poincar€ (H. Minkowski, 1864-1909; H. Poincaré, 


1854—1912). 
OBSERVAȚIE. Una din justificările principale ale introducerii şi studiului 


spațiilor aritmetice n-dimensionale R” constă în aceea că evolutia unor 
sisteme fizice este strîns legată de indicarea la fiecare moment a parametrilor 
lor de stare, care pot fi considerați ca n mărimi fizice; atunci seturile ordonate 


de n parametri de stare sînt tocmai elemente din R”. 
O altă motivație constă în simplificarea notatiilor. Astfel, orice functie 


fai: Xos o Xa) f AR, A c R”, de n variabile reale cu valori reale, poate fi 
considerată ca o funcție fx) de o singură variabilă vectorială xe A, 
e că e re «RER dt A 

În mod firesc, se pot considera mulțimile N”, Z”, Q” şi Œ? (n>1). În 
algebra liniară, cele mai importante sînt R” şi C”. 

b) Polinoame şi serii formale 

DEFINIȚIAI1.4, Se numeşte serie formală cu coeficienţi reali într-o 
nedeterminată X orice şir de numere reale S = (ag, aj, ao, aa, ...). Două astfel 
de serii formale se consideră egale dacă ele coincid pe componente. O serie ca 
mai sus se poate reprezenta astfel: 

S= $ a,x” Sata X++, 
n20 
semnul "+" ca şi litera X neavînd semnificație (ceea ce justifică termenul de 
"formal"). Vom nota cu RILĂ]| mulțimea tuturor seriilor formale în X cu 
coeficienți reali. Seria nulă este 0 = (0, 0, 0, ...). Dacă 
S= dă, X” = (ag, aş, 03, ..., T = St, X” = (bo br bo, ...) 
n20 n20 


şi dacă À € R, atunci se pot construi noi serii formale: 
: A 
suma S +T = (ag + bo: a; + b1, Q9 + bo, -); 


A 
produsul S-7 = (co, C1, Co Cg; ---) 


unde co = dobo, 3 = gb] + abo co = dobo t ayb] + agbo Cp = Š aiba etc.; 


A 
produsul cu scalar àS = (Aag, Aa, ao, ...). 
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Un caz particular foarte important de serii formale îl constituie 
polinoamele. O serie formală S = (ag, ay, ap, ...) se numeşte polinom de grad 


d > 0 dacă ag £ 0 şi agy] = aqy >. =O. În acest caz se scrie 


S =ag+ aX trapă? +... + aX" 


şi se obține definiţia uzuală a polinoamelor. Se notează cu RIX] mulțimea 
polinoamelor cu coeficienții reali, într-o nedeterminată X şi cu R[x] 
submulțimea lui IRLĂ] a polinoamelor de grad < d. 

Printre polinoame se remarcă: polinomul nul 0 =(0,0,0,...) cu toți 
coeficienții nuli, polinomul X = (0, 1, 0, 0,...), ca şi X? = (0,0, 1,0,...). 

Constantele nenule k e R \ {0} se identifică prin polinoame de grad zero, 
anume (k, 0, 0,...). Polinomul nul se consideră prin convenție ca avînd 
gradul —. 

Reţinem că egalitatea a două polinoame de grad < d (d 20) revine lad + 1 
egalităţi de numere reale. 

EXEMPLU. Se consideră polinoamele 


P = (2,1, 0, -1,0,0,..),Q=(1,2,1,0,0,...). 


Ne propunem să arătăm că dacă aP + BQ =0 ṣi o, Be R, atunci & = 0, 
B = 0. Pentru aceasta să observăm că aP + BQ = (20 + B, o + 2B, B,-a, 0,0,...) 


iar relaţia aP + BQ = 0 = (0, 0,..., 0) revine sistemul la 2% +fB=0, œ+ 2ß=0, 
B=0,-a=0decia=0,B=0. 

În mod similar se definesc CIXI], CIX], ZIX] etc. Remarcăm de asemenea 
că se pot defini polinoame de grad <d cu coeficienţi reali în mai multe 
nedeterminate X4, Xo, ..., Ap ca fiind "expresii" de forma 

i i i 
iy tigt. tip Sd 

Reamintim că un monoid (G, *, e) se numeşte grup dacă orice element 
x e G admite un invers (relativ la operaţia *); grupul se numeşte comutativ 
(sau abelian; N. H. ABEL, 1802-1829) dacă operaţia * este comutativă. Un 
inel (A, +, :, 0, 1) este o mulţime A înzestrată cu două operații algebrice +,- 
astfel încît (A, +, 0) să fie un grup comutativ, (A,-, 1) să fie un monoid şi în 
plus, Vx,y,ze A,x (y+z)=x y +x- zşi(y+z)-x=y:x+z: x 

Inelul se numeşte comutativ dacă înmulțirea este comutativă. Se spune 
că inelul A este integru dacă ori de cîte ori x, y € A şi x + 0, y 70, rezultă 
x-y +0 (adică xy = 0 =x = 0 sau y =0). Un inel (4,+,,0,1) se numeşte corp 
dacă orice element nenul x e A admite un invers relativ la înmulțire. În orice 
corp A se definesc cele patru operaţii: anume, pentru orice x,y e A au sens 


x+y xy =x + (-y); x -y;iar dacă y z 0, atunci are sens cîtul x/y = x ak 
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EXEMPLE. 1) Z este un inel comutativ şi integru, care nu este corp. 

2) Q, R, C sînt corpuri comutative. 

3) RIX], RILĂXII, CL] sînt inele comutative şi integre (şi nu sînt corpuri). 

Dar RolĂ] nu este inel. 

c) Matrice. Pentru orice întreg n > 1, notăm J, = (1, 2,..., n). Reamintim 
că se numeşte matrice cu m linii şi n coloane (m, n > 1), cu coeficienți reali 
orice funcție p : Jp XJ, o R, (Du, j). 


Notînd i j)=a;, matricea u se mai poate reprezenta astfel: 


ip 


H = (ajj usi, 
1sjsn 


iar elementele a,;; pot fi dispuse într-un tablou dreptunghiular, obținîndu-se 


s definitia asuala. Vom nota mulțimea tuturor acestor matrice cu 
Mmn®). Dacă m=n, atunci se obţin matricele pătratice şi se scrie 


pu = (a;;)1 si, j <n Si M,R), în locul notaţiilor precedente. 

Se ştie ce înseamnă A = B, A +B, AA pentru A,Be M m,n R) şi àe R, în 
compatibilitate cu definițiile date în cazul funcțiilor. | 

Dacă A € Mm,n R), Be My pR), A = (a; )asism, B = (buo)isusn, atunci se 


1<j<n 1sv<p 
poate defini produsul matricelor A, B în această ordine, ca fiind matricea 
; n 
AB = (c; Jisism, unde ci; = 5 Aik X by. 
i<jsp k=l 
La baza acestei definiții stau rațiuni geometrice, legate de compunerea 


transformărilor liniare. 
Mulțimea matricelor pătratice M,(R), n > 1 este un inel (neintegru şi 


necomutativ, pentru n > 2). M„(IR) se identifică prin R. 
Matricele din M} „(R) se mai numesc matrice-linie (sau vectori-linie din 
R”) iar matricele din MR) se numesc matrice-coloană (sau 


vectori-coloană din R”). 
Pentru orice matrice A =(a;) „7 din Mm nR) se poate defini transpusa 


isjen 
lui A ca fiind matricea AT =(a/,) unde al, =a,,; deci AT e Mm). O 
matrice pătratică A € M,(ÎR) se zice simetrică (respectiv antisimetrică) 
dacă A = AT (respectiv A = ~AT). Se verifică relațiile 
: (A+B) = AT + BI, QA) =1AT, (A.B) = BT- 4, 
în condiții lesne de explicitat. | 
Reţinem că o egalitate de matrice din Mm „(IR) este echivalentă cu m-n 


egalități de numere reale deci reprezintă economie de notație şi concentrare 
de informaţie. 
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Algebră universaiă 

Algebra de liceu s-a identificat cu calculul cu numere reale şi cu pro- 
prietățile de calcul ale funcţiilor elementare. În algebra modernă se studiază 
noi obiecte matematice (serii formale, matrice, vectori multidimensionali 
etc.), organizate în cadrul structurilor algebrice - monoizi, grupuri, inele, 
corpuri, spaţii vectoriale etc. Dăm definiția unui concept general, anume de 
algebră peste o signatură, care extinde deopotrivă toate aceste tipuri de 
structuri algebrice. 

Pentru orice mulțime A se notează cu OpA mulțimea tuturor operațiilor 
algebrice pe A, OpA = U AAT Funcţia de aritate v, : OpA — N asociază 

n>0 
oricărei operaţii aritatea ei (deci unei operaţii binare i se asociază 2, unei 
operaţii unare 1, iar unei operaţii nulare i se asociază 0). | 

Se numeşte signatură orice pereche (Q, v), în care Q este o mulțime ale 
cărei elemente se numesc etichete de operații, iar v este o funcție Q -> N. 

EXEMPLE. 1) Fie Q = (+, *} cuv(+)=2,v(*)=3. 

2) O signatură de monoid este de tipul Q = [., L}, unde v(:)=2 şi v(L)=0. 

3) Dacă A este o mulţime, atunci (OpA, v,) este o signatură. 

DEFINIŢIAL.5. Să fixăm o signatură (Q, v). Se numeşte Q - algebră orice 
pereche (Q, 5) formată dintr-o mulțime Q şi o aplicaţie ô: Q —> OpQ astfel 
încît Y we Q, aritatea operației 6(0) să fie v(w), 

Dacă (Q, 5) şi (Q'5') sînt două Q - algebre, se numeşte Q - morfism de la 
(Q, 5) la (Q'5”) orice aplicaţie f: Q — Q’ astfel încît Y we Q şi pentru orice 
număr n = v(4)) de elemente a}, ..., a, E Q, să aibă loc relația 


fRă(oXa, -.-; a) = Sofia), .... Aa). 
Pentru n = 0 aceasta revine la faptul că V we Q cu vw) = 0, avem 


f(5to)) = 5to). 


Morfismul f se numeşte monomorfism (respectiv epimorfism) dacă f 
este aplicaţie injectivă (respectiv surjectivă). Dacă morfismul f este bijectiv, 
atunci el se numeşte un izomorfism. Dacă Q este o Q - algebră, orice izomor- 
fism f : Q — Q se numeşte automorfism al lui Q. 

Fie (Q, 5) o Q - algebră; se numeşte subalgebră a lui Q orice submulțime 
Q, c Q conținînd toate elementele lui Q fixate prin operaţii nulare şi în plus, 
pentru orice n, pentru orice we Q cu vœ) = n şi oricare ar fi a4, -~ a, E€ Q4, să 
rezulte 5(o)(a., ..., a, ) E Qy. Dacă (Q,6) este o Q - algebră şi P este o 
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submulțime a lui Q, atunci intersecția tuturor subalgebrelor lui Q care conţin 
P este o subalgebră a lui Q, anume cea mai mică subalgebră care conține P 
(numită şi Q - subaigebra lui Q generată de P). 

EXEMPLE. 1) Dacă Q = Ø, Q - algebrele coincid cu mulțimile. 

2) Fie Q = (*, L} o signatură cu v(*) = 2, v(L) =0. Atunci orice Q - algebră 
este o mulţime Q şi o aplicaţie 5: Q -> OpQ astfel încît . = &(*) este o operaţie 
binară pe Q, iar 6(L) este un element e € Q (operaţie nulară). Dacă operaţia 
"." este asociativă şi are elementul neutru e, atunci Q este un monoid. 

Dacă Q = !+, -] este o signatură cu v(+) = v(-) = 2, A, B sînt inele şi f A-—B 
un morfism de inele, atunci A, B au structuri de Q - algebre şi f este un 
morfism de Q - algebre. i 

3) O întrebare firească este următoarea: fiind dată o signatură Q, ce 
multimi admit structuri de Q - algebră? Räspunsul nu este imediat. Astfel, se 
poate arăta că pe orice mulțime se poate introduce o structură de grup, dar 
nu pe orice mulţime se poate introduce o structură de corp (de exemplu, nu 
există corp cu 6 elemente). Se poate demonstra că pentru orice mulțime X se 


poate defini o Q - algebră Š şio aplicaţie injectivă îi: 4 — È astfel încît 
pentru orice Q - algebră Q şi pentru orice aplicație de mulțimi g : X — Q să 
existe şi să fie unic un morfism de Q - algebre G : X 5 Q astfel încît Goi=g. 
În plus, X care este unică (pînă la un izomorfism), este "cea mai mică Q - 
algebră care conţine X şi se numeşte Q - algebra liberă generată de 
mulțimea X. | 


1.3. Proprietăţi de calcul în inele 


Dacă (A, +,- 0, 1) este un inel, notat pe scurt A, atunci pentru orice 
x,y € A sînt definite alte două elemente din A, anume x +y şi xy şi sînt 
permise următoarele reguli de calcul: 

a) x + (y +z)=(x+y)+zşix+y=y +x pentru orice x, y, ze A, 

b) pentru orice x € A, 0 +x = x şi există -x e A astfel ca x + (—x) = 

c) x- (y-2)=(x-y)-z, x- +z)=x:y+x-z, (p+2)-x=y-x+z-x pentru 
orice x, y, z € A; 

d) pentru orice x € A, L:x=xşix-l=x. 

Punînd x -y =x +(-y\, se verifică imediat proprietățile următoare, care 
reprezintă disponibilități de calcul în orice inel (nu neapărat comutativ). 

e) x =y dacă şi numai dacă x - y = 0; 

f) -0=0, {-x)=x, -x +y)= -x =y, ~x- -y)=-x +y; x-0=0, 0-x=0, 
xy) =- y) = (x) y, x): (y) =xy, (1) -x =, CI): (x) =x, pentru 
orice x, y € Á; 

g) dacă inelul A are cel puţin două elemente, atunci 0 z 1; 

h) pentru orice element a € A se pot defini multiplii întregi ai lui c a 
astfel: dacă n e N, se pune 0-a =0, 1 -a =a şiinductiv, (n + Da = na +a. 


ALGEBRĂ LINIARĂ 21 
Apoi (-n) -a = (na) şi se probează că pentru orice m, n€ Z şi a,be A, 
avem (m + nja = ma + na, m(a+ b) = ma + mb şi m(na) = (mn)a; 
i) pentru orice a € A se pot defini puterile naturale ale lui a astfel: 
0 =], al =a şi inductiv a”! = a" .a. Se verifică uşor că 
a™ a” = a” -a” = ant" (a”yY = a™™ pentru oriceac Aşim,ne |N; 
j) pentru orice două elemente a,be A se defineşte comutatorul lor 


la, bl=a:b-b-a. Dacă la,b]=0, adică a-b=b-a, atunci se verifică 
imediat prin inducție că Yne N,nzl: 


k=0 k=1 


(a +b) = Sotet piara ot] 


Dacă K este un inel în care 0z 1 şi dacă orice x € K, x +0 admite invers 
1 
relativ la înmulţire (notat xl sau —), atunci K este un corp. De exemplu Q, 
x 


R, C sînt corpuri comutative, ca şi mulțimea R(X) a funcțiilor raționale 
-cîturi de polinoame din R(X]. Primul exemplu de corp necomutativ a fost 
corpul H al cuaternionilor datorat lui W. R. Hamilton, 1805-1865; 
cuaternionii sînt elemente de forma x =a +bi+cj A dk unde a, b,c, de R iar 


i,j, k sînt elemente fixate, avînd proprietăţile i? =j? =k? =-1, aji =ij=k, 
-kj = jk =i, ~ik = ki =j, adunarea şi înmulțirea cuaternionilor fiind definite 


în mod natural. 
Dacă K este un corp comutativ, la proprietățile de calcul valabile în orice 


inel se adaugă unele noi: 
a) PE orice a € K, a +0 se pot defini puterile întregi ale lui a, punând 


ah = (at), evident K” = K\ (0) este grup relativ la înmulțire. 


b) în orice corp K se pot efectua: adunări (x + y), scăderi (x — y), înmulţiri 
(x -y) şi împărțiri cu elemente nenule (x/y = x >; în plus. Va, b,ze Kşi 


Yx, ye K avem (xyy = yx, xz/xy = zly, alx + bly = (ay + bx)/xy, 
alx- bly = ablxy şi(a/x)/(b/y) = ay/bx(b + 0). 


Regula lui Cramer. Fie A un inel comutativ şi un sistem liniar de n 
ecuaţii şi n necunoscute 


(1) 2 asx =b; 1<i<n, 


în care toate elementele a,., b; aparțin lui A. Să notăm cu A determinantul 


ij E 
sistemului (1) şi să considerăm pentru orice 1 <k $n determinanțţii 
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k 

Ci @g e boe Qin. 

o jaa ag oe bo oso ag 

A, = | 
Ci An? i b, ci Onn 


Dacă A;; este complementul algebric al elementului a; atunci se cunosc 


relaţiile 
n n 


T anA Ap=A; Š; Š ari Aj =A Öp, 
k=] 


unde am folosit simbolul lui Kronecker 
i dacă i=j 
6, = mii 
0 dacă iz] 
(L. Kronecker, 1823-1891). 
Înmulţind prima ecuaţie a sistemului (1) cu Ap» a doua cu 1 Aoz etc., ultima 
cu Ay şi adunînd relaţiile obținute, va rezulta că pentru orice k fixat, 


1<k<n, avem 
(Gu Ap ap Aop +. tan Ang) Xp = Bi * Ag + Ba > Aag + n Ba * Ang 


Am obţinut astfel 
TEOREMA 1.1. (regula lui G. Cramer, 1704-1752). Pentru orice sistem 


(1), au loc relaţiile 
A - Xp = Ap, lsksn. 


Dacă A este un corp comutativ şi dacă A + 0, atunci sistemul (1) ad- 
A, 


mite o soluție unică şi anume (%,,...,,) = fă 


A ; A 
eg deci Xy = aa 
A A 
lsk<n. | 
Prezentăm demonstrația dată mai sus utilizînd iaca, cu sume: fixînd 
n 


1 <k sn, înmulţind Aa 2 an = b; cu Aip rezultă = aij Aip Xj = As bi; 
adunînd aceste n relaţii, se obţine $ Ş ajj AX; => Ab; şi inversînd 


i=] j=l 


ordinea de însumare în membrul stîng, obtinem DE DY a; Åp = A, adică 
ja A 


$ x; A: 6 = Ay deci A- xy = A pentru 1 sk <n. 


J= 
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„ Pentru orice matrice Me M,(A) pătratică de ordin n 2 1 cu coeficienți 


într-un inel comutativ A, M = (a;;)isi, jsm fie M = (A)! „adică transpusa 


ij 7 Isi jsn 


matricei formate cu complemenții algebrici ai elementelor lui M. 
TEOREMA 1. 2. Dacă A este un inel comutativ şi M e M,(A), atunci 


M-M=M-M=A-1,,l, fiind matricea unitate de ordin n. În plus, 
dacă elementul A = det M din A admite invers faţă de înmulțire, atunci 
matricea M admite inversă, anume M = AL. M. 


DEMONSTRAȚIE, Fie M = (a;;)s, js. Deoarece M = CA usi jeno rezultă că 


elementul de pe linia i şi coloana J J din produsul M - M este egal cu 


să dp Aj = = As ĝi 


Aşadar, 


M -M = (Csi, jsn şi : E = A: În 
0 >e A 
În mod similar se dovedeşte că M- M =A- I. Înmulţind relația 
M.M =A-1, cu Al rezultă Al. (M> M) =I „ adică M (A7! M) = 1, la 
fel din relația M-M = AJ, rezultă (AM) M = I, deci AM este 
inversa matricei M. 
OBSERVAȚIE. Fără demonstrație formulăm două proprietăți mai speciale 


ale determinanților peste un inel comutativ A: 
1) Dacă Pe M, mA), Q € Mm nA), n <m sînt două matrice, atunci 


12...n k; haha 
det (P ' Q) ze > Pikk, i 12n 
Lsk <ko <.< k, sm 


unde Pia este minorul din matricea P situat pe liniile 12,..„n şi 
coloanele k, kop., kp, iar Qi: “este minorul din Q situat pe liniile 
k; , Roy Rp şi coloanele 12,..,n 
Aceasta se mai numeşte regula Binet-Cauchy (J.Ph.Binet 1786-1856; 
A Cauchy, 1789-1857). În cazul cînd m =n, rezultă de aici direct că pentru 
orice P, Q e M,A), 
det(P-Q) = (det F) (det Q). 


Ca o consecinţă a teoremei 1.2, rezultă că dacă K este un corp comutativ, o 
matrice M = (a; ) <; j zy din M„(K) admite inversă relativ la înmulțire dacă şi 


i; 


. M . [Să observăm că, 
det M 


numai dacă det M #0 şi în acest caz, M! = 
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într-adevăr, dacă M admite inversa N, atunci MN=l, deci 
(det M) : (det N) = det (M.N) = det], =1 şi ca atare det M #0, iar cealaltă 
implicaţie rezultă direct din teorema 1.2]. 

2) Dacă într-un determinant de ordin n > 2 se frena k linii (respectiv 
coloane), l sk <n - 1, atunci suma produselor minorilor de ordin $, cuprinși 
în liniile (respectiv coloanele) fixate, cu complemenţii algebrici ai acestora 
este egală cu valoarea acelui determinant (regula lui P. S. Laplace, 1749 — 
1827). Pentru k= 1 se obţine dezvoltarea unui determinant după o linie 


(respectiv coloană). 
Revenind la proprietățile generale de calcul cu elementele unui inel, 


reamintim că un inel A se numeşte integru dacă x, y € A şi xy = 0 implică 
x = 0 sau y=0. Inelele Z, RIX), R[IXI], ZG] = la +bila, be Z} sînt inele 
integre. De asemenea, orice corp este inel integru. Dar Z, nu este inel integru 


EI e | 1 0 0 0 
(căci 2:2=0 ) şi la fel MR) [pentru că luînd x -h o} y= k A 


avem xy = 0 şi x 4 0,y 40]. Dacă n 22 este un întreg, se ştie că inelul Z, al 
claselor de resturi modulo n, este integru dacă şi numai dacă n este prim şi în 
acest caz, Z, este un corp. 

Dacă A este un inel şi B este un subinel al lui A (adică le B ṣi vx,yeB, 
rezultă x~ ye B şi xye B), atunci vom mai scrie B © A. De exemplu, Ze. R, 


RIX] <- CIX], RIX <- RILXI]. 


DEFINIŢIAL.6. O submulțime a CA a unui inel comutativ A se numeşte 
un ideal al lui A dacă sînt satisfăcute condițiile următoare: 


D Vax,yea,x+vea,; 
2) Vxea,VzeA,x-zea. 


Este clar că Oea (deoarece alegînd x €a, avem -xea şi 0=x+(-x) deci 


Ocal. 
Un ideal ac A se numeşte principal dacă există un element ue A astfel 


încît a=uA à {u-zlze A}. Inelul comutativ A se numeşte principal dacă 
orice ideal al său este principal. 

EXEMPLE. 1) Z este un subinel al lui Q, dar nu este un ideal al lui Q 
(pentru că produsul dintre un număr întreg şi unul rațional nu este neapărat 
întreg). 

2) Multimea numerelor întregi EARE ai unui întreg fixat k este un ideal 
al lui Z, notat $Z. 

3) Dacă A şi B sînt două inele, A comutativ şi f : A -> B este un morfism de 
inele (deci Yx, yeA, fæ+y)=fæ) +f), fæ y)=fix) fo) şi F(0)=0 
fa) =1) atunci nucleul lui f, Ker f = (x e A | f(x) = 0} este un ideal al lui A. 
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TEOREMA 1.3. Inelele Z şi RIX] sînt inele principale 


" DEMONSTRAȚIE. Fie a un ideal al lui Z. Dacă a = (0), atunci luăm u = 0 şi 
rezultă a =uA. Dacă a + {0}, atunci alegem hea, h #0. Atunci -hea şi ca 
atare mulțimea a conţine numere întregi > 1. Fie u>1 minim, astfel încît 
u e a. Atunci rezultă prin dublă incluziune a = vA. (Dacă x euA, atunci x €g 
conform î însăşi definiției unui ideal: invers, dacă x €a, atunci împărțind x la 
u, există q,re Z astfel încât x=q'u+r cu Osr<u. Dar, în acest caz, 
r= x-u q deci rea. Dacă am avea r21, atunci cum r<u s-ar nega 
| minimalitatea lui u; deci unica posibilitate este r=0, x=q-u adică xeuA). 
"Fie acum a un ideal oarecare al inelului RIX]. Dacă a =10), atunci luăm 
uz =0 (polinom nul) şi rezultă a=u.-RLĂ]. În cazul cînd a + {0} există 
polinoame nenule situate în a şi fie H un polinom de grad minim conținut în 
“a. Vom arăta prin dublă incluziune că a =H- R{X]. Mai întîi, pentru orice 
| SeH. RIX], avem S=H-T cu PeRLĂ] şi cum Hea, iar g este un ideal, 
. rezultă Sea. Invers, pentru orice S €g, împărțind S cu H, rezultă că există 
“polinoame C, R astfel încît S=C-H +R, cu R=0 sau grR<gr H. Deoarece 


8, H ca, rezultă că Rea şi cum H a fost ales de grad minim printre 


“polinoamele din a, nu putem avea gr R <gr H ci numai R=0. Dar atunci 
rezultă S=C.H şi ca atare SeH RIX], deci a = H RIX]. 


144. Polinoame şi funcții polinomiale 

2: Fie A un inel comutativ, Orice polinom Pe A[X] cu coeficienți în A se 

"reprezintă sub forma P=ag+raă+...+apă r , unde X este o nedeterminată, 

‘identificată cu polinomul (0, 1,0,...). Oricărui polinom P € A[X] ca mai sus i 
se asociază o funcție P: A-A, P(2)= dg +az+...+a „zi numită funcţia 
„polinomială asociată lui P. Este evident că 

(PRY =P+ĝQ, (P-QY = P-Qsi APY =- P, pentru orice P,QeALĂ) şi 

he A. Dacă P =Q, atunci evident P = Q . Dar, are loc şi reciproca, anume 

și - "TEOREMA 1.4. Dacă A este un inel comutativ, integru, infinit şi dacă 
P,QeAlă], P=Q, atunci P=Q. 

| DEMONSTRAȚIE. Notăm R=P-Q, deci R= P-Q şi conform ipotezei 

avem R = 0. Dacă R =C +C] +...+ gua” cu c; €A, faptul că R = 0 revine 

la aceea că pentru orice ze A avem cp +eyz+...+c a = 0. Deoarece A are o 


infinitate de elemente, putem alege p+1 elemente distincte 
235 235: Z p4] € A şi au loc relațiile 
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| 2 5 
co + Ciz] + Co2 tetepi z0 
2 p 
Co +Z p4] #CgZppl ++ Copa = O 


Aceste relaţii definesc un sistem liniar omogen cu p+1 ecuaţii şi p+1 
necunoscute co, Cq,- C p' Determinantul sistemului este 


2 p 
į ži Zi w 4 
A = 
2 P 
I Zol Zp o Zol 


şi este un determinant Vandermonde, cu valoarea A= [fe j -2;). Toate 
Isi<jsn 

diferențele z Jory i<j, fiind elemente nenule din A, iar A fiind integru, 

rezultă că A z 0. Conform teoremei 1.1., rezultă că A 'c; =0 pentru Osisp şi 

cum A 70, atunci c; =0 pentru orice 0<i< p adică R=0. În concluzie, P =Q. 

OBSERVAȚIE, Condiţia ca A să fie inel integru infinit este esenţială. De 

exemplu, dacă A = Zə, pentru polinoamele P=X săi Q=X avem P=Q 


(pentru că x= x, oricare ar fi x € Z, ), dar P #4 Q. 

Aşadar, polinoamele nu se identifică totdeauna cu functiile Dolina alla 
asociate. Totuşi dacă A este un inel comutativ integru infinit (de exemplu 
pentru A = Z, Q, R, C), asocierea P — P este injectivă şi ca atare, P se poate 
identifica prin P. De exemplu, polinomul P e RIX], P=X 2 —X se identifică 
cu funcţia reală polinomială de gradul doi f: R — R, F(x) = x” x. 

Fixăm un inel comutativ A şi un polinom P e A[X]. Reamintim că un 
element a € A se numeşte rădăcină a lui P dacă Pa) =0. În cazul inelelor 
oarecare pot apărea unele fenomene curioase. De exemplu, polinomul 
P =X? -2X de gradul doi are patru (!) rădăcini în Zg, anume 0, 2, 4, 6. 


În mod similar, polinomul (2X + 1)? considerat în Z4[X] are gradul 0 şi nu 
2 cum ne spune intuiţia. Dacă A este un inel comutativ şi integru, astfel de 
lucruri nu se întîmplă, pentru că în acest caz, dacă P #0 este un polinom de 
grad n, atunci P are cel mult n rădăcini distincte (altminteri raţionînd ca în 
demonstrația teoremei 1.4. ar rezulta că P=0), iar dacă P,Q sînt două 
polinoame nenule, atunci gr PQ= gr P+gr Q; în particular, inelul ALX] este 
integru. 

Reamintim acum o serie de proprietăţi ale polinoamelor, care vor fi folosite 
în continuare. 

a) Dacă A este un corp comutativ (de exemplu A =R, C sau RÆ), atunci 
în inelul A[X] are loc teorema împărțirii cu rest: pentru orice două polinoame 
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P, Q există şi sînt unice alte două polinoame C şi R astfel ca P=Q-C +R, 
unde (gr R < gr Q) sau (R = 0). Un astfel de rezultat nu are loc în ZX] şi nici 
în inelul polinoamelor în două sau mai multe nedeterminate. 

b) dacă Pe Z(Ă|] şi ae Z este o rădăcină a lui P atunci P(0) este divizibil 
cu a. 

c) Fie PeC[X] şi a o rădăcină de ordin k, k2 1, a lui P, adică P este 
divizibil cu (X-a) dar P nu este divizibil cu (X-a)"l. 
Pla) = P (= ...= PEP (a) =0, PP (œ&)+0şi reciproc. O astfel de proprietate 
nu are loc pentru polinoame cu coeficienți din corpuri finite. De exemplu, 
luînd P =X" +1 în Z[X] se constată că PP =0 pentru orice k 2 1 şi totuşi 
P=(X -2X -3)%. 

d) dacă Pe RIX] c CLX] şi aza+bi (a,beR) este o rădăcină a lui P de 
ordin k, atunci a =a — bi are aceeaşi proprietate. 

e) orice polinom de grad 2z 1 din C[X] are cel puțin o rădăcină în C 
(teorema fundamentală , algebrei); ca o consecinţă, orice polinom 
PeCIX], P =aX" +a, X" +...+a, de grad n 21 se descompune în factori 


Atunci 


liniari (de gradul întîi), P=ag( X-XI x? CU Xjes EC 
| distincte, 1<k, uo Rp <n şi ky tt hp an. 

„Ca un fapt de cultură, menționăm că ecuațiile algebrice (P(x)=0 cu 
P e C[X]) de gradul 2, 3 şi 4 pot fi rezolvate prin radicali, dar nu acelaşi lucru 
are loc pentru ecuații algebrice de grad n 25 (teorema lui N.Abel, 1802 — 
1829). 

E £ Fie Q=a X" +a X"? +...+a, ag #0 un polinom din RiX]; el se 
descompune, unic pînă la ordinea factorilor, ca produs de polinoame de 
grad < 2: 


at) = aJJ = TIl -eY +65)” 


Biat raa Pea Pa reale, B; gn Şi kiso kr; Geol întregi > 1 
astfel încît ky +...+k, +24 +... + 2l =n. 

Fie P un alt polinom din R[X] astfel încît gr P < gr Q. Atunci există şi sînt 
unice numerele reale A; Cip Dig astfel încît să aibă loc "descompunerea în 
fracții simple” 


P_ A A A 

sie + MO e i O n Ma 

Q X- Xorn. K-n)’ 
fak, + na +t Art, + 


Xp (Xa) X-x, 
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j Cu tD Că Du, 
À z L D x i 2 2 
[x - a? +pi] (X-a) +Bi 
Cağ + Da f PERR Ca X + Da 
a 2 a2 
o (4-a) +B 
Numerele Aip Cip» Dip se determină, după aducere la acelaşi numitor, prin 
"metoda bio aloe nedeterminaţi”, 
De exemplu, 


Pai Pda i A B OXD 
E MINE a i în CARI PIC a o SU DEA E o 
XX —X+l (X - 1 (X1 +X +1) (X-1)) X~-l1 X°’+X+1 
şi în mod similar, 
X ee A B C DX&+E  FX+G 
O D725 O 00 Anul: pc E NE S E 
A(X +4X +5 Z ao (X +4X+D X +4X+5 
Din cele menționate mai sus, se observă rolul important pe care îl are 
mulțimea de unde sînt luați coeficienții polinoamelor. Un fenomen unde se 
subliniază sugestiv acest fapt îl constituie ireductibilitatea polinoamelor. 
Reamintim că dacă K este un corp comutativ, un polinom Pe KIX] este 
ireductibil peste K dacă el nu este produsul a două polinoame din KIX] de 
grad strict mai mic. Astfel, X? +1 este ireductibil peste Q şi peste R, dar nu 
peste C. Apoi X? -3 este ireductibil peste Q dar nu şi peste R, după cum 
X? +X +1 este ireductibil în RIX] şi în Z[X] dar nu şi în Za[Ă], deoarece în 


acest caz X? +X +1=(X +2}, 


Tait 


etc. 


1.5. Aplicaţii ale seturilor de numere în codificare 


Fie B codul binar identificat cu Z. Dacă lsm<n sînt întregi fixati, 
numim codificare binară orice aplicaţie injectivă c:B™ — Br. Aşadar, 
oricăror cuvinte binare distincte de lungime m le corespund, prin c, cuvinte 
binare distincte de lungime mai mare, anume egală cu n. Indicăm două 
moduri de a construi codificări binare, folosind matricele şi respectiv 
polinoamele. 

a) Fie M e M, „„(B) o matrice de rang m, presupus maxim. Atunci aplicaţia 

c: B” Br, c(x) = x. MT 
care asociază oricărui vector m-dimensional x= (X, Xo,- X) vectorul 
n-dimensional x- MT este injectivă deci o codificare. [Într-adevăr, dacă 
x, y e B” şi c(x)=c(y), atunci x: MT =y- MT şi punînd z =x ~y, rezultă 
z-MT =0. Deoarece M? este o matrice mxn avînd rangul m, rezultă că 
sistemul liniar z:M? =0 admite numai solutia banală, anume z =0 deci 
x =y]. Matricea M se numeşte cheia codificării. 
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sasi 1 0) 
Exemplu. Fiem =10 1l; matricea M admite rangul 2 şi defineşte o 
ei 
i; codificare c: B2—B3, c(a)= x: MT. În mod explicit, 
400) (00,0) c(0,1) = (0,1,1); 
P c(1,0) = (1,0,1); c(1,1) = (1,1,0). 
Fie c: B™ -> B” o codificare binară. Dacă Lc B™ este o colecție de 
cuvinte binare de lungime m şi notăm cu L =c(L) mulțimea tuturor 
cuvintelor din L traduse în cuvinte binare de lungime n, atunci este definită o 
aplicație bijectivă c: L— L, a cărei inversă c -i ;: LL este numită 
` aplicatia de decodificare. 
> b) Fixăm un întreg n21 şiun polinom Q =Q} +04 & +... +a” € ZX] 
de grad p, cu Qg # 0, Qp 7 0 (numit cheia codificării). 
= Definim aplicaţia c : B” -> B"*P astfel: 
pentru orice a = (äg; 03 -o ap- E B”, considerăm polinomul 
P, =a9 +4 X +... apă! şi produsul de polinoame 
P, -Q = apto + (0901 +000) X +... + app Xn+p-l, care este un polinom de 
rad n+p-—1 din inelul Z„LX], de polinoame cu coeficienţi în Za. Punem prin 
definiţie cla) = (agp, 29047 +19 -o da-40%p) E B”*P. Se obţine astfel o co- 
dificare binară. (Într-adevăr, dacă a,b e B” şi dacă c(a) = c(b), atunci 
P,.Q=P,-Q deci P, =P, șia =b]. 
EXEMPLU. Luăm Q=1+X3+X4 şi n=2. Atunci aplicația c: B? > B$, 
asociată lui Q, "lucrează" astfel: 
c(0, 0) = (0, 0, 0, 0, O, 0); e(0, 1) = (0, 1, 0, 0, 1, 1); 
c(1, 0) = (1, 0,0, 1, 1,0);c(1, 1) = (1, 1,0, 1,0, 1): 


$ 2. Spaţii vectoriale, baze; aplicaţii liniare şi 
matrice asociate 


2.1. Spaţii vectoriale finit generate, baze. 

Fie K un corp comutativ (de exemplu K = R sau O). 

DEFINIŢIA2.]. Se numeşte spaţiu vectorial peste K (sau K-spaţiu 
vectorial) o mulţime nevidă V înzestrată cu o lege de compoziţie internă, 
notată +, relativ la care V este grup abelian şi o lege de compoziţie externă, 
notată "":K xV =V, (Aà,x)—> Àx =}. x, cu proprietăţile: 

(1) A(x+y) = Ax +y, vie K, vx,yeV. 
(2) (A pa = doc + uz, vi,ueK,vxeV. 
(3)  A(ux) = (Ap), Vi,ueK, VxeV, 
(4) l-x=x, VxeV. 
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Elementele din spațiul vectorial V se mai numesc şi vectori, iar elemen- 
tele din corpul comutativ K se mai numesc sealari. Vectorul nul se notează 0 
(sau Oy), iar scalarul nul se mai notează uneori Og. 


OBSERVAȚIE. Direct din definiţia spațiului vectorial V peste K se obţin 
reguli de calcul simple ca acestea: 

a) à -Oy =0y, vie K (Într-adevăr, 1-0 =1(0+0) T A:0+A-0, de un- 
de adunînd cu -(A.-0), rezultă 0=1.0]. 

b) Og-x=0y, YxeV [deoarece: 0-x=(0+0)x Aa 0x+0x, deci 
0-x=0]. 

c) A-x=0y=i=0p sau x=0y (de K,xeV) (într-adevăr, dacă iz0, 
atunci există Al e K, deoarece K este corp şi atunci A 1(Ax)=A1.0=0 sau 
cf. (3) (A li) = 0; deci, conform (4) 1x = x =0]. 

EXEMPLE. 1) V = K = {x = (x; 2p) le K,1<i<sn}, n21 areo struc- 
tură naturală de K-spațiu vectorial, cu legile de compoziţie: 

x+y = (Xa tY Xn Yn) 
Şi Ax = (Axi; u dr), Yx, yE K”, VÀ EK. | 

Acest exemplu este exemplul tipic (fundamental) pentru acest capitol. În 
particular, dacă K = R se obţine spaţiul vectorial real R” şi dacă K=C se 
obține spaţiul vectorial complex C”. De asemenea, B” este un B = Zo -spațiu 


vectorial. 
2) V = C” are o structură de R -spațiu vectorial. 
3) V = KIX] este un K —spaţiu vectorial. 
4) Mm „(K) este K -spatiu vectorial. 


m,n 


5) C a T este un R -spațiu vectorial, 


Multe alte exemple de spații vectoriale vor fi întîlnite în continuare. 

Pentru a defini lungimi de vectori, unghiuri între vectori nenuli, arii, 
proiecții, perpendicularitate etc. este necesar să îmbogățim structura de 
spațiu vectorial, introducînd produse scalare (cap. II). 

DEFINIȚIA 2.2, Fie V un K -spaţiu vectorial. O submulțime nevidă ScV 
se numeşte sistem de generatori pentru V dacă pentru orice xe V, există o 
submulțime finită (v,,vg,...,v,] CS şi scalarii Ài Ào, Ap EK astfel încît 
X= AU +ÂgUo +...+À V, (mai spunem că x este o combinaţie liniară de 
Us Vo, o, Vp, Cu scalari din K). V se numeşte K -spațiu vectorial finit 
generat dacă admite un sistem de generatori finit. 

O submulțime nevidă Lc V se numeşte sistem liniar independent de 
vectori dacă pentru orice submulțime finită a sa [U], Ug, Vp IT L şi orice 
relație de forma ÀV +ÀgUg +... +Àpvp =0, rezultă 1;=0, pentru 
Z RER A 
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+, O submulțime nevidă de vectori care nu este sistem liniar independent se 
-- numeşte sistem liniar dependent. 

“+. O submulțime nevidă Z c V se numeşte bază a lui V dacă este în acelaşi 
=- timp. sistem de generatori şi sistem liniar independent. În acest caz, orice 
vector x din V este o combinaţie liniară unică de vectori din Z [Dacă 
aa XiAwi = Xmybj (I J finite), atunci I = J şi A; = p; pentru orice: € Z]. 
îi iel jeJ 

| OBSERVAȚIE. Mulțimea V = [0) cu un singur element şi cu legile de 
| compoziţie: 0+0=0 şi A:0=0, vie K, este un K -spațiu vectorial, numit 
f spațiul nul. Singura sa submulțime nevidă, anume {0} este sistem de 


e generatori, dar nu este sistem liniar independent. Vom considera, prin 


convenție, că mulţimea vidă este o bază în spațiul vectorial nul. 
: EXEMPLE. 1) Fie în K-spaţiul vectorial K” vectorii e =(1,0,...,0), 
s=. 1,...,0), ..., e,=(0,0,...,1) şi B= fe], €9,36} (2D. Rezultă 
k imediat din definiţii că Beste bază în K” — canonică. 
i 2) Vectorii u, = (1, 1), us =(2,1) formează o bază pentru R2. (Într-adevăr, 
dacă Ay +ouo =0 cu Àj ,Ààg ER, atunci (A, 4 )+(2Ag,A9)=(0,0) deci 

| ài + 23 =0, àq +À =0 de unde À; =0, Ap =0 şi ca atare u4, ug sînt liniari 
E independenți. Apoi, pentru orice veR?, v=(a,b) există àjo ER astfel 
încît U= Àl +Àolto adică À; +2 =a, Ày +Àg =b; anume À; =2b-a, 
hg = a-b. Aşadar, [t], us} este şi un sistem de generatori pentru Rê). 

3) În spatiul vectorial RIX], sistemul de vectori Z = {1, X, X4, E LN 
formează o bază, infinită (numită baza canonică a lui R[XD. Pentri orice 
întreg k > 1 notăm cu ÎRpLĂ] spaţiul vectorial al polinoamelor de grad < k. 

Atunci (1, X,..., XF} formează o bază finită, avînd k + 1 vectori, pentru 
Raba 
„TEOREMA 2.1. (existența bazalow Fie V z {0} un K -spatiu vectorial 

finit generat. Din orice sistem de generatori finit al lui V se poate 


extrage o bază. 
- DEMONSTRAȚIE. Fie S = {v}, Ug, ---, Um | un sistem de sil finit al lui 


v: S conţine şi vectori nenuli; în caz contrar, Vve V, v= FA, v; =0 (A; EK), 
l i=l 

deci V ={0}, contradicție. Fie deci v, € S, v +0; atunci {v KC S) este un 
sistem liniar independent. Într-adevăr, din orice relație de forma 
Avy = 0 (à €K) rezultă À = 0. Deci în submulțimea finită S există submulțimi 
care sînt sisteme liniar independente de vectori. Deoarece mulțimea părților 
lui S este finită, atunci se poate alege într-un număr finit de paşi o 
submulțime Zc S care este un sistem liniar independent şi maximal de 
vectori (maximal, în sensul că orice sistem 4, astfel încît BEB cS este 
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liniar dependent). Renumeroiînd eventual vectorii din S putem presupune că 
B = {V1 V2; "Uh lsrsm. Vom arăta că Beste o bază pentru V şi pentru 
aceasta, este suficient să demonstrăm că generează V, adică să arătăm că 
orice vector z€ V este combinaţie liniară de vectori din 8. Dar z este o 
combinație liniară de vectori din § şi este suficient să arătăm că orice vector 
vy r+l<ksm este o combinaţie liniară de vectori 'din Ø. Într-adevăr, 
sistemul 4, = Ø V {vp} va fi liniar dependent (din maximalitatea lui Z) deci 
există àj,- À, QEK nu toți nuli astfel încât Av +...+ ÀU, +0 =0; 
evident az 0 [căci dacă «=0, atunci Au +...+i,v, =0 şi Ø fiind liniar 
independent, ar rezulta 14 = „= A, =0], deci v, va rezulta o combinaţie 
liniară de v,,...,v, şi teorema este demonstrată. 


COROLAR. Fie V un A-spaţiu vectorial nenul, S$ un sistem de 
generatori finit pentru V. Orice submulțime Lc S care este sistem 
liniar independent de vectori poate fi completată cu elemente din S 
pînă la o baza a lui V. 

DEMONSTRAȚIE, Dacă Lc S este maximală, atunci raționind ca mai sus 
rezultă că L este bază. Altminteri, există un sistem L} liniar independent de 
vectori astfel încît L c L} c S. Dacă L, ar fi maximal, atunci L} ar fi o bază 
iar dacă L} nu este maximal, se continuă raționamentul. Deoarece S este 
finit, după un număr finit de paşi, se va obţine un sistem liniar independent 
maximal de vectori Z astfel încît Lc B cS deci Beste o bază pentru V şi 
are proprietatea din enunt. 

TEOREMA 2.2. Fie V un A-spaţiu vectorial nenul, finit generat. Orice 
sistem liniar independent finit de vectori din V poate fi completat 
pînă la o bază a lui V. 

DEMONSTRAŢIE. Prin ipoteză, V admite un sistem finit S de generatori. 
Fie L un sistem liniar independent de vectori din V. Atunci reuniunea LU S 
constituie un sistem finit de generatori pentru V şi aplicăm corolarul 
teoremei 2.1. pentru incluziunea L C L U S. Va rezulta că L poate fi completat 
pînă la o bază a lui V. ii 

TEOREMA 2.3. (cardinalul bazei). Fie V un K -spaţiu vectorial nenul 
finit generat. Toate bazele lui V sînt finite şi au acelaşi număr de 
elemente. 

DEMONSTRAȚIE. Fie 4 = (e,,...,e,] o bază a lui V (aceasta există conform 
teoremei 2.].). Arătăm mai întîi că un sistem de vectori [e;,...,e;,) din V 
cum>n nu poate fi c o bază pentru V. [Într- adevăr, deoarece gicate bază, 


orice vector e; se scrie în mod unic sub forma e; = Sase jp sim. Atunci 
penmi òc staon PR ai Xn, € K avem: 
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trL m t l A m 
2 xe = dux, ; da; = > x, 2da; j 
j= 


i=l i J=} =i 


NE 
—_ 


E e relație de forma  Yxe;=0 este deci echivalentă cu 


Sa ;=0, 1<j<n deci cu un sistem liniar şi omogen cu n ecuații şi m > n 


| o Dar un astfel de sistem admite soluții nebanale, deoarece 
. rangul s al matricei coeficienţilor satisface s Sn şi deci m ~s 2 1 şi teorema 
“lui Rouché arată că m-s necunoscute rămîn nedeterminate. Ca atare, 
- vectorii e]; -.. €m sînt liniar dependenţi]. Rezultă în particular că orice bază a 
lui V este finită. 

„i Pie Z = (fi, > fm) o bază oarecare a lui V. Conform celor demonstrate, 
rezultă că nu putem avea m > n deci în mod necesar m <n. Intervertind rolul 
„bazelor B şi B’, rezultă n <m şi în final m = n. 

> a: Teorema 2.3. arată că orice două baze ale lui V au acelaşi cardinal. 
© a EXEMPLE. 1) Fie V= RR? şi v, =(1,0,1), va =(2,1,3). Vectorii v4, va sînt 
- liniari independenți. Conform teoremei 2.2. ei pot fi completaţi pînă la o bază 
© alu R3 peste R. Concret, se poate alege v=(a,b,c)e RS astfel încât vectorii 
` Uis:wo; V să fie liniar independenți şi aceştia vor forma o bază (de exemplu, 
< luăm v=(3,1,0)). 
9) Fie V = Ro[X] şi P, =1, P, =X. Orice polinom de forma P =X? +0X + f 
(O, B e R) are proprietatea că (P, , P,, P} formează o bază pentru V peste R. 
„DEFINIŢIA 2.3, Fie V (0) un K -spațiu vectorial finit generat. Numărul 
= de elemente dintr-o bază a lui V se numeşte dimensiunea lui V (nu depinde 
de baza aleasă) şi se notează dimzV. Vom mai spune că V este de 
dimensiune finită. În concordanţă cu o convenţie anterioară punem, pentru 
V = (0), dimp V =0. Dacă V nu este finit generat punem dim p V = ce. 


COROLAR. Fie V un spaţiu vectorial peste K cu dim V =n, finită. 

=- a) Orice sistem liniar independent cu n vectori formează o bază. 
Orice m > n vectori din V formează un sistem liniar dependent. 

~ b) Orice sistem de generatori al lui V cu n vectori formează o bază. 
Orice m <n vectori din V nu formează un sistem de generatori 
pentru V. 

o: DEMONSTRAȚIE, a) Fie L = (v,,v9,...;v, un sistem liniar independent cu 
n vectori. Din teorema 2.2. rezultă că L poate fi completat la o bază; din 
teorema cardinalului bazei rezultă că nu mai trebuie adăugat nimic, deci L 
este bază. Dacă L’ este un sistem liniar independent cu m > n vectori, atunci 
L’ se completează la o bază şi rezultă că dim g V 2 m >n; contradicție. 
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b) Din teorema 2.1 de existenţă a bazelor rezultă că din cei n vectori 
S = {V,U} ai unui sistem de generatori pentru V, se extrage o bază; din 
teorema cardinalului bazei rezultă că nu trebuie scos nimic, deci S este bază. 
Dacă S’ este un sistem de generatori pentru V cu m < n vectori, atunci din 
S’ se extrage o bază şi rezultă că dimgV < m < n, contradicție. 
EXEMPLE. 1) C are ca R -spațiu vectorial baza Ø = (1, i}, deci dimg C= 2. 
2) Mm „(K) are ca spaţiu vectorial peste K o bază (canonică) formată cu 


0 J 0 
matricile e, =i: 1 i| 1<i<m,1<j<n, deci dimg Mm pn(K)=mn. 
0 .. 0 
3) KIX] are ca spaţiu vectorial o bază infinită (1,X,...,.4",....), deci 
dimg K = ] = ce. 
4) co (care conţine funcţiile polinomiale) are dimensiunea infinită ca 


[a,b] 
spaţiu vectorial peste R. 


2.2. Subspaţii vectoriale, proprietăți; spațiu vectorial-cît 


Fie K un corp comutativ şi V un spațiu vectorial peste K. 


DEFINITIA 2.4. O submulțime nevidă W c V se numeşte sbara 
vectorial peste K dacă este stabilă la cele două legi de compoziție (adică 
(Wz,ye W, x+yeW şi (v)xeW, (v)ie K, Axe W) şi legile induse verifică 
proprietăţile din definiţia K -spațiului vectorial. Se mai notează în acest caz 

We V. Aşadar, W este un spațiu vectorial peste K. 


PROPOZIŢIA 2.4 (criteriul subspaţiului). Fie V un K -spațiu vectorial 
şi WcV o submulțime nevidă. W este un subspațiu vectorial peste K 
dacă şi numai dacă au loc condiţiile: 


(a) (v) x,yeW, x-yeW; 
(b) (v)xe W, (V)AeR, dx e W. | 


DEMONSTRAȚIE. Dacă W este K -subspațiu vectorial atunci (V)yeW 
rezultă -ye W, deci (V)x, ye W avem x-ye W, adică (a), iar (b) are loc prin 
definiţie. Reciproc, presupunem că W are proprietățile (a) şi (b). Deoarece 
W+z există ze W şi atunci z-z2=0eW. Apoi (V)xe W, avem 0-x=-x 
ceea ce arată că W este subgrup abelian al lui V faţă de adunare, căci 
(Vx, ye W avem x-(-y)=x+ye W, iar asociativitatea şi comutativitatea 
adunării sînt evidente. Condiţia (b) arată că W este stabilă şi la legea de 
compoziţie externă, iar proprietăţile (1)-(4) din definiţia spaţiului vectorial 
sînt automat verificate pe W, fiind verificate pe V. 


pa criteriul subspaţiului, este suficient să 
i ui -u=(a-b,mt(a-b)) deci u-ve W, iar 


zh identificat cu mulțimea tuturor 
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| „1 EXEMPLE, 1) Fie V=R2 şi meR fixat. Atunci multimea 
- W= {(a, ma) | ae R} este un subspațiu vectorial al lui V. Într-adevăr, folosind 


y 


l ` remarcăm că dacă u=(a,ma) şi 
y= (b,mb) sînt vectori din W, atunci 


- — 


=. dată A€ RR, atunci Au = (àa, mìa)e W, 


| | 
< Mai mult, subspațiul W poate fi : 


> punctelor dreptei de ecuaţie y = mx (fig. 
10) 
„9 Fie V = RX] şi W = (Pe V | P(0) = 0). Aşadar, W este submulțimea 


Figura I.1. 


pa polinoamelor fără termen liber şi evident W & V. 


 'PBOREMA 2.5. Fie V un spaţiu vectorial peste K şi W}, Wo V sub- 


, “spaţii vectoriale. Fie S c V o submulțime nevidă. 

„Atunci W AW, W+ W= {x€ Vs xp € W şi W) = 

a {u +vlue W give W} ṣiS={xe V |x= igx; -sumă finită, cu 

h A;eK, x; e8}, sînt şubspatții vectoriale ale lui V. 

-> DEMONSTRAȚIE. Vom verifica condițiile (a) şi (b) din propoziția 2.4, în 


Es fiecare caz. Fie x,y e W, o W3; atunci x, y e W) şi x, y € W3, deci x- y e W] şi 
g= ye W, adică x- ye W aW. Fie eK şi xe W ^W; atunci xe W} şi 
| i: €W, deci dx e W, şi àx e W n W3. Deci W, n Wa V, 

si "Fie x, y e W) +W; atunci x =x; +x cu x € Wj, Xg € Wo şi y= y4 +Y cu 
a o ë W, Yo€W. Rezultă că xy-yjeW şi &o-yg€Wņ, deci 
oi y= (x -y1)+lxg-yYg)€ W, + Wa. Fie A e K; atunci Axı e W, şi Axo € Wg, 
iu deci Ax = àx + Ap € W) +Wo. Deci W4 + Wc V. 

4 „Fie x,yes; atunci x= Six AEK, es şi 


i a Ni finită 
i j= Şir, A EK, x,eS. Rezultăcă x-y= XQA;-A;) x, ES. 
- î is tii i finită p finit 
Fe i Ve e K; atunci Ax = Ş(A-A,)x; e S. Aşadar, Sc V. 
„i finită 


` DEFINIȚIA2, 5. În ipotezele anterioare, W, ^W, se numeşte subspaţiul 
Z vectorial intersecție, W, + W, se numeşte subspatțiul vectorial sumă, iar 
X Š se numeşte subspatiul vectorial generat de S (S este un sistem de 


an genèratori pentru §). 


La . OBSERVAȚIE. Analog se poate defini suma a p, p21 subspații vectoriale 
A wW cV, i=1,.. , p; anume 


Wi +... +tWp={ xe V|x= x htp, x eW, i=l.. ph 
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DEFINIȚIA 2.6. Suma de subspaţii vectoriale W} +...+ W, CV se numeşte 
directă dacă pentru orice xe W, +...+W, din x = Xa het Sg tt po 
cu x, y; €W;, i=1,..., p, rezultă că x; = y;, i=1,..., p (adică descompunerea 
oricărui vector este unică). Cînd suma este directă, o vom nota 
W eW, @...8W,. 

PROPOZIŢIA 2, 6. Fie W, W © V două subspaţii vectoriale ale spa- 
tțiului vectorial V peste K. Sînt echivalente următoarele condiții: 

a) Suma W, + W, este directă. a 
b) W aW, = {0}. 

DEMONSTRAȚIE. (a)->(b). Evident (0)c WoW. Fie xeW OW 
atunci 0=0+0 şi Ozax+(-x) (-xeW, ^W) deci x=0, din unicitatea 
scrierii. 

(b)—(a). Fie xe W, +W, şi presupunem că x=xytăp=yptyp, CU 
NE eW şi Xo, Yo €W. Atunei x-y = Yo — X9 e W, MW, deci 
x£) — Y1 = Ya ~ ža = 0, adică x, = y1 Şi X3 = Y3. i | 

EXEMPLE, 1) Dacă S= {a}, atunci S = faal AE R}; iar dacă S= fa, b}, 


atunci $ = (aa + Ab | a, Be R}. 

2) Fie V=R2. Pentru orice meR definim W, =((a,ma)laeR). Atunci 
pentru orice m,m'eR cu m#+#m avem Wp„pO©OW ={(0,0) şi 
Wn Wy = R2, | 

3) Fie (e,,...,e,! baza canonică a lui R” şi W, = le T l1<$<n. Atunci 
Rr =W, @...8 W,. 

TEOREMA 2.7, Fie V un spatiu vectorial peste K, dimg V =n (finită) 
şi W<- V un subspațiu vectorial. Atunci W are dimensiune finită şi 
dacă dim g W =m, avem m <n. 

DEMONSTRAȚIE, Fie Zo bază pentru W: în pacan B este un sistem 
liniar independent de vectori în W (deci şi în V). Dar conform corolarului 
teoremei 2.3 a), într-un spaţiu vectorial finit dimensional orice sistem liniar 
independent de vectori este finit. Rezultă că S este finit. Conform 
teoremei 2.2, Æ poate fi completat la o bază a lui V deci numărul de elemente 


ale lui: Ø este cel mult n, adică m sn. 
COROLAR. : Fie V spaţiu vectorial peste K, EI gkV=n (finită) şi 


Wc V un subspaţiu vectorial cu dimg W = dim V. Atunci W =V. 

DEMONSTRAȚIE. Fie Ø = ( w4, .. W, } o bază în W. Deoarece dimg V =n 
şi deoarece (w,,...,w,! este sistem liniar independent, rezultă că 4, ‘éste 
bază şi în V. Atunci (V)ve V putem scrie v =À w; +...+À „Wp adică ve W, 
deci W =V. 
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Fie V un spaţiu vectorial peste K şi W c V un subspaţiu vectorial. Definim pe 
i relaţia binară Ay astfel: fie x, y€ V; xyy dacă şi numai dacă x-yeW. 


_ LEMA 2.8. Relaţia Ry este o relaţie de echivalență. 


ză fi a DEMONSTRAȚIE. Pentru orice xe V avem x-x=0e W, deci xRyx, adică 


i s este reflexivă. Fie xxyy, x, yeV; atunci x- yeW, deci y-xe W, adică 


| pe şi Ry este simetrică. Fie yAyx şi yfyz cu x,y,zeW, deci 


| ape z = (x —-y)+(y —z)e W, adică xyz şi fy este tranzitivă, 
o : TEOREMA 2.9. Pe mulţimea cît V/W există o structură naturală de 


pi i spațiu vectorial peste K (numită spațiu vectorial aan 


"DEMONSTRAȚIE. Pentru £,$e V/W definim £+ j = 23 y. Trebuie 


pi arătat că operația este bine definită, ca operaţie între clase, independen de 


„.. xeprezentanţi Ori, dacă & =î şi 3 =ĵ, atunci x -xeW şi y -yeVW, 


îi i di = (a +y)e W, adică x’ + y =x + y, ceea ce înseamnă că pe V/W am 
; n ` definit o lege de compoziție internă. Avem imediat: 


Cialêt Ş}+ 3 = (x + y) +2= (x+ yj+z=x+ săi zJ = 2+ (y + 2) = X+Yy+2 
îsi î+0=a 70 tart O) Â gi ir = Py=3ră, 
a deci V/W este grup abelian. Pentru te V/W şi 4e K definim: Àx E Ja 


„ Dacă & = & atunci x -xe W, deci Ax’ -Axe W, adică Ax = Ax, ceea ce 


d arată că pe V/W avem o lege de compoziţie externă. Axiomele (1)-(4) din 
„- definiţia 2.1 se verifică uşor; de exemplu 


(8 + 3) = ay) = A+) = În Ày = ixt Ay = AÈ + AD. 


2.3. Aplicaţii liniare, izomorfisme de spaţii vectoriale 


Algebra liniară constituie cadrul matematic abstract pentru tratarea 
problemelor "liniare" (care conduc la ecuaţii şi sisteme de gradul întîi) din 


-: diverse domenii. Alături de noțiunea de spațiu vectorial, un concept de bază îl 


| - constituie cel de aplicaţie liniară sau, cum se mai spune, operator liniar, ca 

"purtător de informaţie liniară” de la un spațiu vectorial la altul. 
mr DEFINIȚIA 2.7. Fie V, W două spatii vectoriale peste corpul comutativ K. 
Se numeşte aplicaţie liniară de la V la W orice funcție f:V -> W cu 
proprietatea flox + By) = of) + Aa), (Daye V şi (Wa, Be K. Vom nota 
„Homg(V, W)= (f:V > W | faplicaţie liniară}. Evident, pentru a = 0, £ = 0, 
rezultă f(0) =0. Apoi, FÈ Ax) = SA), We, VeV, 
i=] i=} E N 
a is m, 
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EXEMPLE. 1) Aplicația F :R? > R, F(x, y) = 2x + 3y este evident | 
liniară, deoarece (v)a, f e R, (V) (x, y) (x, y) Ee R?, Falz, y) + B, yA) = 
= Flox + f ay + By) = Uax + fc) + 3loy + By) = alx + 3y) i BX + 3y) = 

= F(x, y) + PE, y). 

2) Fie K un corp comutativ şi n > 1 întreg. Pentru orice |<ks<sn, 

aplicaţia pr, :K” > K, (%1, X% ,)— x, este liniară (numită proiecția 


canonică de indice $). 


3) Aplicația /: CE, a > R, IF) = fr (x)dx este evident R liniară şi în 


mod similar, gaet de ERS D: Ch > co, pp DN=F este 
R —liniar. (Am notat cu Co spațiul vectorial al funcţiilor derivabile cu 
derivate continue pînă la ordinul £ inclusiv, k 2 0). 

PROPOZIŢIA 2.10. Multimea Homg(V, W) are o structură naturală 


de spațiu vectorial peste K. 
DEMONSTRAȚIE. Pentru orice f,ge Homy(V,W) definim aplicația 


(f +g): V-W, f +gXx) = fix) + glx), (W)xe V, care este o aplicație 
liniară; într-adevăr 
(fF + gXox + By) = flax + Py) + glx + fy) = of (x) + BF(y) + ag(x) + 
+ Bey) = alf) + g) + BFO) + g) = af + gXx) + BE + 29), 
pentru (vV)x,ye V şi (v)a, Be K. Se verifică imediat că Homg(V, W) cu 
această adunare are structură de grup abelian. | 
Pentru orice f e Homg(V, W) şi orice A e K definim aplicația 4f: V W, 
(AF) = Af(x), (Y)x e V, care este aplicaţie liniară; într-adevăr 
(Afar + By) = Af lox + By) = Af + Bf(y)) = AAF Xx) + BAY) pentru 
(vV)x, ye V şi (w)o, fe K. Se verifică imediat proprietățile (1)-—(4) din de- 
finiţia 2.1. Aplicația nulă din Homg(V, W) este 0:V > W, x — Ow. 
DEFINIȚIA 2.8. Fie V, W două K — spaţii vectoriale şi f:V > W o. 
aplicaţie liniară. Se numeşte nucleul lui f submulțimea lui V, 
Ker f = (x e VIf(x) = 0) = f (0). Se numeşte imaginea lui f submulțimea 
lui W, Im f = FV) = {ye WIO xe Veuy = f(x). 
PROPOZIȚIA 2.11. Fie V, W două K - spații vectoriale şi f:V — W o 
aplicaţie liniară. Atunci: 
(a) Kerf , Im f , sînt subspaţii vectoriale în V, respectiv W. 
(b) f este injectivă dacă şi numai dacă Kerf = {0} şi f este 
surjectivă dacă şi numai dacă Im f =W. 
DEMONSTRAȚIE. (a) Pentru orice x,y e Kerf avem a f (x)= 0 şi f(y) = 
atunci f(x — y) = f(x) - f(y) = 0, deci x ~ y e Kerf şi f(Ax) = Af (x) = A-0 = f 
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i (ie K, deci Ax e Kerf, adică Kerf este subspațiu vectorial în V. Pentru 
dei ve Imf avem u = f(x), v = f(y) cu x, ye V; atunci 
ao = f) - fO) = fæ- y) e Tmf şi Au = Af() = FU e Imf, 
D v że K, deci Im f este subspațiu vectorial în W. 
SA A (b) Presupunem f injectivă şi fie x €e Kerf; atunci f(x) = 0 = f(0), de 
îi ünde: x =0, adică Kerf = {0}. Presupunem Kerf = {0} şi fie x,ye V cu 
n f(x) = fO); atunci fx) -f(y)=0 sau f(x -y)=0, deci x- ye Kerf, 
E “adică x-y=0 sau x= y şi prin urmare f este injectivă. Faptul că f este 
 surjectivă dacă şi numai dacă Im f = W rezultă din definiția surjectivității. 
o EXEMPLU. Aplicația f: R? —> R, f(x, y,2) = (x - y, y- 2) este evident 
o liniară. Nucleul lui f este 
ni Reif = Kx, y, z) e R°, y, z) = 0) = Kx, x, x)lx e R}, iar imaginea lui feste 
i Im f = iu, v) e R2|(3) x,y,z e R astfel încît (u, v) = f(x, y,2) = 
2 Aug) e R2|(3)x,y,ze R astfel încît (up) = (x —y,y — 2) = (u,v) e R” 


“sistemul x-—y =u, y~z = v admite soluții! = R2. 
a -o DEFINIŢIA 2.9. (1) Fie V, W două K -spații vectoriale. O aplicație liniară 
=i FiV — W se numeşte izomorfism dacă este bijectivă. 
: i (2) O aplicaţie liniară f:V — W se numeşte endomorfism sau operator 
i liniar al lui V. Mulțimea Homy(V,V) se mai notează cu L(V} sau End(V). 
î. (3) O aplicaţie liniară f:V -> V se numeşte automorfism dacă este 
„ijeetivă (izomorfism), Mulțimea automorfismelor lui V se notează Aut(V). 
ii ti ' OBSERVAȚII. 1) Fie V, W, Z trei spaţii vectoriale peste K şi 
pi Ves Wua două aplicații liniare. Atunci g o f :V — Z esteo 
Sa aplicație liniară. Într-adevăr, 
îi (g o fox + By) = g(f(ox + By) = gfx) + fO) = 
agfa) + BFO = atg o fa) + Big e DO) (Way e V, (Wofe K. 
= = 2)Fie f V -> W un izomorfism. Atunci f* :W — V este izomorfism. 
iza „Trebuie arătat că f i este aplicaţie liniară, adică f “(ou + fv) = 
af) + Flo), upe W, (Vape K. Avem ff% lou + po) = ou + fo şi 
Folii) + TO = fF U + BF) = ou + Bo, deci din injectivi- 
tatea lui f rezultă relația căutată. 
© > 8) Mulțimea End(V) are, pe lîngă structura de A -spațiu vectorial, o 
m structură de inel necomutativ față de legile de compoziție internă "+" 
-: (adunarea funcţiilor) şi "o" (compunerea funcțiilor). Verificarea este imediată 
o (unitatea este aplicația 1y :V > V, 1y) =x, (V)xe V). 
4) Mulțimea Aut (V) are o structură de grup (necomutativ) fată de legea de 
compoziţie "o" (compunerea funcţiilor). Şi în acest caz verificarea este imediată. 
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TEOREMA 2.12. (teorema de izomorfism). Fie V, W două spaţii 
vectoriale peste K, f:V — W o aplicaţie liniară. Atunci există un 


izomorfism natural de spaţii vectoriale f : V/Kerf>lm f. 
DEMONSTRAȚIE. Definim f prin f (4) = fix), 0) e V/Kerf. Dacă x = £, 


atunci x — x € Kerf, deci f(x - x) = 0 sau f(x") = f(x), ceea ce arată că f a 


fost definită corect. Funcţia f este aplicaţie liniară: flat + 4) = f(ox + By) = 

flo + y) = fF) + bf) = F+ FO, MeV / Kef şi (Vape K. 
Pentru orice y € Im f avem y = f(x) = f(&), deci f este surjectivă. Fie 

apoi x e Kerf; f(&) = 0, deci d = 0, adică x e Kerf. Atunci xÆ  kerfO, 


deci £ = 0 şi ca atare Ker f= ; prin urmare, aplicația f este injectivă, 
deci izomorfism. 
Lema care urmează precizează un rezultat deja cunoscut. 
LEMA 2.13. Fie V un K-spaţiu vectorial de dimensiune finită, 
n = dimp V şi B = lejeo,..e,l o bază în V. Orice vector xe V areo 
scriere unică de forma x = xe; + xpep +...+ xe,scu x, e K,lsisn,. 
DEMONSTRAŢIE. Presupunem că există un vector x e V astfel încît 
X = Xey + Xgeg Hot Xe = Yip + Yolg het Ye; atunci avem 
(x; = Ye, +(x — yo)ez + + (Xn — Ye, = 0, de unde rezultă că 
xı- y, = 0, žy -Yz = 0, csau xy = Yis Xg = Yorn = Yas (we K, 
i = 12nn). | | 
În ipotezele lemei, pentru orice xe V scalarii unici x, e K, îi=12,..„n 
se numesc coordonatele lui x în baza Z, iar matricea 


X =| : le MR) 


se numeşte matricea (sau vectorul) coordonatelor lui x în baza 2. 

OBSERVAȚIE. Aşadar, de îndată ce este fixată o bază Ba unui spațiu 
vectorial V de dimensiune n finită, un vector x € V este bine determinat prin 
componentele vectorului relativ la baza Z. În acest mod, vectorii abstracţi 
admit realizări numerice şi "pot fi programati". Reţinem totodată că pentru a 
determina un vector x e V sînt necesare Si suficiente n = dim V condiții 
impuse coordonatelor lui x. 

Punerea în evidență a unicităţii E ia i într-o bază fixată pentru 
orice vector, deşi simplă, ne permite să demonstrăm următorul rezultat 
fundamental pentru spaţii vectoriale finit dimensionale: | 

TEOREMA 2.14. (a) Orice spaţiu vectorial V peste K finit 
dimensional cu dim, V =n 2 1 este izomorf cu spaţiul vectorial K”. 
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(b) Două spaţii vectoriale V şi W peste K, finit dimensionale, cu 
img V =n 1 şi dim, V =m 2 1 sînt izomorfe dacă şi numai dacă 


A = m. 
j DEMONSTRAȚIE. (a) Fie B = (e,,ep,...e,] C V 0 bază a sa fixată. Definim 


funcția F:V — K” astfel: (v)x e V, x se scrie unic sub forma x = Š x, e, cu 
i=} 


K : punem f(x) È (x eg pasă )e K”. Funcţia feste aplicație liniară: 
Wev ya > yje; şi (V)a,f e K avem ax + fy = Y (ox; + Pie: deci 
jet i=] 
(o + By) = (ax + Eyi Oo + Boss Oe + By) = ACX eo pr) + 
BY Yarn) =F (x) + Bf(y). Evident f este surjectivă: 
(Vali Cos Xp) E K”, Ox = d, x;e; € V astfel încât f(x) = (cp Xa ei). 
e iz 
A i n 
„ Funcția f este injectivă: fie x = J x;e; e Kerf, atunci 
iz 
(x) = (Xp Xa) = 0, deci x, = Xp =.= x, = 0, de unde x = 0; aşadar, 


Kerf = (0) 


Xb) - m = n. Din (a) rezultă izomorfismele f: V — K” şi g: W — K”; 


ici g% ef: V — W este un izomorfism de spaţii vectoriale (vezi observa- 
le ce urmează definiţiei 2.9). Reciproc, presupunem că există un izomorfism 
f:V >W şi fie B=leepy.e,] o bază în V. Vom arăta că 
i = | fle) fea). f (€n) notată şi f(4), este bază în W şi atunci va rezulta 
că m = n conform teoremei 2.3. 

“Presupunem că există o relație de forma 4,f(e,) + of (e2) +..4+ Anfen) = 0 


cu 4; E K, i =1,..„n. Atunci avem f (5, A;e;) = 0 (feste aplicaţie liniară), 


i=} 
$ SERER R :; 
nieee $ ze ; € Kerf = {0}. Prin urmare 5 ie, = Q, de unde rezultă 
Sia Ci) 2 
pi A: = a =.= À, = 0, deoarece Beste bază. Deci Z este sistem liniar inde- 


pendent. Apoi pentru orice we W există ve V astfel încît f(v) = 


— deoarece f este surjectivă. Dar v = > je; cu 4, e K şiatunci 
si rari 
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wF (v) = f $) A;e;) = $ 4f (e; ), deci Z’ este şi sistem de generatori pentru 
isi | 


W, adică g’ este bază. 

TEOREMA 2.15. Fie V un spaţiu vectorial peste K finit dimensional, 
dimg V =n şi Wc-V un subspaţiu vectorial cu dimy W = m. Atunci 
dimg V/We=n-m. 

DEMONSTRAȚIE. Fie A = {w;, .., Wm} C W o bază a lui W, care este în 
particular sistem liniar independent în V, deci poate fi completat la o bază 
B = [W cc Wm Omar Vn) alui V. Vom arăta că A = {Ön -o Ôn} este bază 


în V/W. Fie Stă = 0 cu A; € K; atunci avem > 4) e W, deci 


jem+l j=zm+i 


SA, =$; sau AW, Het Am -Åm Umil ~ na = 0. Dar B 


Jaai 

este o bază în V, deci rezultă À j = 0,J = l.n, adică Æ, este un sistem liniar 

independent. Apoi, pentru orice ve V există 4; e K, i =1,...,n astfel încît 

U = AW +t ÅÀpWm + Amis tt Ama; atunci Ô= > AO» deoarece 
jem+l 

w, = 0j = 1,., mw; € W), deci A, este şi sistem de generatori pentru 

V/W. Rezultă că dimg V /W=n-m. 

COROLARUL 1. (teorema dimensiunii). Fie V, W două spații vec- 
toriale peste Ķ, finit dimensionale şi f: V — W o aplicație liniară. 
Atunci Kerf şi [Imf au dimensiunea finită şi avem: 
dimg Ker f + dim Im f = dimg V. 

DEMONSTRAȚIE. Ca subspații vectoriale ale unor spaţii vectoriale finit 
dimensionale, Kerf şi Imf sînt finit dimensionale. Din teorema de izomor- 
fism avem că V /Kerf 5 Imf, deci cele două spații au aceeaşi 
dimensiune. Atunci dimy Im f = dimg V /Kerf = dim g V — dim, Kerf. 

COROLARUL 2. Fie V un spațiu vectorial peste K de dimensiune 
finită şi f: V — V un operator liniar (endomorfism). Atunci aplicatia 
f este injectiva daca şi numai dacă f este surjectivă. 

DEMONSTRAȚIE. Avem următoarele echivalente: finjectivă « Key = 
+ dimy Kerf = 0 o dimg Im f = dimg V o Imf = V «feste surjectivă. 

TEOREMA 2.16. (Grassman). Fie V un spaţiu vectorial peste K, de 
dimensiune finită şi V, ,V2-V două subspațţii vectoriale. Atunci 

dim g (Vi + Va) = dim Vi + dimp V - dim g (V, O V3). 

DEMONSTRAȚIE. Vom stabili următorul izomorfism de spații vectoriale 

RV, AVi A Va) > (Vi + Va)/Va, definind h(ô,) = vi (v, = v; +0e Vi + V3). 
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Dacă ô =0, atunci vj ~v, € V, Va, de unde v; ~u € Vo, deci 
ü adică h este corect definită. Funcţia A este aplicație liniară: 

(0, 4 Bo) = hlav, + + Bos) = œv] + Bu! = gv, + Bu = ah) + Falò) pentru 
rice 0, 0, € Vi /V1 O Vz şiorice œ,ß e K. Funcţia A este injectivă: 

mife ô e Kerh, atunci ii = k(ô,) = 0, de unde v € V, deci „e V AOV, 

adică Ü; = Ô. Prin urmare Kerh = (0) şi A rezultă injectivă. Funcţia h este 
- surjeetivă: (vV) e (Vi + VV, v =v +v, cu uy € V, și vg € Vy atunci 

oo =vg € Va, de unde Ď =ù =A®), cu ô e V,/V, OV). Fiind 

o izomorfe; spațiile vectoriale Vi V; © Va) şi (Vi + V3)/V> au aceeaşi dimen- 

i siune, deci dim V, ~ dim g (V) © V3) = dimg (V; + V2) — dim V3, de unde 

ai rezultă relația dorită. 

s îi COROLAR, Fie V un spaţiu vectorial peste K, de dimensiune finită şi 
AA două subspaţii vectoriale. Dacă suma V, + V, este directă, 
` atunci dimg(V, ® V3) = dimg V, + dimg Vz. 

i in DEMONSTRAȚIE. Din propoziția 2.6 rezultă că V, O V, = {0}, de unde 
= dimg (V; N^ Va) = 0 deci dimg (V; + Vo) = dimg V, + dimg Vo- 

Ia ':. OBSERVAȚIE, Două subspații V,,VocV se zic transverse dacă 
EI dimV, NV.) este minimă şi dim(V, + V3) maximă posibilă. De exemplu, în 


| > o dreaptă V, şi un plan V, trecînd prin origine sînt transverse dacă 


2.4. Matrice asociate aplicațiilor liniare 


` Pie V, W două spaţii vectoriale peste K, finit dimensionale, cu dim, V = n 
şi dim W = m. Fixăm o bază A = (vel în Vşi B = Wirm] o bază 


„ în W. Fie f: V — W o aplicaţie liniară; atunci putem să scriem: 


Fo) = QW + agw +t mm 
fa) = apoi + oo +.+ Amoi m 


fUn) = Anw + aap Woy +t Can m 


sau mai concentrat f(v) = Ş ayu; „j = Lu. unde coeficienții a; € K sînt 
i=l 


o unic determinaţi pentru cele două baze fixate şi pentru aate liniară f 
<> (ceea ce rezultă din unicitatea coordonatelor). 
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DEFINIŢIA 2.10. Matricea Me = (a), din M„„(K) se numeşte 
matricea asociată aplicaţiei fin sia f: V — W, relativ la cele două 
baze fixate, | 

OBSERVAȚIE. Dacă alegem alte baze, aceleia aplicaţii liniare i se 
asociază o altă matrice. 

EXEMPLE. 1) În R? fixăm y 
baza canonică 4 = [e], e3} deci . 
e, = (1,0), ep = (0,1). Omotetia 
cu centrul în origine de raport k, 
k>0 este aplicația liniară 
O, : R? > R? (x, y) > (kx, ky); 
vezi fig. L2. | 

Matricea asociată lui œ, 
relativ la bazele B Ms este 


k O 

| RI | 
În mod similar, rotația de 

unghi 9 în jurul originii, este 

aplicaţia pp : R? — R°, Figura I.2. 

(x, y) = (x cos — ysin 9, xsin 8 + ycos0), care asociază oricărui punet 

M(x,y) punctul p (M) = M- 

astfel încît |OM]|| = | 


MOM = 6 (fig. 1.3.). Matricea 
asociată lui pg în baza canonică 
(repetată) este 


cosð  -sin6) 
| sin cos ] 
2) Considerăm aplicația liniară 
p: Ro[X] > RŽ, 
p(P) = (P(0), P'(0)). Matricea lui 
ọ relativ la bazele canonice 
B = UXX7), A = {e es} va fi 


M** = PD) = 6 - a) 


Figura 1.3. 


0 1 0 
TEOREMA 2.17. Funcţia ur? : Homg(V,W) > M man (K ), 


| A= yoe este un izomorfism de spatii vectoriale. | 
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"DEMONSTRAȚIE. Deoarece bazele sînt fixate vom scrie mai simplu 
P= = Mp. Vom arăta că ui este aplicație liniară: (Y) f, g e Homg(V, W) şi 


ve Gy B e K trebuie să arătăm că u(of + fe) = ou(f) + Bulg), adică 


Mac = OM + BM; fie fU; E $ oyu; şi g(v; ye > byw atunci 


i Fie f e Ker u, adică M, . = 0; atunci f(v ;)=0, Jj =1,... n. Pentru orice 


VE V, ù= DE X Uja dea fl) = ii Sa, fi, )=0, adică f = 0. Atunci Kery = {0}, 
d m Je 


z deci H este injectivă. Fie A = (a) € Mm „0 ; definim f €e Homy(V,W) astfel: 


flo) = = S auu;j = 1,..n; pentru orice ve V, v= p j, punem 
kecu Elo c 


o f w= ` x fi d (w; ) şi obținem o apicajie liniară f :V — W. Evident 
d uf = = M p = A, deci u este surjectivă. 

ea  OBSERVAȚI. 1) Considerăm cazul particular cînd V = K”, W = K”, 
nr= (e, pe), B = feisoemn} sînt bazele canonice şi fie f:K” —K” o 


a aplicaţie liniară. Fie f (e; ra Y ae! ; Şi notăm 
o i=l 


zi ȘI A= MA? = (a) € Mm, (EK). Fie ze K", x = (xp pet ) = $ sje, şi 
z 
y = flx) = (ym) E K”. Avem: 


en = S ye = i$ x e |: Da, fie;) = $x, Fa aje; = -3i X ax; k 
e a gl j=l | =] | j=} 


pol il i=} 


< deci y; = > ax = În..n, din unicitatea coordonatelor. 
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m 
Dacă X =| : je M,(K) este matricea-coloană a coordonatelor lui x e K” 
n 
E 
şiY =| : le M,„(K) este matricea coordonatelor lui y = f(x) e K”, relaţiile 
Ym 


obtinute mai sus se pot scrie, raatriceal: Y = A.X. Putem spune că o 
aplicaţie liniară f:K” — K” este dată de înmulţirea matricei-linie a 
coordonatelor lui x e K” cu matricea A asociată aplicaţiei liniare în bazele 
canonice; anume f(x) = x. AT. 

Ca un fapt important, remarcăm că matricele asociate constituie într-un 
anumit sens realizări numerice ale aplicaţiilor liniare (relativ la baze fixate). 

Se întîmplă deci un fenomen matematic similar celui din cazul realizării 
numerice a vectorilor abstracţi, prin considerarea coordonatelor acestora 
într-o bază fixată. 

2) Fie f:V — W ca mai înainte şi g: V => K”, Ah: W — K” izomorfismele 
definite în demonstrația teoremei 2.14. Considerăm diagrama din figura I.4., 

rr BX P - B La 

unde f = ho fog™. Atunci Me” = M7” i 


unde B = g( 4), B = hA), într-adevăr, fie 
z h 
A = (a,;) = y adică ft; ) = Xa a;w;. 8 i) sie p 


v -L> w 


Din definiția izomorfismelor g şi 5 aia că | 
ge) =v; şi hu) = e. Atunci Figura 1.4. 


i=l i=l 


f(e;) = hFE) = kfU) = [5 a;; a = Š ah) = Y aye), 
BB _ 
M; = A, 


TEOREMA 2.18. Fie V ———— W —E 7 două aplicații liniare 
între spațiile vectoriale finit dimensionale V, W, Z cu dim, V =n, 
dimg W = m, dimg Z =l. Fie B = (vis B, = [Wr Wnts 
A = {z1, 2} baze fixate respectiv în V, W, Z. Atunci 


Mg Mi 
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: „ DEMONSTRAȚIE. Fie f(v;) = Saw ; şi glw;) = È buz eRe 

~ uA - B = (by) E K şi MA? = A =(a)e psi Calculăm 
EEREN i 24,2 

și s Sona a;; p = Soya , unde M gof =C = (cy) = Mın (K). Din 


„cate coordonatelor avem: c,; = y Dai = 1, GJ = 1, „n, deci 
n S i=} , 

a &- . BA. 

_ OBSERVAȚIE. Dacă W = V şi A = B, iar f:V — V este un operator 


i | a (endomorfism), vom nota Mp aa mai simplu cu M a 


: | | " COROLARUL 1. Fie V un spaţiu vectorial peste K, dim, V = n, şi Bo 
-> bază fixată în V. Funcţia u” :End(V) > M,(K), p?) =M f , este un 


| i izomorfism de inele. 
DEMONSTRAȚIE. Fie B = fv, Vp} Din teorema 2.17 ştim că aplicaţia 
u :End(V) — M,(K) este bijectivă şi că u(f+a)=ul(f)+ut(g). Din 
teorema 2.18 rezultă că ulg o f) = u(g)- u(f), deoarece M? zf > = M$. MF. În 
n plus, Uly) = I, deoarece Iy(v;) =v; = so jU; deci Mi, = (6;) = In (6; =0 
N i=} 
E dask iz] şi ô; = 1 dacăi =j) În concluzie, u este un izomorfism de inele. 
A „Rezultatul următor este cuprins de fapt în ŞI (teorema 1.2) şi este 
„binecunoscut. 
 LEMA 2.19, Fie K un corp comutativ şi A € M „(K). Atunci A este inversa- 


bilă dacă şi numai dacă A este nesingulară (det A + 0). 
Submulțimea matricelor inversabile din M„(K) se notează cu GL(n; K) şi 


ea are, evident, o structură de grup (necomutativ) faţă de legea de compoziţie 
dată de înmulțirea matricelor. Grupul GL(n; K) se numeşte grupul general 
liniar de ordin n cu coeficienți din K. 

; cos -sin 


"EXEMPLU, Mulțimea matricelor de forma | . 
sind cos? 


jo e R, formează 
un subgrup al grupului GL(2,R). Mai general, matricele A e€ M, (R) cu 
proprietatea că A . A? = I, formează un subgrup al lui ii R), care va fi 


studiat ulterior. 
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COROLARUL 2. Fie V un spaţiu vectorial peste K, dim, V =n,şi Bo 
bază fixată în V. Restricţia funcţiei u” : End(V) — M,(K) la submul- 
timea Aut(V) ia valori în GL(n;K) şi este un izomorfism de grupuri. 

DEMONSTRAȚIE. Vom omite indicele 2 în notații, ca şi mai înainte. Fie 
fe Aut(V); atunci există f7 e Aut(V) şi fof? = ly, f af os ly. Rezultă că 
uf) u fb = I, şi uf™) uf) = I, deci Wife GUn; K), adică putem consi- 
dera restricţia u: Aut(V) > GL(n; K). Desigur, restrictia rămîne injectivă şi 
ulg o f) = ue) - ulf), deci este morfism de grupuri. Fie acum A e GL(n; K); 
deoarece pu: End(V) — M,„,(K) este surjectivă există f e End(V) astfel încît 
uf)=A şi există ge End(V) astfel încît ulg)= A". Atunci 
u(f o g) = u(f)- ug) = A; A> = I, = u(ly) de unde, u fiind injectivă, rezultă 
că fo g= ly și analog gof = iy, adică fe Aut(V). Prin urmare, restricția 
pu :Aut(V) — GL(n; K) este surjectivă, deci u este izomorfism de grupuri. 

DEFINIȚIA 2.11. Fie V, W două spaţii vectoriale finit dimensionale peste 
corpul K şi fie f: V -> W o aplicaţie liniară. Se numeşte rangul aplicaţiei 
liniare f, numărul p(f) = dimg(lm f). f 

TEOREMA 2.20. Fie f: V W, g:W > Z două aplicații liniare 
între spatiile finit dimensionale V, W, Z peste corpul K. Atunci: 

(a) plg of) < p(f) şi plge f) s pe). i 
(b) Dacă g este izomorfism, atunci p(g o f) = p(f), iar dacă f este 
izomorfism, o(g ° f) = p(g). 

DEMONSTRAȚIE. (a) Avem incluziunile Im(g o f) c Im(g) şi 
Ker(f) c Ker(g o f). Într-adevăr, fie z € Im(g o f); atunci z = (g o fu) cu 
ve V, deci z = g(f@)) cu f@)e W, adică ze Im g. Fie acum ve Ker f; 
atunci f(v) = 0, deci g(f(v)) = 0, adică v e Ker(g o f). Rezultă că 
dimy Im(g o f) < dim, Im g, adică p{g o f) < plg) şi 
dim Ker f < dim gKer(g o f), deci conform teoremei dimensiunii, 
dimg Im(g o f) = dimp V - dim Ker(g o f) < 
dim, V — dim,Ker f = dimy Im f, adică p(g o f) $ p(f). 

(b) Dacă g este un izomorfism, atunci f = g™ »(g o f) şi din punctul (a) 
rezultă pf) < plg. f) şi pleo f) < pf, deci plg of) = p(f). Analog, dacă f 
este izomorfism, atunci g =(gof)of -I şi din punctul (a), rezultă 
PE) < plz f) şi pg f) < pl), deci plg o f) = ple). 

Fie Ac M„„(K) o matrice nenulă. Reamintim că se numeşte 
determinant principal al matricei A un determinant A, format cu r linii şi r 
coloane ale matricei A, avînd proprietățile: A + 0 şi orice determinant obținut 
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“din: matricea A, de ordin mai mare decit r este nul. Ordinul r al unui 
"determinant principal al matricei A se numeşte n lui A şi se notează 
T3 p(A). Dacă A este matricea nulă punem p(A) = 

OBSERVAȚIE. Evident o matrice nenulă A ÎNCA să aibă mai mulţi 
eterminanţi principali, dar toţi au acelaşi ordin (conform definiției). 

"Dacă A= (a) E Mmn(K) atunci coloanele matricei A, ap = = (a), 


: ż i <m pot fi privite ca vectori în spațiul vectorial M,,(K) pentru orice 
; = 1,2 S Notăm cu p'(A) = numărul maxim de coloane ale lui A liniar 


g: sijendente (= dimensiunea subspaţiului vectorial generat de vectorii 
“coloană ai matricei A). 
__LEMA 2.21. Pentru orice matrice A € Mn (KE) avem p(A) = pA). 


E DEMONSTRAȚIE. Dacă A=0 atunci p(A) = p(4)=0 Fie AzO şi 

g E = p(A); putem presupune (printr-o renumerotare) că A= al + 0, 

ia <i<r; 1< j <r. Să arătăm că primele r coloane a, j = 1,. „r, sînt 

| SEa liniar independente peste K. Fie Aag tet Arty = 0 o combinaţie liniară a 
ia lor; atunci pentru orice r = 1,..., m avem: 

i Adir + Asist Anca, = O, 


* .s cancan acea. evek bt 


Ac Agam + Ano C E a 7 ÎN AN = 0. 
a ¿> Dacă notăm cu B, matricea (a; is; js; atunci det B, = A # 0, deci B, este 
„... imversabilă. Notăm cu A, = (Aj hajer € M„a(K) şi primele r relaţii de mai 
"i sus se pot scrie matriceal astfel: BA, =0. Înmulţind cu B71 la stînga 
a obținem A, = 0, deci A, =..= A, = 0, adică primele r coloane ale matricei A 
i sînt liniar independente şi atunci r = p(A) s p(A). 
să 3 N | A R ayh i 
<a Pe de altă parte, toți determinanții Ap = |: ce e e ap] Sînt 
r air ... Cip srs Qik p 
nuli deoarece pentru i <r au două linii identice, pentru k <r au două 
coloane identice, iar pentru i >r, & >r sînt determinanți de ordinul r + 1 
ai matricei A, care are rangul p(A) =r. Fixăm pe k şi luăm 2 = le. 
Dezvoltăra Ay, după ultima linie: 
. Ag = Aa + Aglio +t Ai + Ady, = 0, Di 
citare | 2 2 a PD E eee 
stă AC s Mare. Ma MIRITA for dia di ice epind de i = 1,..,m. 


Matriceal, putem scrie: 
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ERIE Anda E E 
(k) A i ai A (r)? 


deci, luînd k =r +1,...,n obținem că agyra Sînt liniar dependente de 
coloanele (a,;,..., Q}, adică p(A) <r = p(A), de unde rezultă că p(A) = p((A). 

COROLAR. Dacă Ac M,„„(K) şi p'(A) = numărul maxim de linii 
liniar independente peste K (privite ca vectori în M, „(K)) atunci 
pA) = p(A). | 

DEMONSTRAȚIE. Fie A? transpusa matricei A. Atunci 
PA) = p AT) = p(AT) = p(A). 

TEOREMA 2.22. Fie V, W două spaţii vectoriale peste K, dim, V = n, 
dim W = m şi fV >W o aplicaţie liniară. Dacă Mâ'* e Mn(K) 


este matricea asociată lui f în bazele fixate Z în V şi Z în W, atunci 


p(f) = p Mi). 


DEMONSTRAȚIE. Considerăm diagrama din y BI 40 W 
fig. 1.5 şi notaţiile din observaţia 2) ce urmează F | 
teoremei 2.17 şi avem: g | _ iL h 

unde f = hofo g+, ye = Mp”. K” DE R p” 


Deoarece A şi g sînt izomorfisme, pe baza 
teoremei 2.20 rezultă că p(f)=p(f). Din 


aceeaşi observaţie 2) rezultă că Im f este generată de vectorii coloană ai 


Figura I.5, 


matricei A = M?? = MP unde am identificat K” 5 M .(K) deci 
f f ml 


pF) = (MFP), adică p(f) = pM pr?) 
COROLAR. Fie A € M,„,„(K), Pe M,(K) nesingulară şi Q € M,„(K) 
nesingulară. Atunci p(AP) = p(A) şi p(QA) = p(A). 


DEMONSTRAȚIE. Matricele P, A, Q definesc aplicaţiile liniare 


PP aaa e E oi A PP ceea 0 K”, unde fp şi fo sînt izomorfisme. 


Se aplică teorema 2.22 şi teorema 2.20. 

OBSERVAȚIE. Rezultatele de mai sus ne dau un dicţionar perfect, privind 
corespondenţa între aplicaţii liniare şi matrice. De exemplu, dacă 
-Ac Mmn(K) şi f:K” — K” este asociată (în bazele canonice), atunci spa- 
ţiul soluţiilor sistemului omogen A.X =0 este Kerf şi va avea 
dimensiunea egală cu n — dimlm f = n — p(A). 

Vom studia acum cum se schimbă matricea asociată unei aplicații liniare 
cînd se schimbă bazele. 
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i Fie. V un spațiu vectorial peste K şi dimy V = n. Fie B8=(e,...e,), 
B = {e-e} două baze ale lui V. Pentru orice j=1,..n avem 


=P jêr + Poj€a ++ Pnjen» sau mai concentrat e; = 5 Pje; unde scalarii 
| i=l 


fo € K sînt unic determinaţi pentru cele două baze fixate. 

DEFINIȚIA 2.12. Matricea P = (p,) e M,„(K) se numeşte matricea de 

Eaa P 

pi cere de la baza Zla baza Z’. Vom nota simbolic astfel: B ~ B’, 
OBSERVAȚIE. Avem evident P = Mi, aa [deoarece ly (e; rs e; = 3 Pie; ]. 

E =$ 


Dacă p:V — V este aplicația liniară definită prin ọ(e;) = e; F uh 
A 
a tunci M, = P, deoarece ple;) =e; -È Pie FA 


LEMA 2.23. Fie A € M„„(K). Dacă Ax = 0 pentru orice X € M,„(K), 


atunci A=0, 


si DEMONSTRAȚIE. Fie X, = 1| cu 1 în poziţia j ls j<n. Atunci 


: i . sÜ dia a;; a 0, (Y)i as l, N Şi (v) D ARI e adică A = 0. 


î. “"“TROREMA 2.24, Fie V un spaţiu vectorial peste K cu dimy V =n, B 

| E şi B două baze fixate în V, Pe M,(K) matricea de trecere de la 

| Se baza Bla B'. Dacă xe V şi X, respectiv X’, este matricea-coloană a 

„... coordonatelor lui x în baza Z, respectiv Z, atunci X = P.X’ şiP 
„este nesingulară . 

Ai „. DEMONSTRAȚIE. Fie X = (x;), X = (x)e Math); atunci 


| — yia n ideia E a. = Sid [3 Sp; J E Și $ > Pij “h deci din unicitatea 


mi pa j=j j=i i=l ¿= liis 


îi coordonatelor rezultă x; = D Px, îi = Lon adică X = PĂ. Fie Qe MR) 


-20 matricea de trecere de la baza Z’ la baza B. Atunci avem relaţiile X = PX” 
şi. X'=QX, de unde obţinem X =(PQ)X sau (,-PQ)ă=0, 
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VX eM, al ). Din lema 2.23 rezultă 1, —- PQ = 0, deci PQ =, adică P 
este inversabilă (det P. det Q = 1) şi în plus P!=Q. | 

DEFINIȚIA 2.13. Fie A, Be M„„(K). Matricele A şi B se numesc 
echivalente şi scriem A = B, dacă există Pe M,(K) şi Qe M„(K) 


matrice nesingulare astfel încît B = QAP. 
Fie A, Be M,(K). Matricele A şi B se numesc asemenea şi scriem. 


A ~ B, dacă există Pe M,(K) matrice nesingulară astfel încît B = P'lAP. 
PROPOZIŢIA 2.25. Echivalenţa matricelor şi asemănarea lor sînt 


relaţii de echivalență, care păstrează rangul. 
DEMONSTRAȚIE. Fie A, B, C € M,„„(K). Avem A = I„Al,, deci A = A. 


Dacă A = B avem B = QAP cu Pe M, (K), Qe Mn(K) nesingulare; 
atunci A=Q BP, adică B=A. Dacă A=B şi B=C avem 
B = QAP, C = Q,BP, cu, PP e M,(K), QQ € M,„(K) nesingulare; 
atunci C = (QQ) AP P) cu QQ — PiPo nesingulare 
[det(P.P,) = det P, det P, 20 şi det(Q.Q,) = det Q,-detQ, 20], deci 
A = C şi echivalența matricelor este o relaţie de echivalență. ie 

Fie A, B, Ce M,(K). Avem A = II AL, deci A~ A. Dacă A ~ B. 
avem B = P'AP cu Pe M,(K) nesingulară; atunci A = (29 BP e 
adică B ~ A. Dacă A ~ B şi B~ C avem B = P'AP, C=Q1BQ cuP, 
Qe M,„(K) nesingulare; atunci C=(PQ)IA(PQ), deci A~C şi 
asemânarea matricelor este o relație de echivalență. 

Din corolarul la teorema 2.22, dacă A = B, atunci p(B) = p(QAP) = p(A) 
şi evident, pentru A ~ B, rezultă că p(B) = p(A). | | 

TEOREMA 2.26. Fie V, W două spaţii vectoriale finit dimensionale 
peste K f:V — W o aplicaţie liniară şi 4, 4 două baze în V, iar 


B, B două baze în W. Atunci Mp a W 


DEMONSTRAȚIE. Notăm: A = M**, B= M? az, B B a 
pentru (v) x e V fie y = fi)e W şi X, respectiv X’, matricea coordonatelor lui 
x în baza A, respectiv A": fie apoi Y, respectiv Y’ matricea coordonatelor lui y 
în baza %, respectiv %. Ținînd seama de observațiile 1) şi 2) de la teorema 
2.17, rezultă că relația y = f(x) are două scrieri matriceale Y = AX şi 
Y’ = BX’, din teorema 2.24 avem X = PX’, Y =QY'. Din aceste patru relații 
obținem APX = = QBX' sau (AP-QB)ăX' =0 şi cum xe V este arbitrar, 
a că X'e MpK) este arbitrar. Din lema 2.23 rezultă AP - E= 0 
sau B = -Q LAP (Q este nesingulară din teorema 2.24), deci A = B. 
COROLAR. Fie V. un spaţiu vectorial finit dimensional peste K, 
f: V >V un endomorfism şi Z, 4' două baze în V. Atunci M's ~ M?p. 
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“DEMONSTRAȚIE. Fie P matricea de trecere de la Z la H, A= MF’, 
2 MP. Z  Aplicînd teorema pentru W = V, A =A =B, B=R =H, 


leci pentru Q = P obținem B = PAP, adică A ~ B. 
"OBSERVAȚIE. Acest ultim rezultat ne permite să formulăm următoarea 
roblemă: Fiind dat f e End(V) se cere să se găsească o bază Æ’ în V astfel 


neit matricea M H să aibă o formă cît mai simplă: diagonală, triunghiulară, 
tc. În limbaj matriceal aceasta se poate enunța astfel: Fiind dată o matrice 
A e M,(K) se cere să se găsească o matrice nesingulară P e M,(K) astfel 


cât matricea (asemenea cu A) PAP să aibă o formă cît mai simplă. 
x De acestă problemă a reducerii matricelor la o formă cît mai simplă ne 
om. ocupa într-un paragraf ulterior, cu ajutorul valorilor şi vectorilor proprii. 


„APLICAŢII. 5 Fie 8 = fe ep, €z} vaza canonică în R? şi B = la, e ca) 


Orice vector x e R? are două seturi de coordonate: unul relativ la 2 
otat (x, x2%3) şi altul relativ la Z’, notat (xi ,x3,x3). Notînd cu X şi AX 


matricele-coloană respective, avem X = T - X’, conform teoremei 2.24. 

- Mai general, dacă V este un K-spațiu vecori] (K=R sau C) de 
limensiune n, vom numi reper în V orice pereche (a, 2) formată dintr-un 
junct ace V şi o bază 2 a lui V. Un reper se mai numeşte sistem de 
oordonate ataşat unui observator plasat în a. În continuare vom presupune 
ă a = 0. Dacă Z, B sînt două repere (observatori plasați în origine) şi dacă 
Teste matricea de trecere de la Z la Æ, atunci matricele-coloană ale 
oordonatelor unui vector xe V relativ la Ø şi Z (notate respectiv cu X şi 
X). satisfac relația X = T - X’, conform teoremei 2.24. 

"În fizică există două puncte de vedere -— pasiv şi activ , în observarea 
“s ărilor unui sistem È (V reprezintă spaţiul stărilor lui 2). Dacă x este o stare 
“a lui E şi 8,8g’ sînt doi observatori, atunci relația X =T. X’ exprimă 
“punctul de vedere pasiv, aceeaşi stare fiind descrisă de doi observatori. Dar 
se poate adopta şi o altă interpretare. Anume, considerăm un singur 
„observator B, o matrice nesingulară T şi se construieşte operatorul liniar 
“£:V — V pentru care ME f = T, Atunci notînd x’ = f(x) şi cu X (respectiv 


| X^ matricele-coloană ale coordonatelor lui x (respectiv x") relativ la 2, are loc 
“relaţia X = T. X. Acesta este punctul de vedere activ, cînd observatorul 
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este unic, iar starea sistemului este transformată (de exemplu printr-o 
simetrie sau o rotație a spaţiului stărilor lui X). 


“Cazul "pasiv" | Cazul "activ" 
Figura 1.6. | 
2) Să considerăm o matrice A€ Mm nR). Se numesc transformări 
elementare asupra matricei A: înmulţirea unei linii (sau coloane) cu un 
scalar (real) nenul, adunarea unei linii (sau coloane) la altă linie (sau 
coloană) şi intervertirea a două linii (sau coloane). Prin astfel de transformări 
este evident că rangul lui A se păstrează. Aceste transformări pot fi 


prezentate în mod unitar, cu ajutorul unor matrice speciale. Fie n > 1 un 


întreg fixat şi a un scalar. Considerăm următoarele trei matrice nxn 
3 Sj 


1 
` | 0 
1 Sa | X 
FOE a = diag(1, .., 1,1, D1sjn; 
O j 
1 
3 a | [oo 
pentru 1 <i,j<nizj, notăm şi 1; 3 1 şi 
0 0 
E T j 
e a e a. j 1 a 
is Iœ = I, +a = SE 
d | re să 0. 1 
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: acă Ae M,(R) atunci produsul Z, (œ). A este matricea obținută din A 
înmulțirea liniei j cu o; în mod similar, A - I; (aœ) revine la înmulțirea 
ganei j din matricea A cu scalarul o. Produsul 7;;(0)- A revine la înmul- 
ea liniei j cu a şi adunarea la linia i, iar A- I (œ) este matricea obţinută 


$ „A prin înmulțirea coloanei 1 cu a şi adunarea la coloana j A 
Matricele I;(a) pentru az0 şi I; (@) sînt evident nesingulare şi se 


nesc matrice de transformări elementare (asupra liniilor sau 
pelor). Schimbarea liniilor ¿i şi j între ele (i =+ j) într-o matrice 
{R} conduce la matricea 

| A, = DU; tddi “aUa + IA. 

tr-adevăr, adunarea liniei j la linia i în matricea A revine la a forma 
icea A, = QU, + 1,)A; apoi Ap = (|, ~ I ;)A revine la a scădea din linia 
atricei A, linia i; apoi Ap = (I, + 4, revine la adunarea liniei j la 


in Ag şi în fine, înmulţind linia j a matricei Ag cu —1, se obţine matricea 
re deci se obține din A tocmai prin intervertirea liniilor i şi. În mod 
aj produsul A (1, + 1-a — 1) Un +I) 1jCD este tocmai 


tricea obținută din A prin intervertirea coloanelor i, JE # J). 
Orice matrice Be M,„,„(R) cu rangul p(B)=r poate fi adusă prin 


0O 0 


echivalentă cu C. [In general, o matrice C = (e;  si<m de tip mxn se 


isj sn 


| I. O 
formări elementare la o matrice-bloc m x n, de forma C = | şi B 


eta matrice-bloc dacă este fixată cîte o partiționare a indicilor de linie 
oloană, la rînd, Goa m) = IL, Up Or beni = Ji Ugo de şi 
i C4; ta“ Cig 
us, C =] «e -e >= | unde blocul (C,) este format din elementele 
pa 
wuel, ved P Un caz important îl constituie matricele pătratice 


diagonale, de forma 


Co s 0 
0 C E Q 

C= î 
[O oe e C, 


urile fiind de asemenea matrice pătratice. In acest caz, pentru orice 
egk >0, CË = diag(C} i C PER Ori: Unele din operațiile cu matrice se 
tind la matrice-bloc, dacă descompunerea în blocuri este corespunzătoare. 
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De exemplu, 
A B)(E F) (AE+BG AF+BH 
C DIIG H ICE+DG CF+DH 


A O 
şi conform regulei lui Laplace, ti C 5) = det A - det B în condiţii uşor de 


explicitat. 
Revenind la cele spuse anterior, rezultă că orice matrice pătratică 


Ae M,R) de rang r este echivalentă cu matricea bloc-diagonală 
C = diag(1,,0,.,). Matricea C se obţine prin aplicări succesive de 
transformări elementare asupra liniilor sau coloanelor lui A deci 

| C = 7 IpAT..:1g | 
cu IHA CAR Tinta pie M,(R) nesingulare. În particular, dacă A este 
nesingulară, atunci p(A) =n şi C = 14. De aici rezultă că orice matrice 
nesingulară este un produs de matrice de transformări elementare. 

3) Orientarea spaţiilor vectoriale reale. 

Fie V un spațiu vectorial real de dimensiune n > 1 şi în V două baze 
B = lee], Z = lei, ej, avînd ordinea vectorilor fixată. În acest caz 
există şi este unic un izomorfism R -liniar fF:V-—-V astfel încît 
f (e) = e... flen) =e, şi scriem f(8)=%'. Anume, pentru orice 


(a n 
x = $ xe; (unic), punem f(x) = Ý x;ej; unicitatea lui f este imediată, căci 
tal i=l 


dacă g:V — V este un alt operator liniar astfel încît g(8) = B’, atunci 


Mre V, To= 2 afe Y xgle;) = g(x) deci f = g. 


i=l i=l 

Se spune că Z se deformează continuu în Æ dacă există o familie 
fV — V de izomorfisme R liniare, że f01], astfel încît fh = ly, 
fi (B) = Z şi în plus f, variază continuu cu £ (aceasta înseamnă că elementele 
matricei lui f, sînt funcţii continue pe intervalul [0,1]). Se poate arăta că baza 
B se deformează continuu în baza g dacă şi numai dacă determinantul 
matricei de trecere de la Z la B’ este strict pozitiv. În limbaj de matrice 
aceasta revine la fapul că pentru orice matrice A e M,(R) cu det A >0, 
există o funcţie continuă y : [0,1] > M,(R) astfel încît (0) = I, şi y(D=A 
(se mai spune că A poate fi unită cu Z, printr-un drum continuu). Ideea 
demonstraţiei este de a descompune A în produs de matrice de transformări 
elementare, aşa cum am văzut, a arăta că acestea se unesc cu I n prin drumuri 
continue şi a deduce acelaşi lucru pentru A, [A9]. 

Două baze ordonate 4 şi Z’ ale lui V se zic orientate la fel dacă 
determinantul matricii de trecere de la B la Z este strict pozitiv. | 
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“Dacă. B = lei, ep, €g, en} şi A = lez, €, €z, -Enh se observă că 


O Q 
ii 


ap ae 


una din cele două elase. 
Dacă dimg V = 1 şi B = {e} este o bază, atunci luînd Æ’ = {~-e}, bazele 


B şi B dau cele două orientări ale lui V. În practică orientarea dată de Z 


“fixează prin semiaxa pozitivă (ae la > 0). 

“Dacă dimy V = 2, a da orientare a lui V înseamnă a fixa o bază fe; eg}, 
ilaltă orientare fiind dată de baza (e, e,). 

n spaţiul fizic S tridimensional alegerea unei orientări concrete poate fi 
tă de particularităţile fiziologice ale omului; astfel, o bază ordonată (deci 
rientare a spaţiului) este dată de “regula mîinii stîngi'. O problemă 
inantă a fost găsirea unor procese pur fizice care să permită o orientare a 
iului (neinvariantă deci la “reflexia în oglindă”) şi a fost rezolvată 
ativ prin experimentul care a dovedit neconservarea parităţii în 
teracțiile slabe. 


i : 2.5. Calcul vectorial clasic 


„Fie S spaţiul geometric tridimensional definit cu axiomele lui Euclid 
umit uneori şi spaţiul fizic). Vom stabili o legătură strînsă între punctele 
din S , vectori (elemente din V-) şi tripletele de numere reale (elemente ale 
lui R3). Vom considera cunoscute notiunile de paralelism, perpendicularitate, 
ighi, distanţă (euclidiană;, plan, dreaptă, semiplan etc. 

“Mai întîi vom reaminti definiţia vectorilor liberi. Orice pereche ordonată 
A;B) de puncte din S se numeşte segment orientat deci mulțimea 
segmentelor orientate este tocmai produsul cartezian SxS. Dacă AzB, 
atunci direcția dreptei determinată de punctele A, B se numeşte direcţia 
gmentului (A, B); segmentele orientate (A, A) se numesc nule şi au 
3 irecția nedeterminată. Segmentele orientate (A, B) şi (B, A) se numesc 
opuse şi, în cazul cînd AzB, ele sînt distincte. Lungimea unui segment 
orientat (A, B) este numărul rea! şi pozitiv care reprezintă distanţa 
euclidiană d(A, B) între punctele A, B (relativ la o unitate de măsură fixată). 
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Două segmente orientate (A, B) şi (C, D) sînt egale dacă şi numai dacă 
A =C şi B = D. Ele se numesc echipolente (sau eguivalente) dacă segmen- 
tele orientate (A, D) şi 
(B, C) au acelaşi mijloc şi 
scriem (4, B)A(C, D). 
Aşadar, pentru orice 
A, Be S avem 
(A, A)A(B, B). Dacă 
A + B, atunci 
(A, BDAC, D) dacă şi 
numai dacă Figura 1.7. 
d(A, B) = d(C, D), | 
ABICD (paralelism extins) şi AB, CD au aceeaşi orientare (B şi D de aceeaşi 
parte a dreptei AC); vezi figura 1.7. 

Se verifică uşor că A este o relaţie de echivalență şi se notează 


V, = Sx S/R. 


Orice clasă de echivalență (A, B) a unui segment orientat (A, B) se 


numeşte vector liber (în spatiu) şi se mai notează AB. Aşadar, AB este : 
colecţia tuturor segmentelor orientate echipolente cu (A, B). Deosebirea 
esențială între segmente orientate şi vectori liberi este aceea că două 
segmente orientate (A, B} şi (C, D) sînt egale dacă şi numai dacă A = C, B =D, 
în timp ce vectorii liberi v= AB, w = CD sînt egali dacă şi numai dacă 
segmentele (A, B) şi (C, D) sînt echipolente. Vectorul AA se mai numeşte 
vectorul nul şi se notează 0. 
Pe mulţimea Y, se de- 

fineşte o operație algebri- B 
că internă 

"Va x Va — Va 


astfel: dacă v = AB, 
w = CD atunci 
v+ w = CE, (vezi figura A 
1.8), unde CE este 
diagonala 
paralelogramului CB'ED; C, B^) echipolent cu (A, B). Evident v +0 = v 
pentru orice v e V,. Se verifică imediat că suma v + w nu depinde de repre- 
zentanții aleşi în clasele de echivalență respective. 

Pe Va se defineşte şi o operaţie algebrică externă 

"Rx Va o Ve 


astfel: fie v = AB şi À € R; se pune 


Sẹ 


Figura 1.8. 
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AC dacă A > O(unde A, B,C sînt coliniare, 
e | AC şi AB au aceeaşi orientare şi d(A,C) = Ad(A,B)) 
= 10 dacă A=0 
AD dacă A < 0(unde A, B, D sînt coliniare, 
AD şi AB au orientări diferite şi d(D,A) = ~Ad(A,B)) 


Definirea riguroasă a lui Av se poate da numai o dată cu construcția 
iguroasă a mulţimii R a numerelor reale. Să ne gîndim că mw poate fi definit 


i 


“apelînd la noţiunea de limită !. Se verifică imediat toate proprietăţile 
n definiţia 2.1 şi ca atare Va admite o structură de spaţiu vectorial real, nu- 
spaţiul vectorilor liberi din S. Acesta este unul din primele exemple 
ice de spaţii vectoriale şi stă la baza interpretărilor geometrice ale alge- 
liniare sau în mod dual, a raţionamentelor geometrice prin metode de 
ebră.: 

Studiul vectorilor a fost puternic impulsionat de fizică (mecanică, 
ctromagnetism etc.) modelînd operaţiile cu forțe, viteze. Acest studiu este 
tovat deopotrivă eforturilor unor matematicieni şi fizicieni ca W. R. 
(MILTON (1805-1865), H. GRASSMANN (1809-1877), A. CAYLEY 
821-1895), J. C. MAXWELL (1831-1879) şi J. W. GIBBS (1830-1903). 

ixăm în S un triedru ortogonal Oxyz şi pe fiecare semidreaptă Ox, Oy, Oz 
n: câte un punct U, Up, respectiv Ug astfel încît 
UD) = d(O, Ug) = d(O, U3)=1 (s-a ales o unitate de lungime). Triedrul 
gonal Oxyz pe care s-au fixat punctele unitate U}, Up, Uz se va numi 
perul ortogonal Oxyz. Vectorii i=OU,, j = OU3, k = OUg se numesc 
versorii axelor reperului. Vom arăta că = {i,j,k} este bază în Y. Fie 


e V, un vector oarecare; există un unic punct M e S astfel încît v = (0, M) 


om mai scrie v = OM şi vom 
mi acest vector vectorul de 

ţie al punctului M faţă de 
reperul Oxyz). Proiectăm punc- 
tul. M în punctul N din planul 
xOy şi respectiv în punctele 
Mi; Mz, Mg pe axele Ox, Oy, Oz 


OM; + OM; şi OM, = xi , 
OM, = yj, OM; = zk. Rezultă 
că v =xi + yj + zk cu x, yz e R, 
deci Z este un sistem de 
generatori. Să arătăm că 2 


Figura I.9. 
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este sistem liniar independent: fie Ai + Aj + Ask = 0 şi presupunem că Às z 0; 
atunci k = — îi i- a j, deci orice reprezentant al clasei k, în particular 
segmentul (O, U3) este paralel cu planul xOy, contradicţie. Rezultă As = 0; 
presupunem Às # 0 şi atunci j = -i deci orice reprezentant al clasei j, în 


2 
particular segmentul (O, U3) este paralel cu Ox, contradicție. Rezultă ào = 0; 


dar atunci şi À; = 0. 
În concluzie, Ø este bază în V3 deci dimpgVY; = 3. Din teorema 2.14 (a) 


rezultă că aplicația 8:V, — RS „ 8(v) = (x, y, z) este un izomorfism de 


spații vectoriale, unde v = xi + yj + zk, (x, y, z) fiind coordonatele lui v în baza 
= fi, j, k} (0 este numit şi izomorfismul lui Descartes). În reperul Oxyz 


tripletul (x, y, z) reprezintă coordonatele carteziene ale punctului M, al cărui 
vector de poziție este OM =v. Vom nota cu v = |v] = d(0,M), lungimea seg- 


mentului OM şi o vom numi mărimea sau lungimea (sau norma) lui v. 

Fie D mulțimea dreptelor din spaţiul geometric S şi fie A relaţia de 
echivalență de paralelism extins (adică d este paralel cu d şi în cazul cînd d 
coincide cu d’). Se numeşte direcţie în spaţiu orice clasă de echivalență din 


D/A. Se numeşte vector director al unei direcţii 5 = d e D/Z orice vector 
nenul v avînd un reprezentant paralel cu d. Dacă Oxyz este un reper 
ortogonal fixat ca mai sus şi Ø = (i, j, k}, atunci scriem v =li + mj +nk cu 
Lm ne R. Tripletul (7, m,n) poartă numele de tripletul parametrilor 
directori ai direcţiei 5. Dacă v, = lji+mj+nk cul, Nas n e R este un 
alt vector director al Sa direcții 6, atunci v; =œ- v cu ge Rs, deci 
avem Î.,/Î = mlm = nn = 
DEFINIȚIA 2.14. Fie v, w € V} vectori nenuli; notăm cu 0 unghiul (mai 

mic decît 180°) dintre doi reprezentanţi ai lui v, respectiv w. Numim 
produsul scalar al celor doi vectori, numărul real v -w = v-wcos? (unde 
8 e 10, 7]). Dacă unul din vectori, w, este nul nu se mai poate defini unghiul 
8, dar punem v.0 =Q. | | 

Obţinem astfel o funcție (produsul scalar) () : Va x V; -> R, 
(v, w) = v.w, ale cărei proprietăţi sînt cuprinse în următorul rezultat: 

PROPOZIȚIA 2.27. Produsul scalar are proprietăţile: 

a) v:wv=w-v,(V)vwe V}. E 

b) v:-w=0 © v=0 sau w = 0 sau = z (vom serievLw). : | 

c) v:w =vpr, wi(pr, w = proiecția scalară a lui w pe v). 

d) v- (w1 +W) =V. W, +V- Wg, (V) V,W],Ws € Va. 

e) v:v20 şiv. v=00ov=0. 
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fj vlw) E AU- W, (Y) v,we Va, (Y) AeR. 
: g) Funcția produs scalar ( f ):v, XV, =- R este liniară în fiecare 
ment. 


EMONSTRAȚIE, a) Avem v -w =uwcos? = wv eos =w- U. 
-1w =uvwcos0 = 0 <v = 0 sau w = 0 sau cos0=0 o v=0 sau 


Avem pr, w= wcos6, deci v- w =uwcos? = vpr, w. 

4) Putem scrie v: (w] +w) =v pr, (W; +W ) = (pr, W] + pry Wg) = 

i =V: Pr, W +U: Pry Wo =V-W1 HUW. 

V-V = v-vcos0=v >20 şi vv=0 o v=0. 

“Pentru à > 0 avem: v- (àw) = v(Aw)cos8 = wu- w; pentru À = 0, 

(Ötv) = 0 = 0(v.w); pentru A < 0 avem: vw) = v(-Aw)cos(n — 0) = àA (v w). 
g) Din d) şi f) rezultă că funcţia ( , ) este liniară în al doilea argument. 

Din comutativitate a), rezultă că produsul scalar este liniar şi în primul 
rgument. 

OBSERVAȚIE. Vom nota v=|vul=.Jj<v,v> şi atunci k< V, w>|< lvl -lwll Gne- 
itatea Cauchy - Schwarz), deoarece lcose|<1. 

Fie. B = îi, jk} baza corespunzătoare unui reper ortogonal Oxyz; atunci 
m i: j=0, i k=0, j-k=0 şi d-i=1l, j-JjJ=1, k'k=1l. Dacă 
xi + yj+zk şi w=xi+y]j+z'R, atunci din propoziţia 2.27 obţinem ex- 
sia analitică a produsul scalar v-w = xx" + yy' + zz’, 


În particular, v-v (notat şi v2) este egal cu v? şi cu x + y? +z’. 


-Aplicații ale produsului scalar 


1. Calculul lungimii vectorilor prin |vl=./<v,v> =y 2 + y2 tz? , unde 
=xi+yj+zk. De exemplu, dacă v = 2i+3j-2k, atunci |v] = VIT. 


i 2. Calculul unghiului a doi vectori nenuli prin 
- xx’ + oo O tyy tz + zz' _ <v, w> 


os g= = Å . De exemplu, dacă v =i + j şi 
2N ja? + y2 + 22 x? ry” tZ “ olkol lo) 


J+k atunci <v, w >=1, |o] = V2, lwll=vV2 şi e == 


8. Verificarea ortogonalităţii vectorilor nenul v, w prin v:w=0. 
4. Fie ve Va, v#0; v=li+mj+nk un vector director al unei direcţii 6. 


. Atunci direcţiei 6 îi corespund doi versori (vectori de lungime unu) 
PEN li+mj+nk 
< Jol 12 +m2+n 


. Componentele scalare ale unuia dintre cei doi 


N 
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ac au l m 
versori us=ai+bj+ck, unde qs tememen, È m E eeaeee 
í 12 +m?+n2 I2 +mâ+n2 
n * +4. had E] ` e LI] Li 4 + 
C = Ee SE numesc cosinuşii directori ai direcției 5 şi reprezin- 
m? +n : 


tă cosinusurile unghiurilor pe care le face 5 cu cele trei axe Ox, Oy, Oz ale re- 
perului. Într-adevăr, avem: i-u =a= cosa, j'u =b = cosh etc. 

5. Expresia analitică a unui versor. Fie Oxyz un reper ortogonal de 
versori î, j,k. Dacă u este un versor făcînd unghiurile œ,ßB,y cu axele 
reperului, atunci este evident că u = cosai + cosf j + cosyk. 

6. Teorema cosinusului. Fie un triunghi ABC 
şi AB = u, AC =v (figura 1.10.). Atunci BC=v-u deci 
IBCI|? = BC. BC = (v -u).(v-u)=v-v-2u- v+u- u = ul? + ol - oju. lol! cos o, 


Aşadar, |BC!= Ju ii — 2uvc cos. 


7. Din fizică se ştie că lucrul mecanic L 
efectuat în unitatea de timp de o forță F 
asupra unei particule care se mişcă cu . 
viteza v este tocmai produsul scalar: 


ep 
dz 
8. Să considerăm un plan & şi o 
submulțime măsurabilă a lui a avînd aria Figura 1.10 


A. Fie A un vector perpendicular pe a avînd 

mărimea numeric egală cu A. Presupunem că planul œ se deplaiează în 

spaţiu cu viteza v. 
Atunci este defi- 


i =) 
nit un cilindru a- A 

A | -> 
vînd generatoarele U 
paralele cu v şi vo- 


lumul V al cilindru- 
lui în unitatea de 
timp (numit şi flux) | 
va fi produsul scalar | i Figura 1.11 
A-v, deci 


dV 


= A-v; fi [.11. 
pr igura 


DEFINIȚIA 2.15. Fie v,we Vz; vom defini produsul vectorial vxw e V, 
astfel: 


IE II RE ni | A 
Dacă v şi w sînt coliniari (w = w cu àe R) atunci vxw=0. 


ALGEBRĂ LINIARĂ 63 


Jacă v şi w nu sînt coliniari, fie A =uvwsin0 aria paralelogramului 
struit pe cei doi vectori (0e (0,1) şi A #0), direcția perpendiculară pe 
jul paralelogramului are doi vectori directori de mărime A, anume £, ta; 


y vw, t} (i=1, 2) sînt evident baze 


A Bi au aceeaşi oren are: a- 


asta este "regula burghiului”", sau È z T 
egula mîinii stîngi", exprimată mate- 
atic riguros); vezi figura I.12. Figura [.12 
"PROPOZIŢIA 2.28. Produsul vectorial are proprietăţile: 
o a) vuxw=-—wxv, (Y) v, wE Va. 
«b)oxw=0 o v,w sînt coliniari (liniar dependenţi). 
: e) vxw +w) =VXWwW; +UXW, (V) V, Wi, Wg E€ Va. 

d) v x (àw) =à(v xw), (Y) v, we Va si (Y)A ER. 
è) aplicatia "x" : Va x Va -> V3 este liniară în fiecare argument. 


JEMONSTRAȚIE. a), b) şi d) rezultă direct din definiție. e) rezultă din c), d) 
: Demonstrația lui c) are trei etape. 

1. Fie a, beVa, nenuli, necoliniari şi b' 
giecţia vectorială a lui b pe direcția 
rpendiculară pe a. Atunci axb=axb'. 
“Evident axb şi axb’ au aceeaşi 
recţie şi acelaşi sens (figura 1.13). Vom 
räta că au şi aceeaşi mărime: 

la x bl =absinð şi |a xb] = Figura [.13. 


1 
=a- b = abcod 2-0 = absino= Jaxl, deciaxb=axb'. 


i IL Fie cazul particular în care U este perpendicular pe planul paralel 
u w; şi w (cazul în care w,wo sînt coliniari se reduce la punctul d)). 


\tunci vxw; este un vector (un reprezentant al său) situat în planul 

terminat de w; şi w, obținut din w; prin rotire cu =, de mărime 
Ww; ; vxw este un vector situat în planul determinat de w şi wo, obținut 

iii TI în za l 

in wp prin rotire cu 3 de mărime v - wx şi analog pentru v x(w; +w9). Dar 


saralelogramele determinate de w,w2, respectiv de vxw, VXW sînt 
isemenea, iar wj +Ws, respectiv vx(w; +wp) sînt diagonalele lor. În 
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paralelogramul determinat de vxw, vxw diagonala este v Xw tuxwo, 
deci este egală cu v x(w; +19). 

III. În cazul general, fie tw,,w, necoliniari şi w4 , w6 proiecţiile vectoriale 
ale lui w şi Wọ pe planul perpendicular pe v (pentru v=0 formula este 
evidentă). Folosind faptul că proiecția unui paralelogram este un 
paralelogram rezultă: 

v X (dj fel de v X(W] 109) = VXIW, UXW =UXW +U XW9. 

Fie Z = i, j, k} baza corespunzătoare unui reper ortogonal; atunci avem 

ixi=0,jxj=0,kxk=0 şiixj=k, jxk=i,kxi=j. 

Dacă v=xi+yj+zk şiw=xityj+z'k, din propoziţia 2.28 obținem 
expresia analitică a produsului vectorial 


i j k 
v Xw = (yz -zy ji + (zx -xz ) j+ (xy -yx kb = y z 
. x’ y z’ 


pseudodeterminantul fiind dezvoltat după linia întîi. 


Aplicații ale produsului vectorial 

Reținem că produsul vectorial a doi vectori nenuli v, w este un vector 
vxw, avînd direcția perpendiculară pe planul determinat de ei, sensul dat de 
regula burghiului şi mărimea egală cu aria vw sin 9, a paralelogramului 
construit pe v şi w | 

Indicăm cîteva aplicaţii geometrice şi fizice care utilizează produsele 
vectoriale: 

1) verificarea coliniarităţii vectorilor v, w prin v xw = 0. 


2) calculul ariei unui triunghi o(ABC) = 5 LAB x ACI, De asemenea avem 


BC = AC — AB şi înmulţind vectorial cu BC, rezultă AC x BC = AB x BC şi 
trecînd la mărimi se obține teorema sinusurilor. 


3) identitatea lui J. L. Lagrange (1736 — 1813): 


(ww) + wxw)? =y? 2; într-adevăr, v-:w=vwwcos? şi |vuxwl=vwsin9, 


deci 
(vw)? +w xw)? = vâw2 cos? 0 + vw sin20 =v2-w2. 
4) Fie d versorul direcției de propagare a unei 
unde electromagnetice plane în vid. Atunci vectorul 
- intensitate electrică FE şi vectorul — inducție. 
magnetică B se află în planul normal la d şi sînt 
perpendiculari între ei (figura [.14). Aşadar, 
E-d = 0,B-d= 0,E-B= O şi d este coliniar cu 


2 


1 
E B; d = -—— Ex B. 
x B; mai precis, 25 x | 
5) Fie A un punct în sdai şi F = PQ o forță cu . Figura I.14. 
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unctul de aplicaţie în P. Se numeşte momentul în A al forţei F produsul 
| torial M = AP xF între vectorul de poziție al punctului P (de aplicație al 
ei), şi forța respectivă. Vectorul M este evident independent de P 
supus alunecător pe dreapta PQ), căci dacă F = PQ; şi P, Q, Pp. Q, sînt 
are, atunci AP x PQR = AP, x PAQ. | 

FINIŢIA 2.16. Fie a,b,ceV,; se numeşte Ste CS | mixt al lor, 


nărul real (a, b; c)ĉa-(b xe). Se obţine astfel o funcție Vz x Vg x Va >R. 
Fie  a=xiryjrzk, b=xgi+ygj+zgk, c=xzi+ys3j+zzk; atunci 
b,c)=a-(bxc) =x (yoZ3 -Y3Z3)+ Yi (X329 — Xo23) + 2 (X0Ya —YoXa) deci 
i. mi Yi Fp > 
(a,b,c)=lxo Yə Zol. 

Xa Y3 23 
ROPOZIŢIA 2.29. Produsul mixt are proprietăţile: 
) Dacă schimbăm ordinea celor trei vectori cu o permutare pară, 
nci produsul mixt nu se schimbă. i 
b) Dacă schimbăm ordinea celor trei vectori cu permutare impară, 
i produsul mixt schimbă doar semnul. l 
) (a, b,c)=0 <+ a,b,c sînt coplanari diniar dependenti). 
}; f (a, b,c)=t volumul V al paralelipipedului format cu cei trei 


: JEMONSTRAȚIE. a) şi b) rezultă din proprietăţile determinanţilor. 

Și (a,b,c)=0 dacă şi numai dacă o linie a determinantului este o 
pinație liniară de celelalte două, deci dacă şi numai dacă unul din vectori 
combinaţie liniară de ceilalți doi (adică sînt soplan 

) Avem (conform figurii 1.15): . 

îi a-(bxc)=lal-lbxel: a A (all tosh = v. 

BSERVAȚII. 1) Pentru orice- 
b;ce VW avem a-(bxc)= 
axb)=(axb)-c şi din acest: 
v, produsul mixt respectiv se mai 
sază (a,b,c). l 
2) Produsul mixt poate fi folosit la 
culul volumelor şi la verificarea 
oplanarităţii vectorilor. Îl vom uti- 

za sistematic la scrierea ecuaţiilor 
nor plane. | 
Fie a,b,ce V3; se numeşte du~ 
lul produs vectorial al lor vec- ` 
tul a x(b xc). Evident, ax(bxc) fiind Era ia E pe d xe, va fi situat 
n 7 plaiul determinat de b şi c deci ax(bxe)=Ab+pe cu à peR.. 
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Se arată uşor că à =a:c şiu=-a-b, adică are loc formula: 
b 
(formula lui Gibbs). 
(a-b) G 'e) 
OBSERVAȚIE. Produsul scalar şi produsul mixt dau ca rezultat scalari, 
după cum produsul vectorial şi dublul produs vectorial au ca rezultat vectori. 
De asemenea trebuie reţinut că produsele scalare şi vectoriale nefiind 
asociative, ele trebuie scrise totdeauna în paranteză. ln general, 
a-(b-c)z(a.b):c şi ax(bxc)z(axb)xc. | 


ax(bxc)=(a-c)b-(a:b)e= 


2.6. Aplicaţii geometrice; plane şi drepte în spaţiu 

Fie M,, Mə € S. Fixăm un reper ortogonal Oxyz cu versorii i, j,k şi fie 
OM, = xyi + y1 jJ +zik, OM = xi + yoj + zok vectorii de poziţie ai punctelor, 
deci M, (x1, Y1 Z1), Ma (x2, Y2, Z2). Evident, 

Ze a FN MM3 > OM) — OM, = (x3 - Matia Ma d d 

Auna ci dM, M )= |M, M | = (a, — a) + (3 — y) + (23 "Di 

Vom spune că un punct M împarte segmentul M Mo M, + Mə) într-un 
raport ke Ri UR dacă EIN KMMo- Dacă notăm cu ry > OM vectorul de 


ru it krm, deci 


poziție putem scrie: rm “ry, =R(rm, TM) Sau rw = o x 
À i X xı + kx yy tky zı +kz | 
obţinem trei relaţii scalare x = 12, DEA Si 4 z =i, Pentru 
i tu lik °T UA +k 
k=1 obţinem coordonatele mijlocului segmentului 


ag X + £o. + 
MM: == E yo HI 


segmentul MM în raportul k, respectiv -k (k #1) se numesc conjugate 
armonic, 

TEOREMA 2.30. Fie ia un reper ortogonal fixat în S şi nS un 
plan. Atunci există A, B, C, DeR cu A2+B82+C2+70 astfel încît 
pentru orice punct M en de coordonate (faţă de reperul dat) (x, y, z) 
să avem relaţia Ax+By+Cz+D=0. Reciproc, mulțimea punctelor 
M(x,y,z)eS care verifică o relaţie de forma Ax + By +Cz+D=0, cu 


fă | 
A Punctele M şi M’ care împart 


A? +B? + C2 +0, este un plan în S. 

DEMONSTRAŢIE. Fie nc S un plan şi Mo(9, Yo» Zo) un punct fixat. 

Notăm cu N = Ai+Bj+Ck un vector nenul, normal la plan (ca vector 
director al direcţiei perpendiculare pe plan este unic pînă la înmulţirea cu o 
constantă nenulă). Deoarece Nz0 rezultă |N [2 =A? +B? +C 2 40. Fie 
M(x,y,2)en un punct oarecare; atunci MoM LN, adică N-MyM =0, deci 
Alx = xp) + B(y - yo) + Ci(z — 29) =0. Notind D = - Axy ~ Byg -Czo se obține 
relația Ax + By + Cz + D=0, cu A? +B? +C? #0. i 
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Reciproc, fie n = (M(x, y, z) e S| Ax + By + Cz + D = 0, A? + B? + C? 30). 
Fixăm Mo(xo, Yo, Zo)en (există un punct Moen deoarece din condiția 
B2: +C? +0 rezultă că măcar unul dintre coeficienții A, B, C este nenul 
atunci variabila respectivă se poate exprima în funcţie de celelalte din 
ţia dată).  Notăm  N=Ai+Bj+Ckz0; avem şi relatia 
xo +Byo +Czg+D=0. Vom arăta că n=n', unde 
= (M(x, y,2)e S | MM L N), care este un plan. 

e Men, deci Ax + By + Cz + D = 0; scăzând relaţia 
; + Byg + Czo +D =0 obținem A(x ~- xo) + B(y - yg) +C(z-zgo)=0, deci 
M:N =0, adică MoM LN şi deci M en’. Fie Men’; atunci MoM LN 
ă Alx ~ xo)+ B(y— y9)+ C(a —29)=0. Rezultă relaţia 
By + Cz + (- Axo — Byg — Czo) =0, de unde Ax + By + Cz+ D =0, deci 


OBSERVAȚII. 1) Ax+By+Cz+D=0 se numeşte ecuaţia planului r; 
ienții A, B, C, D sînt unici pînă la înmulţirea cu o constantă nenulă 


n general, dacă Fe R este o 
ră geometrică (plan, suprafaţă 
.); se poate numi ecuaţie a lui 
“legătura între coordonatele 
rteziene x, y, z ale unui punct M 
rëŁdescrie condiția geometrică 
ntru ca punctul M să aparțină 
rii F. Reţinem că punctele sînt Figura 1.16. 
"prin coordonate (sau prin 

ori. de poziţie), iar planele sînt date prin ecuatii; vom vedea că dreptele 
curbele în spațiu au cîte două ecuații, după cum anumite regiuni din 
iu sînt date prin inecuaţii. 

2) Semnalăm cazurile particulare de plane: planul xOy are ecuaţia z = 0; 
ul yOz are ecuaţia x = 0; planul zOx are ecuaţia y = 0; un plan paralel cu 
are ecuaţia z = k, k € R, etc. 

"Dacă în ecuația planului m, Ax + By+ Cz+ D =0, lipseşte o variabilă, de 
emplu B=0, atunci planul n este paralel cu axa respectivă, aici cu Oy; 
adevăr, normala la plan este N = Ai + 0j + Ck şi N. j=0, deci N L Oy 


„tataie 


n: Ax+By+Cz+D =0 


nea ie An Oxyz, x 
Fie M,(x; Y; z;), i = 1,2,3, trei puncte necoliniare şi fie M(x, y, z) un 


(MM, MM, MM3) a 0, 
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XX OY 2-2 

Sau X~ X} Ya yı Za | = 0,sau încă (sub formă simetrică), 

„kg: Ya Yi 23 
Ie 4 Ia 120 (aceasta este ecuaţia planului determinat de trei 
Xo Yz Z% 1 N i | 
Xa Ya 2 1 
puncte necoliniare). | da e 

Fie. Mo(0; Yo» zo) un punct Å N-ARB]OR 
fixat şi N= Ai+Bj+Ckz0 un 
vector director al unei direcţii 
fixate. Fie M(x, y, 2) un punct 
oarecare din planul ce trece prin 
Mo şi . este perpendicular pe 
direcţia “dată. Impunem condiția 
ca MoM şi N să fie ortogonali, 
deci M M- N=0, de unde 
obținem: EI 


M (cz) | 


| Mo(XoYoZo) 


Figura 1.17. 


Ala — xp) + BOY- yo) +C- zo) = 0 

(ecuaţia planului determinat de un punct şi perpendicular pe o 
direcţie dată); vezi figura 1. 17. | 

Fie My (9, Yo: zo) un punct fixat şi vı = li + md + n, 
vo = lzi + maj +nok doi vectori nenuli, vectori directori a două direcții diferi- 
te fixate. Fie M(x, y, z) un punct oarecare din planul ce trece prin Mg şi este 
paralel cu cele două direcţii date. Dacă N este normala planului, atunci i 
N Lv, şi N Lv, deci N este coliniar cu vy X va şi putem lua N =v; X vg. 

Impunem condiția MoM 1 N, deci MoM (v; x v2) =0, adică 
x- xg: Y= yg 2209 m tii | ti 
h., m% nı |=0. (aceasta este ecuaţia planului determinat de ` 
un n punct şi € care este paralel. cu două direcţii date). 

Fie A(a,0,0), 8(0,5,0), C(0,0,c) (a,b,cz0) punctele în care un ga pr 
taie cele trei axe ale reperului ortogonal Oxyz şi fie M(x, y, z) un punet 
oarecare în stia respectiv. Scriind că AM, AB, AC sînt coplanari obținem: 


-bo 0l=0 sau 2i 2 + „Z -1=0 (ecuația DDU "prin tăieturi”); 
a c | 


| ti 1. 18. 
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e :acum D o dreaptă în spațiu, 
0; Y0;:Z0) un punct fixat al ei şi 
+mj + nhk #0 un vector director | 
irecţiei lui D. Dacă M(x, y,z)eD 
i un punct oarecare al dreptei, 
nci MoMlv, deci MoMxv=0 


e valoarea comună a Figura 1.18. 
artelor de mai sus cu £, obținem i 
aţiile parametrice ale dreptei: 
x= 0 +lt, y=yọ+mt, z=zp+nti teh. 
ie D dreapta ce trece prin 
Ii c. distincte fixate 
X1 Yo 21) Ma(£2, Y2,Z29) Şi 
nz) un punct oarecare al ei. 
ci MM MMs, deci ilie 
RE A A Ani A = Z — 2i 
X pin stea Yi Z3 — 27 E A N: 
aţiile cl determinată de Figura 119, 


Zr ank 
gim 


"Mie,y,z) 


M, (Xaoo ) 


is iga abele ecuații de mai sus, deci Dita 
sidera ca ecuaţii ale dreptei, cele două ecu- 


A+ By + Ciz+ D, =0 iata: Et 


1 observăm că dacă 
= Ai + Byj+ Cub, Na = Agi + Bj- +0 
nt normalele la cele două plane, atunci 
x No este vector director al dreptei D şi 
acă alegem un punct Mo (20; Yo, Zo) pe D 
em obţine ecuaţiile scalare canonice „ale 
ptei D. Ea 
PROPOZIȚIA 2.31. Fie D = TM. 
treapta de intersecţie a două plane 


$ NN, aia 
Figura 1.20. | 
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neparalele n} : Ax + Biy + Cyz+ D; =0 şi na: Agx + Boy + Caz + Do =0. 
Atunci ecuaţia oricărui plan care trece prin D este de forma 
(Ay + Byy + Cy2 + Dy) + M(Aox + Bay + Coz + D2) =0, cu AER. 

s ecuația de mai sus sub forma 


S(x + Bıy + Caz T D) 4 (Aox + Boy + Coz -+ D3) = = 
admitem şi Văldarea À = a" =o) pentru a bing ecuația planului mto]. 


DEMONSTRAȚIE. Ecuația 
(A,x + Biy + Caz +D) +AlAgx + Boy + Caz + Da) = Q 
se > poate scrie (Á; + Sote + (By + ia) + (C, + ACa)2 + (Da +ADa)=0, 
cu (Aş + AÅp)? + (B; +AB2)? + (Cp +AC2)7 #0, (Y)A ER. 
Într-adevăr, în caz contrar am avea A = “i a = -A, deci N, || No (N, Ne 
2 2 2 

normalele la plane), adică Tı || Ta, contradicție cu ipoteza făcută. Rezultă 
ecuaţia unui plan; deoarece coordonatele oricărui punct al dreptei D verifică 
ecuaţia lui, acest plan trece: prin dreapta D. 

Reciproc, fie n un plan care trece prin D; alegem în planul n un punct 
Mo (9; Yo» 20) £ D şi determinăm Ag ER cu condiția 
(Axo + B1Yo + Cazo + Di) +0 (Agxo + Boyo + Cazo + D2) =0, adică planul 
(Ax + By + Caz + D)+ Ag (Aa + Bay + Caz + D3) =0 trece prin D şi prin Mo 
'şi atunci coincide cu planul m. În concluzie, planul are o ecuaţie de forma indi- 
cată în propoziţie. | 


Cu condiţiile is = co, „t= 0 raționamentul rămîne valabil şi în A cazul n= Tg. 


Multimea sisnelor care trec printr-o dreaptă dată se numeşte fascicol de 
plane şi ecuaţia din propoziţia anterioară se ai ecuația fascicolului ae 


plane. 
Să caleulăm acum distanța da să: un sunet M 0 (Xo; Yo» Zo) la un plan 
m: Ax + By+Cz+D= 0. Seriem ecuațiile normalei la plan care trece prin 


3 _ sa 
Mg: —— sia AA Dacă P este intersecția acestei normale cu 


planul Tu (P este prolecna lui Mọ pe planul n) atunci coordonatele lui P rezultă 

Axa + Byg + Czo + D 

x =x% A, y= 42B, z= za +C, unde t= 2a M. 
i di i A+B? +0? 


Ax, + Byn +Cza + Di 
M d(Mo, P)= le Pate i, 
VA? Bro" 
Fie Du, D; două drepte de vectori directori v}, Vo # 0. Atunci unghiul 9 al 
celor două drepte se calculează astfel: 
V) Ug. 


Se obţine: 


9 = à 
r oa a ae 
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ie D o dreaptă de vector director v z 0 şi n un plan cu normala N #0. 
Dacă dreapta D este paralelă cu planul n (sau conținută în planul n) 
hiul dintre D şi n este zero. În cazul general unghiul 0 dintre D şi n este 


pinul dintre D şi proiecția ei pe planul n. Avem evident sin 6 = = 
pa ve- N 


2.7. Roto - translații în plan şi în spatiu 


m. studia acum schimbarea coordonatelor unui punct cînd 
abăm reperul ortogonal. Fie Oxy, O'x'y' două repere ortogonale în 
“şi presupunem că bazele (i, J}, 
k sînt la fel orientate (matricea 
trecere are determinant pozitiv). 
(a, b) coordonatele lui O’ față de 
rul Oxy şi fie 0e[0,2n) unghiul 
re semiaxele Ox, Ox’ măsurat în 
s trigonometric direct. Cu aceste 
ente date, reperul Oxw' este 
plet determinat (figura 1.21). 

ie M un punct oarecare din plan 
coordonatele (x, y) în reperul Oxy 
u coordonatele (x,y) în reperul Figura [.21. 


ry „Avem: OM =00'+0 'M, deci 


xi+yj=ai+bj+xi+y]. 


“Înmulţim relația de mai sus scalar, cu i, respectiv j şi obţinem: 


x = a +x cos — y'sin 
y = b + Ysin0 + ycos? 


a defini o funcţie f: R? > R?, f(x',y')=(x, y) (cu formulele de mai 
, care poate fi privită ca o compunere f =tcr, unde t: R? > RŽ, 

9 )= x,y) x=a+x", y=b+y” este o translație şi r: R? — R?, 
E = (x,y), unde x"=x'cos06-y'sin0, y” =x'sin0+y'cos0, este o 
otaţie de unghi 6. Se observă că rotația este o aplicaţie liniară : R? — R°, a 
Trai matrice asociată în bazele canonice este M, = (o O se co) 

a | sin 8 cos 0 

licația f = tor se mai numeşte roto-translaţie. 


Fie acum Oxyz, 0'x'y'z" două repere ortogonale în spaţiu la fel atiantate, 
b; c) coordonatele lui O’ fată de Oxyz şi fie tabelul de cosinuşi directori 
äre precizează poziția axelor 0O'x', O'y’, O'z’ faţă de axele Ox, Oy, Oz: 
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i |a ag 
J Goi. "002: oa 
Ras, a33 azz 
e a P > o EOE 
q =i-i =codOx Ox), a9=i:j =cosOx0y), ete. ... (în tabel suma 
pătratelor elementelor de pe fiecare linie sau coloană este 1, iar produsul 
scalar al oricăror două linii sau coloane este 0, deci din 12 parametri rămîn 6 
parametri ce precizează poziţia lui 0'x'yz' faţă de Oxyz). Fie M un punct 
oarecare în spaţiu, cu două seturi de coordonate (x, y, 2), (x,y,z). 

Avem: OM=00'+O0'M sau xi+yj+rzk=ai+rbjrckirxi+yj +zk' 
(figura I. 22). Înmulţim scalar relația i 
succesiv cu i, j, k şi obținem: 

(x =a + ar ay + Ag? 
b+ anr + aggy + Qoz. 


(i 


4 


Z=C+ AX + aaay” + a332” 
eine L” = dX tai "og? , 2 
y” Sdn Py Page i 
Z” = dX +ag9Y +asz” putem 
defini f:R? RS, 

f(x,y z) = (x, y,2), care este o 
ție A f=tor, unde 
RS RË, x,y”, z”) = inu 


Figura I.22. 


este o translație şi r : R? — R? P y, z) =a” , y”, z”) este o rotație în 
spaţiu, rotația este o aplicaţie liniară a cărei matrice asociată în bazele 
canonice este | 

T. E. -a 


M, =a} aņ az 


Este evident că M a MT = Ia deci matricea M, este nesingulară şi 
M, LM a (astfel de matrice se numesc ortogonale). Notînd Xo = (a, b, a | 
X = (x,y, 27, X’ z(x,y, 2r, relațiile (*) se seriu matriceal 
X =X, +M, X" şi inverstnd, X’ = MT (X - X). 

Unghiurile lui L. EULER (1707-1783). Fie Z= {e;, ep, e3} baza 
canonică a lui RÌ, asociată cu reperul ortogonal Oxyz. Considerăm mai întîi o 


rotaţie în planul zOx (în jurul lui Oy), cu unghiul y. Trecerea de la reperul 
B = Oxyz la reperul B = (fi ff Ox A se face după formulele de 


PA i i Ẹ a E a d! 3 FO Ta a2 PE Fa Dyr ji. p n A E E T e 
7 eter Ari u? j I? Uyu isj aeeoa U II, x Li h. dd ERE LaK raig aat Aiii 
i i: e az i E. Pai Ag bi di a PE 3 
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e: fi =e,coswytezsinv, fo =e9, fa seysinw-escosw; notăm cu T} 
a de trecere respectivă. Se face apoi o rotație de unghi 6 în jurul axei 
ţinîndu-se reperul B” = (g,, go, gg) = Oxy z (cu matricea de trecere 
n fine o rotaţie în jurul axei Ox, cu unghiul y, trecînd (cu matricea 73) 
omul de coordonate Oxyz; identificat cu baza Z” = fer, e, e; | a lui R? 
T. 23). Avem: 

cosy 0 -siny cosð  -sin0 0 1 0 0 

o l 0 1,7 =|sin0  cosð 0,7 =10 cosy -siny 
siny 0 cosy Q 9 l 0 siny cosy 
ompunerea celor trei schim- 
le reper (adică trecerea de 
la Z“) corespunde produ- 
matricelor de trecere deci 
cea de trecere de la Z la 
i fi o matrice ortogonală, 
ne T =T -Ty T3. 

nghiurile w, 0, y se mai nu- 
cunghiurile lui Euler. 
cea-coloană a coordona- 
"unui punct 

X1, Xo 3) R în baza 8" 


Figura Î.23. 


2.8. Cîteva elemente de geometrie n-dimensională clasică 
Fixăm un întreg n21. Numim puncte elementele lui R”. Distanţa 


uelidiană între două puncte x =(x,,...,Xp0, Y (poe Y De” este 


| nită prin d(x,y) = a - yy . Pe mulțimea R” se poate considera 
i | =} 


i ia de spațiu vectorial definită în 2.1; cu această structură, R” se mai 
tează uneori cu V,. Elementele lui V, se vor numi vectori 
dimensionali; un vector ve V, este de forma v = (V4, ...,Up) CU Vgs- Un 
mere reale. Doi vectori nenuli v = (04, ..-, Vp) W = (W4, Wp) din V, se 
i esc coliniari dacă există Àe R astfel ca v=Aw. Remarcăm că dacă 
) este baza canonică a lui V, = R”, atunci aplicația 0: R” SV, 


5 Xp) > X6] +... +X e, este bijectivă (bijecția lui Descartes). 


n 


Xa 
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Pentru orice două puncte x,ye R” se defineşte vectorul : 
XY = (97 Xr Ym Xp). De aceea, dacă x,ye R” şi ve V,, se va scrie E 
y=x+v în loc de xy =v. Se observă că Ox = 0(x) este vectorul de poziţie al 
punctului x. Deoarece O este bijectivă, punctul x poate fi identificat cu 
vectorul lui de poziţie Ox. 

Produsul scalar euclidian a doi vectori v, we Y,„ este prin definiţie sca- 


larul <V, W >= S UpUp unde v = (v4, Up) W = (W, W). Aşadar asimi- 
k=l 
lînd aceşti vectori cu matrice 1 xn, rezultă <v, w> =v- w, Dacă < vw >=0, 


se spune că vectorii v şi w sînt ortogonali. 


a 


distanța euclidiană între două puncte x, y e R” este deci d(x, y) =|| xy | Dacă 


v, we V, sînt doi vectori nenuli, atunci unghiul lor este acel unic număr 
<v, w> 


Lungimea unui vector v€ V, este prin definiție ol = <v, v > = 


9 e [0, n] astfel încît cos = 
lolol 


Fie N = Api ,A„) un vector nenul din V,. se aaa Kiper 
trecînd prin punctul a = (a4, a9, ..-, @„) şi avînd N ca vector normal mulțimea 
{xe Rl Nax >= 0 = {x= (Xi rX) € RIS A(x; ~a) = 0}. Pentru orice 

j=] 
hiperplan H există o aplicaţie liniară f: R” >R şi un număr real o astfel 
încît H ={xe R") =a} Mulţimile de forma {xe R” <a}, 
(x e R” f(x) > a) ete. se numesc semispaţii în R”. 


Dacă a=(a4,...,a,)e R” este un punct şi v= (vi, -> Un) € Y„ este un 
vector nenul, atunci dreapta multidimensională trecînd prin a şi coliniară 
cu veste D = {xe R” [ax] v} = las x) E€ R" a DOL e ne, 
vi Va | 

Un concept mai general este cel de varietate liniară de dimensiune $ 
în R” (1<k<n-1) trecînd prin punctul a e R”, ca fiind o mulţime de forma 
L=a+T=ţa+xlxe 7) unde T este un subspaţiu vectorial al lui V, de 
dimensiune k. Se poate arăta că orice varietate liniară de dimensiune k în R” 
este intersecția a n — k hiperplane. | 

Dacă a, b e R”, segmentul închis de capete a, b este mulțimea 
[ab] = {(1 -Na + tb[0 < t <1}; o submulțime C c R” se numeşte convexă da- 
că (Y)a, beC, avem [a,b] CO. Hiperplanele, semispatiile, varietățile aaro, 
sînt exemple de mulțimi convexe. i 
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j: „problemă importantă, care necesită cunoştinţe de geometrie 
dimensională, este problema programării liniare: fiind dată o 
cație liniară f: R” =R (numită functie-scop) şi un sistem de inecuații 
are de forma ay +... +a] Xn A bis. Opta +- + Apn A bp, numite 
ctii liniare (2 fiind unul din semnele <, =, >), trebuie găsite punctele 
maxim sau minim ale lui f cu aceste restricţii. În bibliotecile de programe 
tă algoritmi de rezolvare a unor astfel de probleme (de exemplu 
ritmul simplex). 


$ 3. Valori şi vectori proprii; forme canonice ale 
matricelor 
„1. Polinom caracteristic, polinom minimal 


K un corp comutativ (de exemplu, K = R sau C). Se numeşte matrice 


m,n>1l, cu coeficienţii în KIX), orice funcție 
mix (1, 2,...,.n)— KIX]. Notînd A(G, J) = a; € KIX}, vom scrie ca de 
ni Ci diz ara Gin 
A] e e PE e Notăm cu Mm n(KIXD mulţimea 
Aml Am2 tut a mn 


ricelor de tipul (m, n) cu coeficienții în KIX]. Se verifică imediat că 
„(KLĂ]) are structură de spațiu vectorial peste K şi că avem operația 
brică externă de înmulțire a matricelor cu polinoame, avînd aceleaşi 
rietăți ca şi înmulțirea cu scalari din K. Se verifică de asemenea uşor că 
KIX) are structură de inel necomutativ cu unitate. 


JEFINIȚIA 3.1. Fie A e M,(K), n 21, o matrice dată şi îi asociem matricea 
= X-1, eM,(KIX)). Polinomul PA(X)= det = det(A - XI„) din KIX] 
meşte polinomul caracteristic al matricei A 

EXEMPLE, 9 Fie matricele 


p 2 
A = ,B=|-—l 2 0 
2 4 
4 I 3 


1-ĂXĂ 


Atunci P, (X) = =X” -5X şi Pa(X)= 4X- DA- 


2 }Dacă A e M,(K) este o matrice diagonală, A = i-a ta ), atunci 
X) = = CD (X-d)...(X-d,); astfel, Po (X) = CX | 
X) =(-1)” (X ~D”; mai general, dacă C = (y) si, jsn EM(K) este o 


i rice triunghiulară inferior (deci c; = 0 pentru į <j), atunci 
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n i . 
Pa (X) =(-1)” BES =e) Acelaşi lucru are loc pentru matrice triunghiulare. 
superior. i IN ci | | 

3) Pentru orice matrice A eM, (K) avem P, (X)=det(A - XI,), deci 
P, 0©)=detA. Aşadar, A este singulară dacă şi numai dacă 0 este o rădăcină 
a polinomului P(X). E | | 

PROPOZIȚIA 3.1. Fie Ac M,„(K) si Pi (X )e K[X] polinomul său 
caracteristic. Atunci: | 

a) grad P (X) = =n şi P „7 (4) = PA). 

b) Dacă P,(X)=00X" +0, X”! +... +a, avem a ag, =(-1), 

A = CD" Tr(A) [Tr(A) = =y Togt „Guy este urma matricei A] şi 
= detA, o 
DEMONSTRAȚIE. a) Evident, gradul lui PA este n. Apoi 

A -~ XI, = (A ~ XI, H şi ca atare 
P r(X)= det(A? — - XI) = det(A - XI„) = PA). 

b) P(X) = det(A - XI, ) = (a11 — XXaop ~ X)...(a -X)+ (polinoame de 
grad <n -2)= (DX + CD" ay tay ttan XT., deci 
do =D”, a; = CD” Tr(A). Apoi a, = Ë, (0) = det(A -0 I, ) = det A. 

DEFINIȚIA 3.2, Fie Q(X) e KIX], un polinom oarecare, 

QX) = apă ud qX” ee Re m: Pentru orice A € M, (K) se numeşte poli- 

nom de matricea A P de Q matricea 

GA” +A” A RE dml, € M,(K) care se mai notează cu Q(4). Dacă 

Q(A) =0 se spune că polinomul Q este anulator al lui A. | 

TEOREMA 3.2. (Hamilton-Cayley). Fie A€M,(K) şi P(x) polinomul 
său caracteristic. Atunci P„(4)=0 în M, (K). (Cu alte cuvinte, 
polinomul caracteristic al unei matrice pătratice este un polinom 


anulator al acesteia). 
DEMONSTRAȚIE. Fie 


P (X) = det C = det(A — XI) = apă” +0, XI +... tOn. 

Matricea adjunctă a lui C = A - XI, Č e M,(KLX)), are forma Č = (C;), 
unde C; este complementul algebric al lui c i Şi are forma 
C; dx ji + dp > sila N di” D deci ad C; Sn—-1. Atunci putem scrie 
C=X” n Do „ana Da 4D” d unde p®- = (4,0) e M,(B). 

Acelaşi raționament ca la teorema 1.2 arată că Şi în felul M„ (KIXI) are loc 
relația: C-C=(detC)1,, adică (A -~ XI XIDO + ADD +... + DU) = 
= (0gă” + op! +.. + Op). 
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-oprietățile egalităţii matricelor şi polinoamelor, identificînd coeficienţii 
yL TEI, 4 i yA E obținem relațiile matriceale: 


- DO = ayl 

n 
ADp® me DP să “oul 2 
ADP ~- DË = ol, 


(n-2 —1) 
ADA a DS ial 
pe AD» Only 
mulțind la stînga prima relație cu A”, pe a doua cu A”... pe ultima cu 


tt 


şi adunînd, obţinem: 

| 0 =A” IUA n tann = Pa (A). 

SERVAȚIE. Iată şi o pseudodemonstrație: deoarece 

X)= det(A — XI, ), "rezultă" PA (A) = det(A — A-1) = detO0= 000). 
JOROLARUL 1. Fie A e M, (K), atunci (Y) ke N, | 

SBATTI + Bu 47? +... + Bp-n unde B; €K, i=0,Ln-l 
DEMONSTRAȚIE. Utilizăm inducția după k; pentru k =0,1,... 7-1, avem 
vAr, Pentru k =n folosim teorema Hamilton-Cayley: 

a: (D047 + op AT! +... roll =0, deci 

- PI oi +. (1 EN adică A” aparţine subspațiului vecto- 
MiM, ii n de (1, A,. „„ Ab). Presupunem că 

BA”. „+ Baal pentru kzn şi atunci Al = A-AF = BoA” + 

ANI + + ie Bo (CDEL apt +... + 010) + BA? +. 

A= (pute DI au + BAI +... + (Bo cr! n1 + DA Bla a 

A k+l aparține subspațiului penetrat de |], „AnH, 

reținem deci că toate po naturale: matricei A sînt combinații 
iare ale matricelor I,, A, ..., A"1, unde n este ordinul lui A. 


JOROLARUL 2. Fie A € M,„(K), det A 20; atunci 
BAr! +p A"? +... + Baal, unde B; € K, i=0,L.n-l 
DEMONSTRAȚIE. Din teorema Hamilton-Cayley avem: à 


NAN + OA” +0 la = fi cu Qy =detAz0. Înmulțim relaţia de mai 


i O i incită 
cu A” -L, obţinem A” ls Ci cD yr- ara T (aa e A şi notăm 


On Ar An 
—] 
(-D” Oy On-1 
Bo = Ba =, Bra > e K. 
Oa An On E 
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PROPOZIŢIA 3.3. Fie Ae M,&®) fixată şi  ICKIĂ], 
= (Q e KIX] |Q(4)=0). Atunci I este un ideal nenul în inelul KEXI 
(idealul polinoamelor anulatoare pentru A). 

DEMONSTRAȚIE. Din teorema Hamilton-Cayley avem P4(A)=0, deci 
P, € Işi atunci T + {0} (grad P =n). 

Fie Q Q€ atunci Q (A) = O şi QA)=0, deci (Q; ~- QXA)= 
= Q (A) — QA) =0, deci Q-Q €I. Apoi (V) Qel şi YR e KIX] avem 
(ROXA) = R(A)-Q(A) = R(A)-0 = 0, deci RQ eT. Rezultă că I este ideal în 
KIX]. De altfel, aplicația ọ : KIX] > M, n E), Q -> Q(A), este un morfism de 
inele şi Z = Ker ọ. 

OBSERVAȚIE. Deoarece K[X] este inel cu ideale principale (teorema 1.3), 
idealul Z al polinoamelor anulatoare pentru A este generat de un polinom, de 
grad minim printre polinoamele din I. Acesta este chiar unic dacă este monic 
(deci coeficientul termenului său de grad maxim este egal cu 1). 


DEFINIŢIA 3.3. Unicul polinom Me KIXI cu RRAS 

1) M(A)=0; 

2) dacă Q €e KIX] şi Q(A) =0, atunci M 'Q (M divide Q); 

3) coeficientul termenului de grad maxim al lui M este l; 
se numeşte polinomul minimal al matricei A. 


COROLAR. Polinomul minimal al matricei A divide polinomul 
caracteristic al matricei A. 

DEMONSTRAȚIE. Într-adevăr, P, (A) =0 deci M |P} 

LEMA 3.4. Fie A e M,(K), xeM, (K) şi àe K, astfel încît Ax = Ax. 
Atunci (Y) & > 1, Aku = Ah şi mai genere Dihs Q(A)x, pentru orice 
polinom Q e KIX]. 

DEMONSTRAŢIE. Din ipoteza că Asia a raem A? = Ax = À?x DEI 
inducţie presupunînd că Ax = Ax, rezultă AŽtly = AŻ Ax = Ala, 

Fie acum Q=ßBoX +p Xl +.. +B, € KIX). Atunci Q(Ak= BoA x 4 + 
+ BAS +. + Bl = (Bot + B+. + Be = QAN. 

PROPOZIŢIA 3.5. Fie Ace MO 1 polinomul minimal şi polinomul 
caracteristic au aceleaşi rădăcini (diferă eventual multiplicităţile), 

DEMONSTRAȚIE, Deoarece M |P} rezultă că orice rădăcină a lui M este 
rădăcină a lui PA. Reciproc, fie A C astfel încât PA) =0; rezultă că 
det(A — AJ, ) = 0, deci sistemul liniar (A — 1], )x = 0 admite soluţii nenule şi fie 
x e My (0), x 2 0, o soluţie a sistemului. Atunci avem Ax = Ax. Din lema 3.4 
obţinem că M(A)-x = M()x, dar M(A) = 0; deci MO) =0, de unde MA) = 0 
deoarece x + 0 în spațiul vectorial Mn, 10). 


OBSERVATIE, Fie A e M,(K) unde K=R sau C. Dăm o metodă efectivă 
pentru calculul polinomului minimal al lui A. Fie B=(4A-X.1,) şi BX) cel 
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are: divizor comun al tuturor elementelor lui B. Atunci PAX) este 
Pat 
| b(ă) 
Y adevar, avem B = b(X)-C, cel mai mare divizor comun al elementelor 
ricei C fiind 1. Din relația (A -~ XI„)-B = P(X), rezultă (A AI): 


= POOL, , deci P, este divizibil cu b(ăĂ). Fie paos, deci 


ibil cu polinomul b(Ă) şi în plus, MA(ă)=(- D” 


- XI„) C = b (X) I, şi raționînd ca în demonstrația teoremei 3.2, 
ă b„(A) = 0 deci M4 lb;. Pe de altă parte, se observă că pentru orice inel 
 (VjaeR, uX) e RIX] avem uX) = ula) + uX) (X-a) cu v(X) e RIX]; 
.d acest fapt pentru inelul R = M„(K), a = A şi u(X) = MAI, rezultă că 
tă o matrice Q e M,„(KLX]) astfel ca MA(Ă)1, = QA)Ă- IA). Înmulţind 
reapta cu C, rezultă MaC = QA)(AI, - A)C = b: Q(X). Deoarece 
m.d.c. al elementelor matricei M4X)-C este MX), va rezulta că b; |M 
dar, Ma = tb; şi PA(Ă) = A(X) b10) =+X)MA K). Deoarece b, M, sînt 
ice, semnul este (-1)” şi ca atare, MAD) = C D”-P ARVYbXN. 


ga, Valori proprii şi vectori proprii 


ie K un corp comutativ (de obicei K = R sau C) şi V un spaţiu vectorial 
eK: Fie f: V — V un operator liniar (endomorfism) al lui V. 

EFINIȚIA 3.4. Un scalar i e K se numeşte valoare proprie a lui f dacă 
atorul liniar g = f — àly (deci g(x) = Ax) - àx, (v)xe V) nu este un 
iorfism. Multimea o(f)cK a tuturor valorilor proprii ale lui f se 
&şte spectrul lui f. Dacă A e o(f), atunci subspațţiul V} = Kerg al lui V 
numeşte subspaţiul propriu corespunzător valorii proprii à, iar vectorii 
uli din V, se numesc vectori proprii ai lui f, corespunzînd valorii 
prii À. 

EXEMPLE. 1) Să considerăm operatorul liniar f : R? > R?, 

) = (x, x+ 2y). În acest caz 

y)= (x, x+ 2y) Alx, y) = ((L—1)x, x+(2-À)y). Condiţia necesară şi sufici- 
tă ca g să nu fie izomorfism este ca matricea asociată lui g în baza canonică 
lui R? să fie singulară. Valorile lui A pentru care are loc acest fapt sînt ASh 
'2 deci olf) = (1,2). Pentru A = 1 avem V, = Kerg = u, ulue R} şi 
ntru àa =2, VA, = (0, w) lu e R}. Vectorii proprii corespunzînd valorii 
oprii À = 2 sînt (0, u) cu u 40. 

2) Fie operatorul (liniar) f: RIX] RIX], P-— XP. Se observă că pentru 
orice Ac R, operatorul g :RIX]—> RIX], g(P)= f (P) - AP =(X —A)P nu este 


izomorfism (căci nu este surjectiv) deci o(f)=. În mod similar, pentru 
operatorul de derivare D:RIX]- RIX], P-P’, valorile proprii sînt acei 
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scalari A e R pentru care operatorul g: RLX]-— R(X], g(P)= P'-AP nu este 
izomorfism. Aceasta se întîmplă doar pentru À = 0 deci o(f) = {0}. 

În cele ce urmează, vom presupune că V este finit dimensional, cazul cel 
mai frecvent în aplicaţii. În cadrul teoriei spectrale a operatorilor este studiat 
cazul general, incluzînd spațiile infinit dimensionale şi avînd în vedere 
aplicaţii serioase in fizica cuantică. În ţara noastră există o puternică şcoală 
matematică de teoria operatorilor, avînd contribuţii recunoscute pe plan 


mondial. 
Presupunem deci că dim V < co. În acest caz, un operator liniar g : V >V 


este izomorfism dacă şi numai dacă g este injectiv (într-adevăr, dacă aplicaţia 

g este injectivă, atunci g este surjectivă, deci izomorfism, conform corolarului 

2 al teoremei 2.15). Aplicînd acest fapt, rezultă că un scalar à e K este valoare 

proprie pentru un operator f:V—V dacă şi numai dacă Ker(f —Aly)z (0), | 
adică există un element nenul x e Ker(f ~ Aly). 

Reţinem deci că un scalar A e K este valoare proprie pentru un operator 
fF: V ->V o există un vector x e V astfel încît 

1) x #0; 

2) fix) = àx. 
Un vector x e V este vector propriu pentru f 2 x este nenul şi există à € K 
astfel încît Ax) = àx. 

Vectorii proprii din K” se asimilază adeseori cu  matrice-coloană din 
M, (K). Vom vedea că în cazul cînd K=R sau K=C, valorile proprii se 
determină în C. 

DEFINIȚIA 3.5. Fie W œ V un subspațiu vectorial şi f:V ->V un operator 
liniar. Subspaţiul W se numeşte f-invariant dacă f(W)c W, adică (Y) xe W, 
fix) e W. 

OBSERVAȚIE. Dacă W este un subspațiu f-invariant al lui V, knd 
restricţia f |W poate fi considerată ca un operator al lui W, f IW: W > W. 


PROPOZIȚIA 3.6. Fie f : V ->V un operator liniar. 
a) Pentru orice À € o(f), V, este un subspatiu f-invariant al lui V. - 
b) Dacă 1,,Ap,-.., A» EO(f) sînt valori proprii distincte două cîte 


două, atunci suma are +V, +. r este directă. 
DEMONSTRAȚIE. a) Fie xe V} deci F- àly Xx) = 0, adică Fa = A, 


Deoarece Ax e V} , rezultă că f(x) € V}, deci V} este f-invariant. 


b) Procedăm prin inducţie după p. Pentru p = 2, folosind propoziţia 2.6, 
pentru a arăta că V tia este sumă directă este suficient să arătăm că 


Vi NV, = 0. Fie rev SLIR . atunci fc) = dux şi fi(x)=Aox, deci 
Ax = Agx, de unde (4 — dp) =0. Dar À; + ào implică x = 0, deci Vaz OV, =0 


ŞI suma Vă, + V,, este directă. Presupunem afirmaţia adevărată pentru 
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i 2 şi fie A, åg,- Ap € O(f) valori proprii distincte. Fie 

en Z= y + Xa tut = Yi t Ya tat Yp E Va t Va, tata, 
Sy; € Vz» i 2 eu, 

szultă relația 


F tat Fip) = F91) tt fO), 
Afi +... Ap%p = Ayı +... +t À Yp» 
A (x; =n yi) + Ag (Xa -7 Ya) Het App zică Ja) = O 


dp” ae i YL) eo = cai E, 
iulocuină 1 în dia anterioară, obținem: 
B Àp Xx — yi) + (Aa — À po — Ya) +.. Eg (Ap EX | ete Ap XX p1 _. Yp-1) = 0+0+...+0 = 9 : 


p-iori 

Din ipoteza de inducție, V, + Vi, ++ V, este sumă directă, deci 

inem relațiile 
E (Ai — Ap XX; — y:i) = Oi = 1,2,..,p ~ 1 (scriere unică). 

Deoarece Aj £ Àp i=l, 2, p- 1, rezultă x = yni = 1, 2, o p- h1, de unde 

A = Yp, deci scrierea este unică şi suma V, +V, +. VA, este directă. 

Esta 3.7. Fie A, Be M, Œ) şi A ~ B. Atunci PA = Pg. 

DEMONSTRAȚIE. Deoarece A-B există Te M,(K) nesingulară încît 

r IAT. Atunci putem scrie: 

(A) = det(B — XI) = det( THAT ~- TXI, )T) = det(TO(A - XI, T) = 

= det T? . det(A - XI, det T = det(A - XI, ) = P(X). 


Pe paza lemei 3.7 se poate da următoarea definiție: 
„Fie V un spaţiu vectorial peste K, dim gV =n, f: V — V un endomorfism şi 
0 bază oarecare în V. Se numeşte polinom caracteristic al endomorfismului 


„polinomul caracteristic al matricei M? po notat P; (acesta fiind independent 


> baza Z, aşa cum arată lema 3.7). 
"TEOREMA 3.8. În ipotezele anterioare, å € o(/) dacă şi numai dacă 


| Aaz 0 
ANN Mu, este îs A ară e det M2 “a, = 0 det Mp ~ AI) = 0 e 
o P, (4) = O (am ţinut seamă de legătura între aplicații liniare şi matrice). 
: Aşadar, A este o valoare proprie pentru f dacă şi numai dacă PX) este 
divizibil cuă-A. 

DEFINIȚIA 3.6 Fie A e o(f) şi P(X) = (X - 4)" Q(X) cu QQ) = 0. 


"Numărul n} se numeşte multiplicitatea algebrică a valorii proprii À. 
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Numărul r, = dimy V,se numeşte multiplicitatea geometrică a valorii 
proprii À. 
PROPOZIŢIA 3.9. Pentru orice À € o(f) avem r} < ni. 
DEMONSTRAȚIE. Fie A = {u] Uo,- li, } o bază în V, care, fiind sistem 
liniar independent în V, se poate completa la o bază B = {t r. lp Vr giren] 
a lui V. Pentru i = 1,..„r, avem f(u;) = Au,, deci matricea f în baza 4 are 


forma 
A0- E ce E 
0A 
Q O 
M? = An A aan 
9 


0 O ai A) e daia F 
unde cu semnul * au fost însemnate elementele necalculate ale matricei. 
Avem P,(X) = ai (X) = 4 - XX) -T(X) dar P(X) = (X - 4™ Q(X) 


„şi QQA) #0, deci r; $ n3. 


3.3. Proprietăţi de calcul ale valorilor şi vectorilor proprii 


Kai K = C şi fixăm o matrice pătratică A e M,(0), 
= (a; isi jsn: Această matrice este asociată operatorului f: c” — ca, 


X = (ae presta Dee AT = (Gata +.. + An alora tot oase Caii Ht Cana). 
Valorile proprii şi vectorii proprii pentru matricea A sînt prin 
definiție cele ale operatorului £. Aşadar, à e C este o valoare proprie pentru 
Ac(3)x z 0 astfel încît Ax) = Ax (3) +0 astfel încât x- AT = Ax (notînd 
X=x1) o XT. AT =X" co există un vector coloană nenul X astfel încît 
A: X =AX e sistemul liniar şi omogen (A ~ Al, ): X =0 admite soluții 

nebanale o det(A — AI) = 0. Aşadar: | | 
1. Un scalar je C este valoare proprie pentru o matrice 
Aec M,(C) dacă şi numai dacă A este rădăcină a ecuației 
caracteristice det(A - 4], ) = 0, adică | 


Ga -À a12 e Qin 
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2. Dacă P, (X) = CDX - 4)" (X 192 unde 4,4 e C sînt 
incte două cîte două şi dacă n,,..„n, sînt întregi > 1 cu 

e n, =n, atunci O(A) = (As Apl 

umerele n, 1 Sk <p, sînt multiplicităţile algebrice ale valorilor proprii E 


nform propoziției 3.9, dim V,, n, pentru orice 1<% < p. 


1.2 
EXEMPLE. 1) Fie A = 2 a): Valorile proprii sînt exact soluțiile ecuației 


2 x 
3 = 0 deci à; = 0 şi à» = 5. Vectorii proprii X = fi 


: corespunzînd lui 
2:; ; Ts 2 


bio.. — 2u 
verifică A- X =0 deci x, + 2x, = 0, 2x] + 4x, = 0, de unde X -| și ) cu 


A o. y: ti hd ; ! TR 
u +0. In mod similar, vectorii proprii Y = H corespunzînd lui A verifică 
stă 5 


relația A-Y=5Y deci yı + 2yo = 5ya, 21 + 4ya = 5yp, de unde y2=2y, şi 


i +0 
Toy 2 
2) Rotația în plan în jurul originii, de unghi 6, este definită prin matricea 
“(cos —sin0 l s o. f | 
A=}. . Valorile proprii ale matricei A sînt date de ecuația 
E sin 0 cos 8 


s0 - A -sin8 


= 0, adică O A2-2A cos0+1=0, de unde 
sin 6 cos — A | 


o(4) = (cos + isin 0,cos8 ~ isin 0). 

3) O matrice 4e M,(C) şi transpusa ei A au acelaşi polinom caracteristic 
deci au aceleaşi valori proprii (nu şi aceeaşi vectori proprii). 

3. Suma valorilor proprii ale unei matrice 4€ M,(C) este egală cu 
urma matricei A, iar produsul valorilor proprii este egal cu det A. În 
articular, 0 € o(4) o A este singulară. 

Acest fapt rezultă din propoziţia 3.1 şi teorema 3.8. 

4. Fie A e M,(C) şi à e o(4). Atunci à? e o(4*) pentru orice k > 1. 
Într- adevăr, există X + 0 astfel încît A. X = AX . Prin inducție după k se 
leduce imediat că A*.X = A}. X deci àf e o(A4%), cu acelaşi vector propriu 
“corespunzător X ca şi À. 

5. Fie A e M,(R) şi Ae CIR, A =a+if o valoare proprie pentru A. 
Atunci există un subspaţiu A - invariant al lui R” de dimensiune 2. 
Fie x e C” un vector Propria pentru à, x = x + ix” cu x, x” e R”, x” #0. 
Atunci notînd X = x7, rezultă A- X = AX deci | 

AI + iX) = (a + iB)XĂ + iX”), de unde AX’ = aX’ - PX’, AX = PK +X. 
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Subspaţiul S al lui R” generat de vectorii-coloană X “A” este deci A — . 
invariant şi în plus, X’, X” sînt liniar independenţi peste R deci dimp S = 2. 
Într-adevăr dacă X’ = mX’ cum e R, atunci X = X'+iX” = (m + DX’ 
şi din relația AX = AX deducem (m + i)AX” = (m + DA- X” şi cum 
m +i +0, rezultă AX” = AX”, deci A ar rezulta real, ceea ce este absurd. 


6. (Lema lui Gersgorin). Fie A = (a;),s jsn o matrice din M,„(C). 


n : 
Pentru orice 1 <i <n, se notează r; = Y la;;! şi fie bila 
jiji | 


n — 
D, = B(a;r,). Atunci are loc incluziunea o(A)c |] D;. 
i=] 
zi 
Într-adevăr, fie (Y) à e o(A), deci există un vector nenul X =| : | astfel 
| i. i | 


încît A-X=A.X. Alegem 1 <i < n astfel ca EA = max( ll, EAN A EA k 
deci x; + 0. Ecuația i din sistemul liniar A: X = A. X este | 


Apă +t (ag = A)ăi tut apă, = 0, deci (a; — Ax; = - Sax. ; Atunci 
Jolt 
a: n | a 1 jl 
la; -Al læ; s $ layl e, de unde la; - A|< X| Deoarece 
j=l; ji j=l; ji T p 
xl E 
EI. = < 1 pentru orice j zi, rezultă la; ~ Akr; adică A € Bla; 7,) şi incluziu- 
x; | 
nea cerută. 
EXEMPLU. Fie 
i ¿ | 
A=|0 3+i 1 |;înàcest 
1 -2 0 


caz, ri, = |i(+-1|= 2; rp=lşi 
ra = 3 deci valorile proprii ale lui 
A sînt cuprinse în reuniunea în- 
chiderilor discurilor 


= B(, 2); 
= B(3 +i, 1); 
D, = BO, 3). 


Figura 1.24. 
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„4. Diagonalizarea şi triangularizarea matricelor 


Fun corp comutativ. 

EFINIȚIA 3.7. Fie Ace ME. Spunem că matricea A este 
onalizabilă dacă A ~ D = diag(d,,...,d,), adică există Te M,(K) 
ulară astfel încît TAT =D, D fiind o matrice diagonală. 

Fie V un spaţiu vectorial peste K, dimgV =n şi f: V — V un endomorfism. 
unem că f este diagonalizabil dacă există o bază 8 în V astfel 
M 2 să fie diagonală. 


;SERVAȚIE. Dacă A este diagonalizabilă, în matricea diagonală D apar 
valorile proprii ale lui A (deoarece PA„(Ă) = Pp(X)); în particular, polino- 
| caracteristic al lui A se descompune în factori liniari peste K. 
ntr-adevăr, din A ~ D rezultă 
i „0 = Pot) = (de — XX - Dad, — XD = COL - d). 

i=} 


TEOREMA 3.10. (criteriul de diagonalizare). Fie V un spațiu vectori- 
este K, dimgV =r, f : V — V un endomorfism pentru care polinomul 


Dac DX = AV ~ dp). (X - àp)" e KIX], cu toţi A; e K unde 


E şi n tna+...+np=n. Atunci sînt echivalente condițiile urmă- 


b) există o bază Z în V formată numai cu vectori proprii ai lui f; 
x c) Va D Va =r PRR eV, = V; 


DEMONSTRAȚIE. a) — b) Ştim că există o bază B = lu, în V astfel 


di ; sînt valori proprii (vezi observația anterioară). Atunci rezultă 
| fu) = d4u}, deci u; este vector propriu, 

` Aug) = doug, deci uz este vector propriu, 

: fu) = dup deci şi u, este vector propriu, 

dică Z este o bază formată numai cu vectori proprii ai lui f- 
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b)— c) Evident V, OV, e „ƏV, C V. Reciproc, fie v € V; atunci. | 
U = Aju] t Aglio +... + UpUp, CU Q; e K. Cum u; sînt vectori proprii, grupînd 
termenii Oju; care aparțin aceluiaşi subspaţiu V} , rezultă că 
ve VA Ve. „OV, deci V = V} @® Ve. -D Vz- 

c) > d) Presupunem că ar exista i(1 < i < p) astfel încît dima e Va, < hi Din 


propoziţia 3.9. avem inegalitățile: 
dim x V, $ USE r., dim g V, < hi» vey dim g Vi, < Hipo 

adunînd (vezi corolarul de la teorema 2.16), obținem 

n = dim Va st e + img V,+.. + dim VA, <a te tn; +a tnp en, 
adică n < n, contradicție. | 

d) — a) Avem aa pia iph F 

şi dimg(V,, @®.. 0V, ) = dimg V} +.. + dim VA SM tatn =n, 
deri Va 9.0V,, =V. Fie A bază în V, , Æ bază în Vio ~- B, bază în 
V, . Deoarece V, AV, ` = 0 pentru i + 1, (propoziţia 3. 6) rezultă că pentru 
B = B Y B U.U B, avem card (B) = = ny + ng tatn, =n. Vom arăta că 
B este sistem de generatori în V : (Y) v € V, v =v] +Ug +... 4+ U, €U v; € V, 
¿= 1, ..., p, deci v = combinație liniară de vectori din Æ + combinatie liniară 
de vectori din Æ, +..+ combinaţie liniară de vectori din A, = combinație 


liniară de vectori din Z. Deoarece dimgY = n, rezultă că B este bază în V şi 


este formată din vectori proprii. 
Fie B = {u rUn Un si]; atunci putem serie: 


fiui) = Au +O- ug t.+0-u, 
flua) = 9 ' Ui + Àla +, D. Un 


© =n a pa. an 1. . 1. 1 pb 1. x a. 1. 1 a y 


(ESE SmE E SE S E rr. . 1 1. . |. x 1. 1... . . + 


fiu) = 0-uy +0-uo+. PA 


de unde rezultă că Mf = diag, n., Ai, Apo o Ags oes Aps ee Ap), adică f 

este diagonalizabil.: a | 
COROLARUL 1. Fie V un spaţiu vectorial peste K, dimgV =n, f: V> V 

un endomorfism cu P, = (-1)"(X - 4)" ..{X - 4) e KIX], 

nyt then. Dacă toţi n; = 1 pentru i = 1, ..., p = n, adică toate valorile 

proprii sînt rădăcini simple ale polinomului caracteristic al lui f a- 

tunci f se diâgonalizează. 


` 
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MONSTRAȚIE. Deoarece V,, 4 O rezultă că dimg V}, > 1; dar 
A Sn; = 1, deci dimg V, = 1 = m, i= 1, ... p, de unde rezultă că f 
onalizabil: 


OROLAR tUL 2. (teorema de descompunere spectrală). Fief: V > V 


onalizabil, V = OV, . Pentru orice xe V, x = S'a avem 
i=] i=} 


A = Ehx; deci f= 2ip; unde p; : Vo V, x > Xj 

BSERVAȚIE. Reținem următorul "algoritm de diagonalizare": Fiind dată o 
ice A e M,(K), se parcurg următoarele etape: 

Calculul lui PX) şi descompunerea în factori liniari 

PX) = CD" (X -4 AX = Ape. 

Pentru fiecare valoare proprie A e o(A) se a V, şi dim V}. 
ondiția ca A să fie diagonalizabilă este ca dim V, = n} pentru orice 
Presupunem îndeplinită această condiție. 

Se determină cîte o bază 4 în V,, A în Vp, -o A în V şi vectorii 
euniunea bazelor A U A v.u A, formează coloanele succesive ale 
i matrici nesingulare T. 


manm 


Atunci T` AT =D = diagh, -3 A, A, on Aa no Ao an ÀD. 


și s I 2 
EXEMPLE. 1) Matricea A = | 2 l se diagonalizează, deoarece are valori 


i: _9 í 
prii simple, o{A) = {0, 5}, cu vectorii proprii respectivi X = A ) X% = | ) 


= a 0 0 
Atunci luând T = (X; |X2) = | 1 ) rezultă TlAT = 0 A = diag(0,5). 


3 2 -6 
2) Matricea B =| 2 2 -5| nu este diagonalizabilă, deoarece 
2 1 -4 


(X) wA AX Fl) şi pentru A = le o(B), avem dim V} # n3, 
eoarece dim V} =lşin,=2, 

“Reamintim că o matrice A =(a;) e M „(K) se numeşte superior (respectiv 
erior) triunghiulară dacă a,;; = 0 pentru orice j < i (respectiv > 2). 
EFINIŢIA 3.8. Fie V Eat vectorial peste K, dimgV =n, f:V—V un 
lomorfism. Spunem că f este triangularizabil dacă există o bază £ a lui 


-astfel încît M a să fie superior (sau inferior) triunghiulară. 
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TEOREMA 3.11. (criteriul de triangularizare). Fie V un spaţiu 
vectorial peste K, dim, V =n, f:V > V un endomorfism pentru 
care polinomul caracteristic se descompune în factori liniari peste K, 
adică sii = CDX = Ap) (XX — 4) e K[X], cu toţi À;€ K, unde 


n+.. +n, =m. Atunci f este triangularizabil. 


DEMONSTRAȚIE. Fie à=] e€ of), atunci există me Va U1*0. 
Mulțimea {u4} este sistem liniar independent şi se poate completa la o bază 


A = (Uz Von- Vn} Deoarece flu) = àui avem: 
À Qg = Qin 
g _ |0 ag ~ aa À ag o ag), 
O a S nn 


Vom demonstra afirmația prin inducție după n. Pentru n= 1 afirmația 
este evidentă. Presupunem afirmaţia adevărată pentru n — 1 > 1 şi calculăm 


A- ap "s Oia 
O dy X © do 
P(X) = PAD | |> (AX) P(X} 
0 An? "nn zf 


Rezultă că Po(X) se descompune în factori liniari peste K şi atunci, din 
ipoteza de inducţie, rezultă că există 7, e M„-1(K), T, nesingulară astfel încît 
1 .C-T, = B, să fie superior triunghiulară. 


a a e E M,(K) 
ie gap A E) 


E | 1 0 
Avem det T = det T} z 0, deci T este nesingulară şi apoi T'! = | 0 p3 ) 
1 


1 O | 
deoarece se verifică imediat că T T = -1 | = I, - Putem calcula: 


ref aG fe a-b a) 
0: 7010 7] "10 70.10, 
unde B este superior triunghiulară, deci f este triangularizabil. 

COROLARUL 1. Fie A € M„(K) triangularizabilă şi (A) = (A, ..., Àp} cu 
multiplicităţile algebrice respective Ris so Np Myt. + n, =n). Atunci, 
(vV)keN, AŽ este triangularizabilă şi atat) = ` (4%, A) cu aceleaşi 


multiplicităţi [dacă 4% = 14 (i + j) adunăm n, cu nl. 
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ONSTRAȚIE. Fie T e M,(K) nesingulară astfel încît 


bu ba bin 
PAT a 0 boz ba, 
0 0 bm 


m presupune că avem 


A * x % 
i Xe % 
À * 
Ao 
B= 
An 
Ap 

0 

Ap 


A E SIE "E 
% $ 
Ah E 
| r 
B* = 
23 
a k 
Fei 
0 

k 
Àp 


(AP) = o(Bk) = 4% AÈ.. AÈ }, cu aceleaşi multiplicități. 
F , 7 ? 


OROLARUL 2. Fie A € M,(K) nesingulară şi triangularizabilă, iar 
(Ap „++ Ap) cu multiplicităţile algebrice n, ...; n (n; +. + np =N). 
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Atunci A”! este triangularizabilă şi o(A”1) = (TA, «+: TA) cu aceleaşi 


multiplicități. 
DEMONSTRAȚIE. Fie T e M,(K) nesingulară astfel încât 
A ia 
DADR 
Åp 
0 
Ap 


Avem det(T AT) = det B = Aji...A"» sau det A = det B = A At Æ 0, deci 
Az0  (Wi=1,2,..„p.  Caleulăm (TA IDB=0CTIATYTIAT) = 
=THAIAT= TIT =I, şi BITIAT) = I, deci B"L=TlA-LT. Rezultă 
că ATİ se triangularizează, deoarece B`} este superior triunghiulară. În plus ` 
avem: 


1/44 e e E 
iA % 
B = ; 
r 1/2, 
1/4, 


deci o(47}) = o(B-Î) = (IA, as VA), cu aceleaşi multiplicități. 
3.5. Forma canonică Jordan (C. JORDAN, 1838-1922) 


În cele ce urmează, dăm teorema de reducere a matricelor pătratice la ; 
forma canonică Jordan, cu demonstraţii complete. Sînt necesare o serie de ` 
pregătiri, unele importante prin ele însele. La sfirşitul acestui paragraf vom 
prezenta "algoritmul de jordanizare”. 

TEOREMA 3.12. Fie V un spațiu vectorial peste K, dimgV =n, g : V => V i 
un endomorfism (operator liniar al lui V) şi go go og, ke N". 


kori 


Atunci avem: 
a) Ker g? c Ker gt! şi Im g? D Im gktl; 
b) Există s e N* astfel încît: 
(notație): 


KergcKerg?c..cKergi=Kergtl= = Kg. 00 
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ntru acel s are loc: 
(nota iai 


Im g > Img? D. D Img’ = Im g5" =. = Kg). 
v = Kg) ® I@) şi Ke), Ke) sînt subspatții g-invariante. 


MÒNSTRAȚIE. a) Fie x€ Ker g; atunci gh(x) = 0, de unde g(gk(x)) = 0, 
ktl) = 0, deci x e Kergitl. Fie y e Im g+}, atunci y = = ghtl(x), xe V, 
y = ge), deci y e Im gf: 
Y ppupunem că nu Eo egalitatea în incluziunile 
- Ker Pa afis ÎS: Ps arii ceda A AnG avem inegalitāțile 
er g < dim pKer ll dim pKer gh <... < dimgV =n şi deci există 
astfel încît dimgKer gk >n, conira dice: Fie s e N* primul indice pen- 
e apare egalitatea Ker g° = Ker gstl. Să arătăm că Ker g°™ = Ker g°, 
N”. Aplicăra inducția după k. Pentru k = 1 avem, într-adevăr, 
i = Ker a°., Presupunem că Ker ca Ker g° şi să arătăm că 

1 = Ker g°. Avem Ker g* = Ker g*** c Ker gstktl Fie xe Ker gtt, 
Stt) = 0 sau g*"*(g()) = 0, de unde g(x) e Ker g° stk = Ker g°; rezultă că 
= 0 sau gia) = 0, adică x e Ker g°*1 = Ker g°, deci 


Din punctul aj avem incluziunile; 
Img D Img? D. 5 Im gt D. 


dim Im g* = n — dimgKer i", 


‘Zima’ g“ o dimy Im gt > dim g Im gh! « dim gKer g< dim g Ker -uiia 


er a #Ker Ada Rezultă atunci de aici afirmaţia. 


ca a 


d) Fie K(g) = Ker g* = Ker g” „şi Kg) = im g° = Im g = 

exe Ke)n I(g); atunci g*(x) = 0 gi x = g°@t) cute V. Rezultă ge (g()) = 0 
25(£) = a pp t e Ker g” = Ker g° (s > 1), de unde x = g°(t) = 0, adică 

^ Ke) = {0}. Atunci avem Klg) @® Ke) c V. Dar 

(Kg) e aţa = dimgKer g* + dimglm g* = n = dimgV, deci Ki(g) d Ig) = 

e xe Key; atunci g*%)=0, deci g°*Hx)=0 sau g°(g(x))= 0, o 
: Ker g5 = Kle) şi Kle) este g-invariant. 

Fie y e Kg); atunci y = g*(x), de unde g(y) = = gstl(x) = g°le(x)) e Im g* = Ie), 
11%) este g -invariant. 

DEFINIȚIA 3.9. Subspaţiul vectorial K(g) definit în teorema 3.12 se 
neşte nucleul stabil al lui g. Subspaţiul vectorial Ig) definit în aceeaşi 
remă se numeşte imaginea stabilă a lui g. 

ceste definiții se adaptează î în mod evident la matrice. 


EXEMPLE. 1) Se consideră operatorul g : RÉ o RĂ, (x, y, z,=(c—y,x-y, 
Y +z, t). 
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Matricea lui f în baza canonică este 


1 -1 0 0 
(1 =10 0 

Et E 
0 0 01 


Avem Ker A = (x [A -x=0 = {a -uf lae R}, unde u = (1, 1, 0,0); apoi 


2 _ | 
4 -i 
Q 


00 00 
10 0 00 
1 1 0 
0 0 1 


şi Ker A? = ((a,b,-a + b, 0)7| a,b e R}. Deoarece AÌ = A2, nucleul stabil al 
lui g este Ki(g)=KerA?= Kerg?, în mod similar, imaginea stabilă este 
I(g) = Im g? = ((0,0,u,vw7lu,ve R}. 
2) Fie D : Ro[ă] — Rol] operatorul de derivare; avem 
Ker D = (Pe R,[X]| P’ = 0) = R (polinoame de gradul zero), | 
Ker D? = (Pe RX] |PX) = 0) (polinoame de gradul întîi) şi în final, 
KD) = R[X], ID) = {0}. o | 
3) Dacă g este un operator nilpotent (adică (3) r>1, g” =0), atunci 
Kig)=V şi I(g)= 0), iar dacă g este un automorfism, atunci K(g) = {0} şi 
Ig) =V. | 
PROPOZIȚIA 3.13. Fie V un spaţiu vectorial peste K, dimgV =n, ` 
g : V — V un endomorfism. Fie v e V astfel încît g% 1v) 2 0 şi gh) = 0 
(k e N’). Fie W = {v, g(v),..., g“1(v))” subspaţiul generat de | 
B = fv, g(v),..., g* 1). Atunci: 
a) Z este bază în W şi dimgW =k.. 
b) W este g -invariant şi 


0 9... 

1 0... 0 
ME =|0 1 0 

0. 

00: 10] 


DEMONSTRAȚIE. a) Fie av + apte) ++ ago 0 cu gE K. Apliaa 
sl şi obținem: 


og" (v) o) + g'o) +.. „+ aug) = o, 
$ z0 Eg Bra 
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= 0.: Rămîne Oog(b) +...+ EA = 0 şi aplicăm g*2. Rezultă 
; KA z, deci op = 0, etc, ..., deci Z este sistem liniar independent şi 
este ! bază pentru W. În i rezultă că dimgW = k = card B. 

ex e W; x = 0u + Oog(v) tut ag) şi 


a atv) +a, g(v)+...+0,,g (v)+0, g(v)e W deci W este g-invari- 
S Ti | 


U = Uz, (U) = Uo, „o gto) = up ŞI avem: 
o gU) = up =0-u, +1l-ug +0: ug +t 0u, 
ine glug) = ugte 0- u, + 0-up + Lo ug hu 0 up 
| CE: glupi) = Up = 0 -uj +0 -ia +0- ug tt În Up 
g(u,) = 0 = 0-u4 +0 ua + 0: ug ++ 0- Uz, 


00..0 0 
10.0 0 
My =|0 1.0 0 
: 0 
00—010 


EFINIŢIA 3.10. Subspațiul W definit în propoziția 3.13 se numeşte 
pațiu g-ciclic. 
OLAR. În ipotezele propoziției 3.13, fie A e K şi 
+ A ly : V — V. Atunci W este f -invariant şi 
2000 
1 4 0 

ME =|0 1 A 
ii 0- 0 i A 
1ONSTRAȚIE.. Fie xe W, fAx)=gi(w)+rixe W deoarece W este 
ariant, deci W este şi f —invariant. Avem că 

a 200-0 


M? = ME + Al, = Q 1 À 

0- 0 1 å | 
Ti OREMA 3.14. Fie V spaţiu vectorial peste K, dim kV=n, f: V-V un 
domorfism. Presupunem că V = W, © W, ®..® W,, unde W, sînt 
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subspaţii f -invariante (V)i = 1, 2, ..., p, dimgW; =n; (ni + ngt... +n, = 
Atunci există o bază Z’ în V astfel încît 


a diag(M,, Mo, ..3 Mp) cu M, E Mp, (E) . 


DEMONSTRAȚIE. Fie A bază în W,..,, A, bază în W, Ş 
= A U A UU R. Deoarece W; ^ W, = {0} rezultă că 
card B = ny +ng +.. +n, =n, deci este suficient să arătăm că Æ este 


sistem de generatori ca să rezulte bază în V. Pentru (V)v e V putem scrie 
U =U] +U +.. +u, cuu E W,i=1,...„p deci v = combinaţie liniară de vectori 
din SA +..+ combinație liniară de vectori din Z „= combinație liniară de 


vectori din g’. 

Fie A = (us Uor Unh A = (ln tolin in re B = Un ttnt ont. 
Ținînd seama de faptul că fiecare W, este f -invariant avem: 
RU) =al t. t Angur +0: Un l tet O Un | 


Fun) = Qinti feet Cm Um, O Uma ut O-U 
Fun +) = Uy t.t 9. Un + Anting] TAR +1 Eet a, tnan +lin, ina Fiat 0 "Un 


> © . ọọ č 4 a ç u č a >ò e a ç a >ù ò > >% 43 


fu, p = 9. U +.. 0. Un + ry in +1 +... Q. Un +na Aut Anm tutni tiny ttn, gtl ++ Onnu 


deci M? p = diag(M,,.Mo,.-, M, A formă bloc diagonală, cu M, e MR). 


Teorema este demonstrată. | 
Fie Ac MAK) (K inel comutativ cu unitate) şi fie i,<ip<..<i, 
(1<ks<n-1) linii fixate ale lui A; fie j, <Ja <.. <j (sk sn - 1) coloane 


fixate ale lui A. Notăm cu Mp: = minorul obținut din matricea A la 
intersecția celor Fk linii fixate cu cele k coloane fixate. Notăm complementul 


. h ` În Ja În ceda = S hteti tjitetji {[},.. anI {A -Jat 
algebric al lui M; + cu Ai = CI) Mai) 


(minorul aflat la intersecţia celor n -k linii rămase cu cele n -k coloane 
rămase). Reamintim regula lui Laplace: dacă A e M (©, K fiind un inel 
comutativ şi dacă i, <i <... < i, sînt linii fixate ale matricii A (1 <k <n- 1), 


atunci A = X, Mii - Aj” (în mod analog, au loc dezvoltări după 
i Eat: i Băii au 
Ja < Ja <--<Jy 
coloane fixate). 


Folosind acest fapt, rezultă că dacă A = diag(M,, Mas n Mp) e Mp (K) 
este o matrice bloc diagonală cu `M; e M, (K) ŞI ny, + ng tutn 
det A = det M, - -det Mp... det M,. 


p = = n, atunci 
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dăm prin inducţie după p. Pentru p = 1 afirmaţia este clară şi presu- 

ormula adevărată pentru p — 1 > 1 şi fixînd liniile 1, 2, ..., n, va rezul- 
-m-regulii lui Laplace că 

let M,: det (diag(M,, ..., M,)) = det M, - (det Mọ ... det M,), ultima re- 

urgînd conform ipotezei de inducție. 

emenea ie ari a dia p Mas oo M) e M E, atunci 

Bo PA(Ă) = Pu, 0: Pu, (3). Pa, (X). 

adevăr, avem A - XI, = diag(M, - XI, Ma — Xin oo Mp — Xin) 


i d proprietatea anterioară, obţinem: 
PAX) = det(M, - XTn, ) ~ det M, - XI) = Pyr, (XD e Py, (XD. 


E tng+.. +n, =n. Vom nota P(Ă) = (X - 4)" şi Q; = PX) : P8), 


(X) = PX. QD, i=1,...p. 
ERVAȚIE. Ținînd seama de teorema Hamilton-Cayley şi de legătura 
plicații liniare şi matrice, putem scrie: 


P, (f) = aof” +f” +t a, ly = Oy, sau 
Jed = dp Lp) e (f — dap) aa (f - A m siy sau încă: 
P.f) Q; f) = 0y,t = 1, 2,. 


EFINIȚIA 3.11. Endomorfismul g; =f- À; ily g= = i 2, ..., p) se numeşte 
sorfism asociat lui f şi valorii proprii A, (deci f are p endomorfisme 


ia èy. Subspaţiul Vii = Ker g (= Ker (P4f))) G = 1, 2, ..., p) se numeşte 
i aţiu asociat lui f (deci f are p subspaţii asociate). 
] OPOZIȚIA 3.15. În ipotezele de mai sus avem: 
a o "a 
= b) V4 sînt subspaţii f-invariante, (V)i = 1,2,. 
EMONSTRAȚIE. a) Avem: V, = Ker(f -4;ly) = Kerg; C Ss Ee = VA 
oarece 7 n; > 1). 
b) Fie x e V^; gi (x)= 0 deci, pais 0, sau gi“ (g;(2)) = = 0 de unde 
(x) e Vă. Dar f(x) = g(x) + Ax, deci fix) e vă i adică V este f _invariant, 
i = 1,7 

EOREMA 3.16. (descompunerea primară). Fie V un spațiu vectorial 
e K, dimgV =n f:V—V un endomorfism al cărui polinom 
icteristic se descompune în factori liniari peste K. Atunci 

i V = Và V% 0.0 V*. 
JEMONSTRAȚIE. Să observăm mai întîi că polinoamele 
tdi Q, e KIX] sînt prime în ansamblu. Fie I c KIK], T 
i T QAT QA.. . +T,Q, € KIX] |T T, e KIXI; se vede imediat că I este 
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a ideal în KIX], deci este principal (vezi teorema 1.3), adică 

= (U) = (T. U € KIA] |T e KIX]. Deoarece Q; € I, i = 1,2,...,p, P 
i. IQ; (v)i = 1,2, .. p, deci U = 1. Dar U e I, deci există polinoamele 
H, e KIX], i = 1, 2, ..., p, astfel încît 1 = H,Q, + H3Qo +.. + HO 

De aici obţinem egalitatea de endomorfisme 

ly = Hf) Q tt H Fo Q) 
Fie acum v e V, oarecare. Din relația (*) obtinem: l 
v = QEF +.. + Q EO) = x ++ xp, 

unde am ținut seama de comutativitatea H; f) ° Q.(f) = Q0) - H;(f) şi am 
notat x; = QAFXHZAfo)), i = 1, 2, ..,p. | | 

Vom arăta că (V) į = 1, 2, ..., p, avem x; € V4., Calculăm: | 
PF) = PAFXAAFXEZ,(Fo)) = (PF) -QONE AO = Oy( (Fo) = 0 
deci x e Vå, de unde Ve V^ + Ve 4.4 Ve „adică 


V = V^ + Vă ++ Vie, incluziunea cealaltă fiind evidentă. 
Rămîne de demonstrat că suma este directă, deci că scrierea este unică. 
Fie y = xj tote e Yi Yp CU Xj, Y; € V^% i=l, 2, ..., P; obținem - 


=y a t (x, — Yp) = 0, deci z} tza +... + z, = 0, dacă notăm 
2; =x% -y € Vh, i=1,2,...p 
Presupunem de exemplu z, + 0 şi seriem z, = -Zo —... — z. Atunci 
Q Xz) = -Q f Xz) =. Q F Xz,). 

Dar Q, Xa) = (CDF — Agly)™ o. (F — Anly)?” (f — ågly)™ (z3) = 0 
deoarece z, e V* = Ker(f - Aly)" (am folosit comutativitatea). Analog re- l 
zultă Q, (fXz3) =.= Q (fXz,) = 0, deci Q, (fXz,) = 0. Dar, 

Qe) = (CD"(f — Agly) o Xf = Aa Lp) (2) = 0 
pentru i = 2, ..., p, de unde rezultă că Q, (f Xz1) = 0, (v)i=1,2,...,p. Din 
relaţia (*) obținem: 
z = HFX AOE) + Ha(FXQ (f 2). + HAX, G (2, )) = = 0, contradic- 


ție. Rezultă z; = 0, (Y) i = 1, 2, ..., p, adică x; = y; (Y) i = 1, 2, ..., P, deci scrierea 
este unică. 


TEOREMA 3.17. În ipotezele şi cu > uta jale teoremei anterioare, 
avem: 


a) dim, V =n,;; 
b) dim, K(g;) = n;; 
5 e) V% = K(g);i=1,2,. 
DEMONSTRAȚIE. 5 Conform ipotezei avem 
P) = CDX -AX - Ap) n + Na thut np =n. 
Conform teoremei de descompunere primară avem: 
E V= V^ oV% @...0V*, 
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43 Ker g” subspații f-invariante. Fie m; = dim, V; atunci 


ia t+. +m, =n. Fie &, = gli Şi fi > git Ala = lea » Pentru orice 


^ „avem B;i(x) = gii(x) = 0, deci gi =0peV*, adică g este 
3f t. Dacă A este o valoare proprie a lui £;, atunci A": este o valoare 
e a : Tui g = Ope V? , deci 4: = 0, adică à =0 (am folosit lema.: 3.4). 
ă că olg;) = (0). Fie acum 4e o(f,); atunci există xe V^, xz0, 
încât fix) = Ax, deci g,(x) = (4 — 4,)- x. Rezultă că A-A; e o(5,), 
= à; cu alte cuvinte endomorfismul f. are o singură valoare proprie pe 
ă are valori proprii. Din teorema 3.14 rezultă că există o bază Z' în V 
ncît să avem: 


MM... g 
M? = Ma i 
0 M, 


M EMm (K), aşa cum rezultă din demonstraţia teoremei 3.14, unde 


Mp, i = 1,2, „p. Dar P,(X) a 0. P, AD. P, „00, deci fiecare 


fe are valori proprii; în concluzie o(f;) = {4}, i= 1,2, ..., p, cu Haani 
m; Rezultă nu = CD'(X - Aa CĂ ~ Ap) AX = Ape 


A şi vea V=Ki(g) 91 (e) teb Dice Dai find fixat), 
dimpKi(g,) = m, şi dimyl(g;) = mo, my + Mmg =n. Din teorema 3.14 avem o 
Ø” în V astfel încît 


pe Mg asociată lui f = A, Kgy A de asemenea: relația 
Py (X). Pe (X), deci f au valori proprii. Ca la punctul a) rezultă cá 


e c ca sli proprie doar pe A, , deoarece g; = 0şig, are ca valoare pro- 


oar pe zero. Aici nu cunoaştem valorile proprii ale lui fa; vom arăta că 
(fa). Presupunem contrariul şi fie x e I(g;), x + 0, astfel încît fala) = AX; 
L. ~ Ally) = 0, deci xe Kerg; c K(g;), de unde rezultă că 
Ke; ) aI; J= = 10) contradicţie. În concluzie, Pa (4) = 0 şi are loc relaţia 
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Din prima afirmaţie, pentru 7 = k - 1, obţinem 
œ = 0,2=1,2,...„,r,deciu = Q. 


OBSERVAȚIE. O mulțime (4, Uz, ..., u} cu proprietățile din lemă poate fi 
obținută prin completarea oricărei baze a lui Ker g*1 la o bază a lui Ker g*. 


TEOREMA 3.19. Fie V spatiu vectorial peste K, dimgV = n, f : V > V un 
endomorfism cu polinomul caracteristic 
P, (X) = (I (X-A "(X = Ap)... (X ~À)" e KIX], ntng t. tnp =n. 
Atunci pentru orice i = İ, 2, ..., p, dacă f; =f RE 4, — Vii, există o bază 
Z; în V^ astfel încît M” să fie bloc Jordan avînd pe diagonală 


scalarul À.. RN | 


DEMONSTRAȚIE. Pentru simplificarez: scrierii vom nota A; = nm 
8; =f-A ly=g, V^: = VA. Conform teoremelor 3.17 şi 3.12 avem elana 
stricte: | 

(0) c V, = Ker g c Kerg?c... C Ker g1 C Ker g5 = Kæ) = V, 

unde s<m. Notăm d, = dia ar £ gt, k=0,1,...,s şi avem inegalitățile: 
0=d <d; <d;<.. <d <d, =m (multiplicitatea algebrică), unde 
d, = multiplicitatea geometrică a valorii proprii A. Notăm p;=d, -dpi 
Po = des — daco eo Psi 5 da dp P,=du. Vectorii x din Ker g*! Ker gt -l se 
numesc vectori de înălțime k şi au proprietatea că g*(x) = 0 şi g*-1(x) # Q. 

Alegem p, vectori de înălțime. s ca în lema 3.18, adică 


Bit alia pai "E e Kerg’ \Ker g”? 


: astfel încît (025 ee Up y O Kerg“ ! = Kerg’ = VA „şi itj tga Up, ee 
sistem liniar i speli det (aceasta din urmă rezultă de E din prima... 
proprietate). Conform. observaţiei anterioare, alegerea se poate face prin 


completarea unei baze oarecare a lui Ker gs. Avem 
-2 


E glu), gl). ogun) je Kerg?” \ Ker g“ , 
căci da (glu) =g°(u;)=0 şi g 5-2 glu; ))= g tu;) #0. 
Conform lemei: 3.18 rezultă că g(44),...,„g(u,) este un sistem liniar 
independent şi că {g4 ),., gup I m Ker p -0. Atunci pi + d,o $ d,i 
deci p, Spy şi completăm o bază a lui Kerg*2, cu a | 
gau) n gu, , Upao Up € Kerg" 1 Korg" a 

la o bază a lui Ker g Continuăm procedeul şi avem: 
ga), n-a 2, Bug a), o Blu, C Ker gt \ Ker g? 
conform lemei 3.18 rezultă că obținem un sistem de vectori liniar indepen-: 
dent şi că (său), -. ong “u, ), Blu se: » glup, D7 A Ker gs = (0). 
Rezultă p, Spa şi iar completăm l la o bază a lui Ker g*2, ete. Obţinem în final, 

următoarea diagramă de. vectori: 


SUS RA SEDAN EDY RR INITA pierit 
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s=Î > gl), oo Ep) Up ràng Up, 


i E g'a SPETA glup); Buz +> as glup, )); Up o Ep 


ESET a) a g up D g P p 1) e up) e ligh g g) 
Ji a o g tepli puii iata dp 
ne py + p+... +p, =d, ea +d, -dp 2t..+do -d =d, =m 
ar îndoaie. deci o bază în V, (dimgV° =m) (faptul că sînt 
dependenţi este o consecinţă a modului în care au fost ăia vectorii 
mpletarea bazelor şi a folosirii sumelor directe). 
rcăm că, luînd subspaţiile lui V^ generate de vectorii de p pe fiecare co- 
in diagrama de mai sus, în ordinea coloanelor, obținem pe V^ ca sumă 
e subspaţii ciclice, şi anume: p, subspaţii ciclice de dimensiune s, 
subspații ciclice de dimensiune s — 1, p} — p, subspaţii ciclice de dimen- 
- 2, etc, -P~ P; Subspații ciclice de dimensiune 1, deci în total 
p + P; ~ P;-1 = P; =d subspaţii ciclice (atîtea cît ici aa căt 


e (adică g- Pa au: „g5 a D Sa ia p iu), aa 


Eni Use tu pi ake Up arie ph? şi aplicînd corolarul 


0 
n ) 
mi 10 
1 
GD a 
O LA 
A 0 
a, 
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Deci în M A sînt p, celule Jordan de ordinul s, pọ ~p; celule Jordan de 
ordinul s — 1, ..., p, — py celule Jordan de ordinul 1; dacă p, =P}; atunci nu 
apar celule de ordinul s + 1 - k. 

TEOREMA 3.20. Fie V un spațiu vectorial peste K, dimọV= n ş 
f:V-V un endomorfism cu polinomul caracteristic descompus în 
factori liniari peste K: 

P,(X) = (CDX -M(X -A.X -Ap E KIX], 
unde n; +ng +... +N, =M Atunci există o bază Z în V astfel încît M ra să 
aibă formă canonică Jordan. 

DEMONSTRAȚIE. Conform teoremei 3.16 de descompunere primară avem 
că V = Vi y^ Q.. ov. Conform teoremei 3.19 există în fiecare V?: cîte 


o bază By astfel încît M s să fie bloc Jordan cu scalarul A, î=1,2,. 


Atunci din teorema 3.14 rezultă că în baza B = Z UB U... UB, avem 


aura rr=nduau 


formă canonică Jordan. 
COROLAR. Fie A e M (K) o matrice pătratică pentru care polinomul 
caracteristic se ia dacă în factori liniari peste K, 


PA) = ev JJa- mA", (A) = (gs s Ap) Şi Pa + e EEN 


Atone adia o ai ina size galasă Te MK) astfel încît T7 LA.T = J 
unde J este o matrice sub forma canonică Jordan. 


DEMONSTRAȚIE. Fie f: K” -> K” endomorfismul asociat lui A în baza 
canonică 4, din K” (deci Ax) =x- y. 
Fie T matricea de trecere de la baza 4, la baza B din teorema 3.20 


Atunci TAT = Mp =. 
A jordaniza o matrice A e M (K) ca mai sus, înseamnă a indica o matrice 
nesingulară T e M (K) astfel încît 7” 1. A-T =J (forma canonică Jordan). 


OBSERVAȚII. 1) Forma canonică Jordan este unică pînă la o permutare a 


celulelor Jordan. 
| 2) Demonstraţiile teoremelor 3.19 şi 3.20 sînt constructive, deci ne oferă 
un algoritm de aducere la forma canonică Jordan. 

3) Teorema 3.20 nu are loc dacă K=R şi PAX) nu are toate rădăcinii 
reale. Pentru aceste cazuri dăm cîteva definiții: 
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niţia 3.13. Fie n=X -@,. X- a. = ză -4E KIX} un polinom 
primul coeficient = 1). Matricea 
0 0 0 0 ao 


100 


O 
Q 
pa 


| 0 0 0- 1 0, 
imeşte companionul matricial al polinomului n. Polinomul 


aristic al lui C, este (-1Yx. 
> = č, ne KIX], k z 1, n monic şi ireductibil peste K, grad n=r. 


C, 0 0 
N C, 

Ja=| 0 N^ eME) 
g ss NG 


numeşte celulă Jordan (peste K) ataşată polinomului m, unde 
cea Ne MK) are toate elementele nule cu excepția lui n}, egal cu 1. 
örema Jordar”are loc şi în acest caz, doar că celulele Jordan sînt ca 


“definite mai sus, În cazul K = R, dacă n=X -ìe RIX] şip = = TE, atunci 
-0 


Fas 


à O0 
1 à 
r 0 i 
0 --- i A 
arece C=C (5 şi N = DI, adică forma anterioară a celulei Jordan. Dacă 
Ke. = BX -ye REXI cu B? + 4y <0 (n ireductibil peste R) şi P = m, atunci 


0 y! A 
o io yi 0 
0 oil pi | 
Jid o io: 
i io oii pi 
Q sto] 
0 0i1Bj 
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Pe cai E e -Y O 1 
deoarece C = şi 
= d B 9 0 


Prezentarea algoritmului de jordanizare 


Presupunem că este dată o matrice A e M (K) satisfăcînd condiţiile corola- 
rului teoremei 3.20, 


ETAPA I-A. Se calculează polinomul caracteristic 


BROD E-a" 


, EET. E utili ate + | iapă 
şi spectrul o(A) = (,, ..., A), Nino. | | 
ETAPA A II-A. Fixăm o valoare proprie A = 1, € o(A) şi fie B=A -àI 
(matricea asociată operatorului g =f-A,ly dacă A este asociată lui f). Se 
calculează şirul ascendent al nucleelor, staționar după un număr finit de 
paşi: 
V, = Ker Bc Ker B? €... C Ker B° c Ker B° = K(B)= V^ 
(reamintim că dim V, = multiplicitatea geometrică, iar 


dim V^ = n, = multiplicitatea algebrică ale lui 44): 


“ETAPA A T-A. Alegem vectori-coloană liniar independenți | i 
E (i E Ker B° A Ker Ra astfel încît Ker p O lu, s Up} = Ker B’. 


Aaa vor constitui prima linie a tabelului de mai jos: u,,.. Up 


Se calculează vectorii Bu,,..., Bu, care aparțin lui Ker B*1| Ker B' 


ea 


EO. : s~]. s- | 
alegem vectori liniar independenţi u, „.,...„u, € KerB"1|KerB"? astfel 
f Pti? UO “pa : 

încît 


Ker B°? @ {Bu ,..., Bu, up 4D e Up, = Ker Bl. 


Se poate scrie atunci o a doua linie de vectori a tabelului (*) 


Buz, Bug Up ss pa 


Se calculează apoi prin înmulţirea acestora cu B, vectorii 


Bu. Bu 


pith? aas Pi 
şi se aleg vectori liniar independenți Up, o Up, din Ker B®? \ Ker B** ast- 


fel încît 


-3 2 2 | ~ s= 
KerB' @ {Bu -.., B Up o Bug 41 e Bu S up, = Ker B° “ete. 


În final se completează următorul tabel: 
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Wiser 
Bi pesii pp Épar totp, 
2 2 | 
(e Bu. B u „Buy sila m Bu, Upao Up, 
—1 s~} s-2 s-2 
7: ia PSDR - pp 8 Ul B pa demo Up rare Up, 


a linie constituie o bază pentru V, = KerB. Subspaţiile generate de 
ale tabelului (*) sînt B —ciclice; mai precis p, dintre acestea sînt de 
siune s, pọ -p, de dimensiune s~ 1, ..., p, —p,; de dimensiune 1. În 
y% este suma directă a acestor subspații ciclice, al căror număr total 
gal CU pa t (P~p) +o t ps Ps) =P, = dim V, . Reunind toți vectorii 
belul (*), luînd coloana Po apoi a doua, a treia ete., se obţine o bază 


ui Vi. Notînd B(A,) = (bloc diagonal format din atîtea celule cît 


în 


APA A IV-A. Se reface etapa a III-a pentru fiecare din valorile proprii 
A, obţinînd o bază Æ, pentru pi2,... şi o bază B, pentru Viz. 
nd bazele Bi,- 8, se obţine o bază B pentru V^ B... V° =K" 
ma 3.16). Notînd cu T matricea nxn avînd drept coloane succesiv 
rii din 8, B,, ..., B, , se obține o matrice nesingulară şi T'AT =J. Dar 
Sa. pe D 
i d SR 


iecare bloc ciagonal B(,)= M” l1 sk <p este format din atîtea 


VAR? 
e Jordan cît dim V, . 


e i ~l -i 
4 EMPLE. Fie 1) A=] -3 -4 -3 |. În acest caz, A € M (R) şi 
i 4.76 


PAD) =X + 1XX 2, deci n, = 1, n, = 2, o(A) = {-1, 2}. 
onsiderăm mai întîi à =-l, cu n,=1. Avem B=A-ìÀJ, şi 
Vi = subspațiul generat de u, = (0, 1, -1)7. Tabelul (*) corespunzând lui 
deci redus la un singur vector: | 


C) ui. 
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-i1 -1 ~i 
Apoi pentru A. = 2 avem m, = 2 ṣi B= A ~—2I; =| ~3 -6 -3 |, rezultă 
4 7 4 


VA subspaţiul lui R? generat de (1, 0, ~1); apoi dim VL 


Xi 
yV»? = | Xo |x, + 2x3 +X = 0} şi dim V*®? =2, Şirul ascendent al nucleelor 
X3 
este V, € eva 
Alegem t E e Via W, astfel încît V, © {ug} = = Vi; de exemplu 


Up =(-2, 1, 0). Tabelul ( +) arată î în pa caz astfel: 


unde 


4 1 i 
AFEN 
Luînd matricea 
0 -2 1 
T =(u lusluz)=] 1 1 0 
-1 0 -1 
rezultă 
-1 00 
TIAT=J=| 0 2 0; 
O 12 
a I | "i 
l eL 3 0 1| 
2) Fie A=] T | din MAR) 
eaa 
n ză 


În acest caz, PAX) = (X - Dt şi rr {1}. Atunci pentru A = 1 avem 
dimp = 4, deci VA = R4. Şirul nucleelor este 
V, = Ker B c Ker B’ c V°= RÊ, 
unde | z 
| B =A -— Î3. a 
“După un calcul evident, V, = (ta, b, -b,a ~ 25) |a,be R) şi i dimp V; = 2, 
Apoi Ker B? = {(x4, X9, £a, x) lx- + Xa — x4 = 0} şi dimp Ker B’ =3. 
Alegem u, € VA | Ker B?, cu Ker B’ @ lu, = = VA; de exemplu u, =(1000) 
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0 1 10)f(1 0 
-1 2 0 1||0| |-i 
Bu, = «| = A 
-1 0 —2 1110] |-l 
| 0 -1 -i 0j |0 O 
evident V, E (Bu,)” = Ker B°, caleulăm 
| O 1 10 -2 
E TE -1 2 01 -2 
aia E ME 
O -1 -10 


ru V; de exemplu us =| g |- 


a 


elul (*) este aici de forma 


“i 
Bu, 
Bu, uz 
1 0 -2 1 
0 -1 -2 0 
T=(u, | Bu, |B’°u, lu) = 0-1 20 
0 0 21 


nform teoremei anterioare, 


1000 
1100 

lam 
PATa aod 
0001 
-7 3 1-46) 
g 3 tg 
A=) ò o 2 oP 
eaat. Bi 


ai n =2 na 
P,00= (+ 1207 2) deci o(A) = (z, ih În acest caz, 
ubspațiul lui R$; generat de (0, 1,0, -1)7, deci dim Va =1. Apoi 
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ü fine alegem un vector u € V, astfel încît [Bu], ii să constituie o bază 


V^ = Ker B2= = (cc Xo, Xa, X4)? | X% — Xa = 0, x + 20), o 
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unde B=A-214; dim V, =2 şi V% =V}, = subspațiul lui Rt generat de 
(1, 2, 0, 0)7, (0, 2, 0, 1)7. Tabelul (*) pentru A = À = 2 este de forma 
ix = (0,0,1,0)" o 
Bu = (A -21 )u =(1,1,0,-1)7. 
Pentru A = à, = —1, tabelul este de forma 
(*) la, Wa 

unde vectorii uz, u constituie o bază pentru V, =Ker(A +14); de exemplu, 
ua = (1, 2, 0, 0) şi u, = (0, 2,0, 17. Luînd 


0 110 20 0 0 

0 122 E o 308 E E: 
T= o o obrezută AT=J=i0 o -1 otl 

0 -101 100 0-1, 


OBSERVAȚIE. Aplicațiile jordanizării sînt numeroase. De exemplu, dacă 

A e M (K) şi PAT = J (forma canonică Jordan), atunci 

OAM STAA Da, 
deci A” = T - J” - T”! pentru orice n > 1; astfel se calculează puterile naturale 
ale oricărei matrici (reducîndu-le la puterile lui J, care se efectuează pe 
celule). 

Vom vedea mai tîrziu că sistemele diferențiale liniare de ordinul T cu coefi- 
cienţi constanţi se rezolvă folosind jordanizarea, care în plus permite 
"decuplarea” sistemelor respective, în subsisteme mai mici, asociate unor 
celule Jordan. 


$ 4. Metode numerice în algebra liniară 
4.1. Rezolvarea sistemelor liniare 


Fie un sistem liniar AX = B, cu A€ M,R) matrice nesingulară. Atunci 
sistemul admite o soluţie, unică. Pentru rezolvarea lui efectivă se pot aplica 
metode directe (Gauss) sau metode iterative (acestea din urmă recomandabile: 
pentru n mare). Regula lui Cramer este nepractică şi are doar o însemnătate 
principială. Într-adevăr, aplicarea ei conduce la calculul a n + 1 determinanți 
de ordin n. Dar calculul unui determinant de ordin n revine la a calcula o 
sumă de n! termeni, fiecare termen fiind produsul a n factori. Aşadar, pentru 
a aplica efectiv regula lui Cramer, trebuie efectuate cel puţin N = (n + 1). (n!) 
operaţii. Deoarece n! > n'e”” pentru orice n > 1, rezultă N > (n+1) - n” -e”; de 
exemplu, pentru n = 30, rezultă N > 10%, Astfel, dacă se efectuează 10°. 
operaţii pe secundă, rezolvarea unui sistem liniar de 30 de ecuații şi 30 de 
necunoscute prin regula lui Cramer ar necesita cel puţin 10° ani! 


NISA E BA DIOR A RAATI EE TEOT Io fe A AITA RD A e 


PRAE 


AA 
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Metoda lui Gauss (K. F. Gauss, 1777-1855) 
ie un sistem liniar | 


1 1 T ar! 

| x, + aia + „+ aiba n ab, unde af = -L (asj<n+1). 

naei a11 

f ulțind aici cu a; pentru i = 2, ..., n, scăzînd din ecuația a i-a şi punînd 
a) (1) : f 

tine ecuația 


a” 
Sope = Q; n41 Pentru i = 2, n. 


onstată că am ada n+1+(n+ D(n- )=n2+n operaţii. Aşadar 
mul' inițial (1) este echivalent cu sistemul 

(1) (Da 2 at | 
Xy Pip Xa toe Tana F O nrl | i 


(4) (e agil 
Aog Xo ti-au > Co msi 


a) Da e 
agg Xg Fa + agp n Ca n+l 


(1) (1) D, (1) 
Xa t Ajg Xo + Aig Xg E.r Oană * Ci nyl 


(2) 2 gP 
Xo + Aog Xa t.. taon Xn T Co nl 


(2) 2 _ Q) 
Agg Xg Hor F a Xn = Ca nui 


a? (2) (2) 
Gusa toet Onn Xn = 


| 
a) 
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(1). (1) (n (1) 
Xy taig Xg + Ajg Xg +... taia = ai, n+l 


(2) 2 a 
Xo F Aag Xg F. Faon En = Co nat 


(3) _ (3) 
Xg Har tagn Xn T Ca nyl 


(2) 


(a-a) 
Xp ZE Gunn ei GG], n+l 


> (a) 
Xa F On ni 


Acest sistem se rezolvă "de jos în sus”, Se constată că numărul total de 
operaţii este 


Ș: (42 + ya e e E a, 
k=} 3 


OBSERVATII. 1) Pentru a obține o precizie mărită se PEET ca la 
fiecare pas k, în cazul cînd elementul af este nul sau "foarte mic", să se 
schimbe locul ecuațiilor astfel încît pe locul acestui element să fie situat 
elementul cel mai mare (în modul) dintre a% D ceu p=k+1,... n, numit 


pivot (pentru pasul respectiv). 
2) Se observă că în aplicarea metodei Gauss anterioare se obține ' 'en 


passant" şi valoarea determinantului matricei A, anume 


= (1) n-i} 
A = Q1 ' asg Ssi Qan `; 
EXEMPLE. 1) Rezolvăm prin metoda Gauss sistemul 
2x, + Xo = 4 
4x —Xa =l 


XI + Xo + 23 =0, 

Pe: ` r A = fă i cca { A 
urmînd etapele anterioare. Prima ecuaţie se scrie echivalent x, + z% 2. 
Inmulţind-o cu —4 şi cu —1 şi adunînd-o la ecuațiile a doua şi a treia, se obţine 
sistemul echivalent 


2 
—2x3 s X3 ni 


i 
| 
~] 


1 
— Xo + 2x, = —2 
912 X3 


Sa: stie Aa 1 a a ; si 
Se observă că dintre elementele —2, 3 (coeficienţii lui x, din ecuaţiile a 
doua şi a treia) primul are modulul mai mare, astfel că nu trebuie modificată 
zi 2 i SOTEER SO 
ordinea ecuațiilor. Inmulțind ecuația a doua cu 3 şi eliminînd apoi-x, se 


obţine sistemul triunghiular echivalent cu cel iniţial: 
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1 
i 7 
Xs + ~X = — 
: 3 2 
15 
Xa == "a 
e soluția [- = 32 E) 
ne r T] 
jezolvăm sistemul tri-bandă 
Xa + 2X7 = 4 
5x, + 5x, + x = 4 
mo op si 2x4 = 20 


= 

pae 
E n 

ae 
Ra OR 
wb N 
l 
Ba 
1 H 
i 
W A 


— Xo — Xg = —9 
| Xp + 2x4 = 20 
minînd x, 

A xy + 2x = 4 
1 4 
Xo +t Xg + g“ = 3 l 

La _ 4i 

p 5 

ca + 2x, = 20 


rma triunghiulară se obţine intervertind ultimele două ecuaţii (pivotul 
ntru x, fiind indicat în pătrățel). Soluţia sistemului este (-218, 111, -102, 


e oală constata că pentru un sistem liniar cu matricea tribandă cun 
aţii şi n necunoscute, numărul total de operaţii este 9n. 
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b) Metoda iterativă a lui Jacobi (K. G. Jacobi, 1804-1851) 

Să presupunem că un sistem liniar A - X =B [cu A € M nR), Be M, (R) şi 
A nesingulară] este echivalent cu un sistem de forma X=C.X+D unde 
Ce MR), DeM 1R), cu condiția ca pentru matricea C = (Cj hisi jen Să 


avem 
P = 5 $e}<1 
i=l j=l 

TEOREMA 4.1. (Jacobi-Banach). În aceste condiţii, şirul de vec- 
tori-coloană X definit prin recurenţă astfel: X = arbitrar, | 
X+*D = C. 4% + D este convergent către soluţia £ a sistemului. În plus, 
are ti formula aproximativă £ = X%, cu evaluarea erorii 
lci 

— ICI 

DEMONSTRAȚIE. Să considerăm aplicaţia 

Q:RoR,XoC.ĂX+D 
(identificăm elementele lui R” cu vectorii-coloană n-dimensionali). Pentru 
orice X, Ye R” avem 
dlo(X), p(Y)) = ep) -o| =(C-X+D)-(C-Y + D)|= 
= jet -Ps Cl-lX -Y]=|C]- ax, P). 

Deoarece |C]<1, rezultă că aplicația ọ este o contracție; restul rezultă din 


principiul contracției al lui ST. BANACH (1892-1945), tratat la cursul de 
Analiză matematică. 


|y - Ea T- ci -Xoh k> 1. 


4.2. Înversarea matricelor 


Fie Ae M,R) o matrice pătratică nesingulară (detAz0). Calculul 
| 1 

det A 
aplicarea metodelor numerice, deoarece revine la calculul a n? determinanți 
de ordin n - 1. Folosind de exemplu algoritmul Gauss, putem rezolva 
simultan cele n sisteme 


inversei lui A după formula A = (A; lia jsn este impropriu pentru 


0 
A:X=e, unde e;=; |1}, 1SjSn. 
0 


Pentru j = 1, 2, ... n se obtin respectiv soluțiile Xy X, no A, (vectori-coloană) 
astfel încît A . le = e; Considerînd matricea | | 
X= X [X |... X), 
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A-X=(4AX, IAR, |... AX) =(e, le, |... le) =1, 

are A!=X. În practică, pornind de la matricea 2n xn, (A IL), se 
-prin operații de tip GANGE, o manies de tipul (Z, „LA Şi organizând 
iucrurile, calculul lui A”! necesită 2n? celule de memorie şi 2n” operaţii. 

tru valori mici ale lui n se recomandă următoarea metodă: fiind dată 
serie sistemul liniar A -x =y cu x, y vectori-coloană au 
se rezolvă prin metode elementare şi se obţine x = By. Atunci A! = B. 


: 2 1 
XEMPLE. Fie A = f J Scriem sistemul A . x = y, deci explicit 


dx +X = Y; 
X + do = Yo. 


ind prima ecuație cu —4 şi adunînd cu a doua, rezultă x, = E Y = Yo şi 


, atunci sistemul A - x = y se scrie 


p> 
ll 
m O N 
Omo 
OO 


2%, + Xo = Yi 
Xo = Ja 
Xi = a 


4.3. Calculul rangului unei matrice; forma eşalon 

că A e Mmn (R) este o matrice, atunci am văzut că rangul ei p(A) este 
u dimensiunea subspaţiului lui R” generat de cei n vectori-coloană ai 
“(deoarece acest subspațiu este tocmai imaginea aplicaţiei liniare 
R”, x A- x, asociate lui A). Deoarece p(A) = p(A7), un rezultat similar 
¢ pentru liniile lui A. 

amintim că am numit elementare următoarele trei tipuri de 
ormări asupra coloanelor lui A: intervertirea a două coloane oarecare; 
ulțirea unei coloane cu un scalar nenul şi adunarea la o coloană a 
ntelor unei alte coloane. Deoarece subspaţiul lui R” generat de 
ele lui A nu se modifică, rezultă că rangul lui A nu se modifică prin 
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aplicarea unei transformări elementare (sau a unei succesiuni de astfel de 
transformări) asupra coloanelor lui A. 

© Prin transformări elementare asupra coloanelor, din orice matrice . 
A e Mmin (R) de rang r se poate obţine o matrice de forma 


r ner 


peer eee, ——— 

Cr Q $) KTR Q Q rae Q 

t 0 0- 00-0 
C2 
Æ 

Gg ne i ios ihi<b<ġ<...<i 

Cir O E 0 

* 0... 0 

kok k 0-0 

unde cj, Cige Cir sînt scalari nenuli (numiţi pivoţi); astfel de forme se mai 


numesc matrice eşalon pe coloane. În mod similar se definesc formele 
eşalon pe linii. 


0 2 4 
EXEMPLE. 1) Fie A= 6 1 J atunci intervertind coloanele întiia şi a 


; A , = Lg A | 
treia, apoi înmulțind prima coloană cu "F şi adunînd la a doua, se obține: 


a [420 (400 
WWE sl 20:00 


şi aceasta este o formă eşalon pe coloane pentru A; rezultă că p(A) = 1 


2) Avem 
214 )\ (124 5 A00 0) 
2-8] [1:08 |I 
A= > 2 6 ol 7 ja 2 6 -2|?|2 -2 -2 4 
416 5] |146 8] li 2 2 4 
1000A A00 A000 
i taa] Ji Lol | 100 
Ola 1-2 alla 1220|72 100} 
1-1 2 4) (1-1 20] (1 -100 


formă eşalon pe coloane pentru A; aşadar, pA) = 2. 
3) Ne propunem să aducem la forma eşalon pe linii matricea 
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1 1/2 0 1/2 1 1/2 0 1/2 1 1/2 0 17/2 
s 0 20, yalo 290 “e iz ee 49 A 
4 3 2 1 0 1 2 -— 0 0 0 0 


— 


înă transformări elementare atît asupra coloanelor cît şi asupra 
unei matrice A de rang r, se poate obține în final forma — eşalon 


îi „00 

4; > B şi B este o formă eşalon pe coloane a lui A, atunci p(B) = p(A) 
hele lui B generează ImA, în mod similar, dacă A -> C şi C este o 
“eşalon a lui A pe linii, atunci Ker A = Ker C (pentru că sistemele 
i'omogene Ax = 0 şi Cx = 0 sînt evident echivalente). Reamintim că 
e M,„(R) şi p(A)=r, atunci spaţiul vectorial KerA al soluțiilor 
lui: liniar şi omogen Ax = 0 are dimensiunea n ~r; în particular, dacă 
unei sistemul admite numai soluţia banală x = 0. 

LACAȚII, Să considerăm o rețea electrică (prin care trece un curent 
nt) avînd m noduri (vîrfuri) şi n arce. În fiecare vîrf al rețelei suma 
ăților curenților "care intră” 
gală cu suma celor "care ies" 
exemplu în figura 1.25 avem 
4 n=6 şi în nodul 1 avem 
+ 1. De asemenea, suma căde- 
e-tensiune în lungul oricărui 
ir închis este nulă (de exemplu, 
ură dacă E, este căderea de ten- 
` pe arcul I, în direcția săgeții, 
ci pentru triunghiul 143 avem 
E; + E, = 0). 

tea sînt binecunoscutele legi ale 
t R. KIRCHHOFF (1824-1887), 
admit o reprezentare matriceală 
rcabilă, 

Să notăm cu M =(a;; i sism1sj<„ Matricea de incidență a reţelei, în care 


Figura 1.25. 


re element a,; este egal respectiv cu 0, 1 sau ~1 după cum arcul J nu trece 
xirful i, "iese" din i sau "intră" în i De exemplu în cazul figurii 
rioare, 
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1 0-1 1 0 9 
-1 10 0 1 0 
0 -1 1 0 0-17 
0 0 0-1 -1 1 
Atunci legea lui Kirchhoff relativ la curenți se scrie matriceal astfel 
I 


20 dia JI 
M -I =0, unde I = f 
I 


n 


M= 


este vectorul coloană al curenților pe cele n arce. Pentru a scrie matriceal 
cealaltă lege, vom fixa în mod convențional în primul vîrf un potenţial p, egal 
cu 0 şi vom defini potenţialul p; în fiecare vîrf i astfel încît căderea de 
tensiune între orice două virfuri i, J (presupuse unite şi parcurse în sensul 
1—J) să fie egală cu diferența p;-p; a potenţialelor. A doua lege a lui 
Kirchhoff afirmă deci că, în lungul oricărui contur închis al rețelei, suma 
căderilor de tensiune este nulă (deci ne întoarcem cu aceeaşi. valoare a 
potenţialului cu care am pornit). Ca atare, notînd cu p vectorul-coloană 
m--dimensional al potenţialelor. şi cu E beata n-dimensional al 
căderilor de tensiune, rezultă că E = M7 . SE. 

ie jineua aşadar că Je KerM şi T € Im(M7; în particular, avem 
ET-I=p"-M-I=0. Scriind matricea de incidență M asociată unui circuit, 
intensitățile se determină rezolvînd sistemul liniar-omogen MI = 0, ceea ce se 
poate face utilizînd forma eşalon pe linii a, matricei M. Rangul matricei M. 
joacă şi el un rol important, legat de exemplu de contururile independente ale. 
circuitului. 


'apitolul II GEOMETRIE LINIARĂ 


1. Spaţii euclidiene 


„ Produs scalar, normă, ortogonalizare 


m. acest capitol cu studiul noțiunii fundamentale de spaţiu cu pro- 

lar (numit şi spațiu prehilbertian), care înlesneşte o extindere 

tă şi utilă a geometriei euclidiene, permițînd să vorbim de funcții or- 

le, de norma unei matrice, de unghi a doi vectori n-dimensionali 

de. unghi a două funcţii nenule etc. Spațiile cu produs scalar şi 

ipe astfel de spatii constituie totodată obiectele matematice princi- 

mecanicii cuantice. 

FINIȚIA 1.1. Un spaţiu vectorial real V se numeşte prehilbertian real 

există o aplicație V x V — R, (x,y) — <x, y>, astfel încît pentru orice 

V şi pentru orice à e R, să fie îndeplinite proprietăţile: 

„PS.1. <x, y> = <y, x>; 

P8.2. <x +z, y> = <x, y> + <2, y>; 

> P8.3. câ, y> = À<x, y>; 

PS.4. (v)x e V, numărul real «x, x> este pozitiv şi este nul dacă şi 
numai dacă x = 0. 

ilicația Vx V- R, (x, y) — <x, y>, se numeşte produs scalar real; spa- 

ehilbertiene reale finit dimensionale se mai numesc spații euclidiene 


verifică imediat prin inducţie că dacă x,, Xos --- Xp Yp Yo -Y EV şi 
An Hp Ho so H, E R, atunci | 


m: n m n $ 
(Size Duys) = D Dhit (to Yi) 
E i=} jsi i=lj=1 
înd À = -1 în PS.3, rezultă <-x, y> = —<x, y> pentru orice x, y € V. 
ôi vectori x, y € V se numesc ortogonali dacă <x, y> = 0 şi se serie x i y. 
elația de ortogonalitate este, conform PS.1, simetrică. Deoarece 
<u, 0> = <4, V-U> = <U, V> + <U, L> = <U, V> — <u, V> =0, 
tă'că u L O pentru orice u e V. De asemenea, observăm că dacă u Lu, 
u =0 conform P8.4. Pentru orice x e V notăm |xl|= „<x, x>; evident, 
tin PS.4, |x|>0 şi |x|=0 dacă şi numai dacă x=0. Numărul |x| se 
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numeşte norma lui x; vom vedea că într-adevăr se verifică proprietățile unei ` 
norme pe V. | 


EXEMPLE. 1) V = V, cu produsul scalar uzual al vectorilor: pentru orice 
v, wE Va v=x itxa] tak giw = yi yaj + Yok 
avem 
<V, W> = XY} + XY g HLY g 
YV, este astfel un spaţiu euclidian (deoarece au loc evident proprietățile 
PS.1 - PS.4). 
2) Fie V= R”. Pentru orice x, y e R? x= A ae XE Y = Geay h Punînd 


<X, Y> = KY, Ha XV = 9, Y; se obține un produs scalar numit euclidian. 
i=} 
Dacă identificăm spațiile vectoriale reale M, „ (R) şi R”, atunci este evident 
că se poate caprina produsul scalar euclidian în scriere matriceală astfel: 
<x, y> = x LA l 


în a canonică, Spatial V= R” cu produsul scalar de mai sus este 
"prototipul" spațiului euclidian real, într-un sens care va fi precizat mai 
departe. Mai general, pe spațiul vectorial real M,, , (R) se poate defini produ- 
sul scalar următor: pentru orice A, Be M, „(R), se pune <A, B> = urma ma- 
trici A" - B; aşadar; dacă A = (a; j) B = (b; p) atunci 


i=f jel 
- Acesta este de fapt produsul euclidian în spațiul M, „(R) = Ran, 
3) Fie V = Ch, p] (spațiul vectorial real al funcțiilor continue [a, b] > R); se 


poate considera pe V produsul scalar definit prin- 
b 
<f,g>= [Egad VF, ge Ci 


V este un spaţiu prehilbertian real (infinit dimensional). 
TEOREMA 1.1. Fie V un spaţiu prehilbertian real. 
(a) Pentru orice x,y e V are loc relaţia |<x, y>|<|x]. lyi (inegalitatea | 
lui H. A. Schwartz, 1843-1921). | 
(b) V este spaţiu sector normat, relativ la norma V -> R, x — |]; 
(e) (Wx,yeV, fx + y| * a fx- -yl = 2l hib (regula paralelogramu- 
lui). îi | i 
DEMONSTRAȚIE. a) Dacă y= 0, atunci lyl=0, <x, y>=0 şi relaţia este 
evidentă. Presupunem y + 0 şi fie A e R. Atunci conform PS.4, 
i e ai fa <x + Ày, x+iy> 20, 
adică spa a d | pissat N y O me 
deci  . ....:: 2. A2+ 2. >: A + xl 20, (Wa e R. 
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n regula semnului trinomului de gradul doi rezultă în mod necesar că 
ininantul trinomului este negativ, deci 


<x, y>? ~ ixl? Îl; <0, 


a |< y>! < l-l]. 
J j Pentru orice x € V şi orice à e R avem 


[axl = (Ax, A) = yA? (x, 2) = |A]: l 


poi pentru orice x, y e V avem 


lx+ yl= J <xtyxrty> = | xl +2<x, y>+f < 


< te 2È = le + bi 

n sf rşit, avem ||x|| = 0 dacă şi numai dacă x = 0, deci x — ||x]| este o normă 
şi V devine un spaţiu vectorial normat. 

) Pentru orice x, y e V avem 

+y = <a yroy oh +2, y> Hyl, 

-yf =<x-y,x-y>= lalf -2<z,9>+bl, 

unînd aceste relaţii, se obține relația dorită, 

)BSERVAȚII. Pentru orice x € V (spaţiu prehilbertian real), norma iz] se 
numeşte lungimea vectorului x; dacă x,ye V numărul real 
>) = xy] se numeşte distanţa între x şi y; iar dacă x, y sînt nenuli, 
, conform inegalității lui 


uda cd e[-1,1l] şi nu- 


E ES 

i unghi al vectorilor xX, y nU- 

ărul real 6 € [0, n] astfel încît 
<x, y> 

Ti 

Jeoarece orice spaţiu prehil- 

ian V este un spațiu metric 

lativ la distanța d(x, y) = xy], 

¿ye V, se poate vorbi de 

nvergenţa şirurilor de elemente 


cost = 


Figura IL]. 


JEFINIȚIA 1.2. Se numeşte spațiu Hilbert real orice spațiu prehilbertian 
al, care este complet (DAVID HILBERT, 1862-1943). 

A 1) V = R” este un spaţiu Hilbert real. 
2) V = Ce, p) nu este complet, deci nu este spațiu Hilbert, 


DEFINIȚIA 1.3. Un spaţiu vectorial complex V se numeşte prehilbertian 
plex dacă există o aplicaţie V x V > C, (x, y) > <x, y>, astfel încît pentru 
ice x, y, z € V şi pentru orice e C să fie îndeplinite proprietățile: 
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<x, y>=<Yy, X>, <X+Z, y >=<X%, y >+<Z, y>, <A, y> =À <x, y>; 


în plus numărul real <x, x> (real deoarece< x, x > = < x, x >) este pozitiv şi este 
nul dacă şi numai dacă x = 0, Aplicația V x V— C, (x, y) > <x, y>, se numeşte 
produs scalar complex; spațiile prehilbertiene complexe finit dimensionale 
se mai numesc spaţii euclidiene complexe (sau spaţii unitare). 

Produsul scalar complex are aceleaşi proprietăți ca şi cel real şi 
demonstrațiile sînt aproape identice. Deoarece inegalitatea lui Schwartz se 
obține puțin diferit de cazul real, vom da argumentul: pentru y = 0 la fel; fie 
y#0şiàe C. Atunci 
(oc + dy, x+y) 20, 
adică 

A d-yf+î<x, y>+A<y, x> Hz z0. 

Dacă <x, y> = 0, inegalitatea t este evidentă. 

X, y> 
<x, y>] 

Ply + 22 <x, y> l+? 20, Ore R. 
Din regula semnului trinomului de gradul doi obtinem 


T - Hi Joi <0, 


Dacă <x, y> + 0, alegem A = pi „cute R, şi obținem 


adicā 
[<x >: | 
In cazul spaţiilor prehilbertiene complexe se definesc analog ortogonalita- 
tea, norma, distanţa, dar nu se defineşte unghiul a doi vectori. Un spaţiu pre- 
hilbertian complex complet se numeşte spaţiu Hilbert complex. 


EXEMPLE. 1) Fie V = C”. Pentru orice x, y e C”, x = (Xp a Xn), 


Y = Wp ee Yn) Punînd 
<L Y >= NY HHE Yn = È XY; 
i=] 
se obține un produs scalar complex. 

V = C” cu acest produs scalar este "prototipul" sara Sueda NE R 
el este şi spațiu Hilbert. Analog putem exprima produsul scalar în scrierea 
matriceală: <x, y>=XT.Y, | 

2) Fie V={f:[a, b]—>C |f continuă), spaţiul vectorial complex al 
funcțiilor continue [a, b] — C, cu produsul scalar complex. 


fi iz [Poză (Of, gEV. 


Se obţine un spaţiu prehilbertian complex infinit dimensional, care nu este 
un spațiu Hilbert (deoarece nu este complet). 


DEFINIŢIA 1.4. Fie V un spațiu prehilbertian real sau e Un sistem 
(finit sau numărabil) de vectori nenuli {e}, €s, ...,e,...) se numeşte sistem 
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onal de vectori dacă <e, e> =0 pentru orice izj. El se numeşte 
a ortonormal deveciaktdaci 
o. 0 pentru iz j 
| ii fatidica a 1 pentru i=j 
dar, le; | = ], pentru orice i. 
V un spaţiu euclidian rea! sau complex de dimensiune n. Un sistem 


Figura II.2. 


MA 1.2. a) Fie V un spațiu prehilbertian real sau complex şi L c V 
em ortogonal de vectori. Atunci L este liniar independent. 

ie Vun spațiu euclidian real sau complex şi B c Vo bază orto- 
i Atunci A este bază în V. 


diana a a) Presupunem că L ar fi liniar danie şi i fie 
e € A (K=R sau ©) şi O, 7 0. E 


a, <e e; > =0, de unde rezultă na = 0; aula TN 


e, > fu „+ Op<e, egt 


in punctul anterior rezultă că este sistem liniar independent şi 
| corolarului teoremei 1.2.3., B avind n = dim V vectori, rezultă că este 
REMA 1,3. tortogonalizarea Gram-Schmidt; I. P. Gram, 
916; E. Schmidt, 1876-1959). Fie V un spaţiu prehilbertian real 
somplex, L= (v,, va, o, Up -} un sistem liniar independent de 
r .şi fie, pentru orice k > 1, W, subspațiul generat de {v}, Vvo, ~., Vah 
există un sistem ortogonal de vectori L’ = (e,,e,,...,e,,...] astfel 
subspaţiul W; generat de {e}, ep, ..., e,} să coincidă cu W,, pentru 
= 1, Dia a 


ONSTRAȚIE. Inducție după k; pentru k =1 luăm e, =v, (0, #0 căci L 
tem. liniar. independent) şi evident W,=W,. Pentru k=2 luăm 
òg, œe K, şi determinăm ca astfel încît <e» €;> =0. Obţinem 
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stie dci Baal 


eh 


e, =U} Şi ep = Ug + 0, avem e}, €z E W3 şi atunci W, c W. Dar avem şi v; =e, 
up = e — Oe}, deci v}, Vg e Wz şi atunci W, c W3, adică W; = W3. 

Continuăm procedeul şi presupunem că avem sistemul ortogonal 
le,, ep, =n €p) astfel încît W =W, ponp orice i = 1, 2, ..., k. Luăm 


<Up ej> + <e; 64> = 0, deci & = (je, | 2 0 deoarece e, + 0). Deoarece 


eki = Vp t DER a; e K 
i=i 
şi determinăm scalarii a, astfel încît <e, €;> =0, pentru orice i = 1,2,...,&. 


Obţinem <V, p €;> + 0; ` <e; €;> = 0, deci 
< Vea e; > 


O. = 
lel | 
(avem lle; [+0 oaia da e; + 0; altfel W, = W, ceea ce nu se poate, căci din 


ipoteza L sistem liniar independent, rezultă dim W, =i- 1 <i = dim W). 
Din ipoteza W; = W, şi din i lui e,,p rezultă că e, € Why deci 


W; C Wp dar Vas = Epa 7 Sai eW’, deci avem şi W, C W adică 
e | 
Wa = a War 

COROLARUL 1. În orice spaţiu euclidian real sau complex există 
baze ortonormale. 

DEMONSTRAȚIE. Notăm K = R (respectiv C). Fie Z = (04, Ug -o Vp} o bază 
oarecare în V (n = diMmgV). În particular Ø este sistem liniar independent şi 


putem aplica teorema anterioară: există Dale e dseage sistem ortogonal 


de vectori astfel încît subspaţiul generat de I’ să coincidă cu subspaţiul 
generat de Ø, adică cu V. Rezultă că L’ este bază în V şi luăm 


7 


= GI i , Ș | 
L = {e}, ep, -..;e,), unde e; = E] i=1,2,...,n. Atunci L este o bază ortonorma- 


Da 2 | 
lă în V deoarece <e; e> = le; | = 1; fig. IL.2.c, pentru n=2. 
OBSERVAȚIE. Fie V un spaţiu euclidian real sau complex şi 
B = le, eg; -..e,] o bază ortonormală în V. Pentru orice x, y e V avem: 


"az -Yren y= $ ye; ze K,ij= a 
fa ză 


<x, pa SS <e,,e, >= DAAA -$= XI, 
l i=i j=l i=} j=1 
adică într-o bază ortonormală orice produs scalar inke scrierea "standard" 
(dacă V este real, atunci Y=Y). 
COROLARUL 2. Fie V un spaţiu euclidian real sau complex, 
dim„V=n (K=R sau C) şi fie WcV un subspaţiu vectorial cu 
dimpV =r, lsrsn-1. Atunci există un unic subspaţiu U C V cu pro- 
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Se Fie {w}, ..., w,} o bază în W, pe care o completăm la o bază 
103 Up e Va) a lui V. Din rezultatele anterioare rezultă că există 
rtonormală (e,, ...; e,» ep =o €n) în V astfel încît subspațiul generat de 

să coincidă cu W. Luăm atunci U (pi poa generat de {enp -o €n) 


w U: (Y) x= Foe, eW şi (V)y= ae, 


E | j=r+i 


r n 

<x, y>= Ý, Yaj ene, > = 0 (căci i +j). 

i=l j=r+l 

rătăm acum unicitatea lui U. Fie subspațiul U,C V astfel încît 
+V şi WLU, Fie u, € U, oarecare; atunci uj=w+u, we W şi 
deci <u,, w> = 0, adică 0 = <w, W> + <U, W> = <W, W>. Rezultă w = 0, 
¿u€ U, adică U, c U. Schimbînd rolurile lui U şi U, rezultă analog 
1, deci U,=U, Edont pentru orice u € U avem u L W; reciproc, dacă 
W, atunci pătrime anterior ne arată că u e U, deci 


2. Funcționale liniare, spațiul vectorial dual. 


DEFINIȚIA 1.5. Fie V un spaţiu vectorial peste un corp comutativ A. Se 
egte funcţională liniară pe V orice aplicație liniară F : V > K. 

f ültimea functionalelor liniare, Hom,4(V, K), este un spațiu vectorial peste 
imit spațiul vectorial dual al lui V şi notat cu V (sau cu V’). 

ie B = [e], ep, ....e,) o bază în spațiul vectorial V de dimensiune n. Se ştie 
rice aplicație liniară este complet determinată de valorile ei pe vectorii 
ei baze.. Definim pentru i = 1, 2, ..., n funcționalele liniare e: pe V prin 


PnopozIția 1.4. Fie Vun spațiu Vectoria peste corpul K, dimV = n, 
“te, ep, ...,e,) o bază în V şi BB" = (el e? ec V. Atunci £ este o 
ză în V (numită baza duală lui 2). 

DEMONSTRAȚIE. Fie opel + 0e” +... + 0e" = 0 cu a; € K; atunci avem 


ae'(e;) + ae le) iut aee) +a H a,e”(e;) =0 
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deci a, = 0 pentru orice j = 1, 2, ..., n, adică B` este sistem liniar independent 
de vectori. Se ştie că dim V = n:l=n (teorema 2.17, CARI 1), deci: 2” este 
bază. 

_LEMA 1.5. Fie V un spaţiu vectorial peste K şi dim, V = n. Dacă 
F,G: VK sînt funcționale liniare cu Ker F= Ker G, atunci F = AG, cu 
AEK, 

DEMONSTRAȚIE. Dacă F = 0 atunci Ker F = V = Ker G, deci G= O şi orice 
àe K verifică relația F=AG. Fie Fz0 şi fie x€ V cu F(x )z0. Atunci 
Im F # (0), deci Im F =K şi alegem xy e V astfel încît F(x) = 1. Pentru orice 
x e V avem: md | ; 
F(x) — F(x) -1 = 0 sau F(x) — F(x) - F(x) = 
deci F(x — F(x)xy) = 0, adică x -F(xr)xy e Ker F = Ker G, de Kn 
G(x — F(x)xg) = 0 sau G(x) = Gip) F(x). Dar G(x) 2 O [căci altfel G(x} = Or pen- 
tru orice y € V, deci G = F = 0, contradicție]. Atunci putem scrie F(x) = 1G(x), 


1 
(v)xe V ha) 


Pentru F + 0 scalarul À este unic. Într-adevăr, fie F= À,G cu à e K; atunci 
(A — AG = 0 şi cum G(xg) 7 0, rezultă A = À}. 

Obține următoarea caracterizare a Aneena liniare pe spații a 
diene: 

TEOREMA 1.6. (F. Riesz, 1880-1956). Fie V un spațiu sueidiam real 
sau complex. Pentru orice funcțională liniară F : V > K există şi este 
unic xp € V astfel încît F(x) = <x, x> pentru orice x€ V. 

DEMONSTRAȚIE. Fie W = Ker F; dacă F=0 (adică W =V}; atunci luăm 
xo =0 şi avem 0 = F(x) = <x, 0>, pentru orice xe V. Fie F #0 (adică W æ V); 
atunci ImF = K, deci dimọW =n —1 şi aplicînd corolarul 2 al teoremei 1.3, 
rezultă că există un unic UC V astfel încît WOU=V, WLU (dim, U=1, 
U = W+ complementul ortogonal al lui W). Fie {u} c U (u z 0) o bază a lui U şi 
considerăm funcționala liniară G(x) = <x, u>. Atunci avem: 

Ker G={xe V x Lul=te VI|xLU)= 

Aplicînd din nou corolarul pentru U obţinem Ker G = U+ = W = Ker F. Din 
lema anterioară rezultă că există A e K astfel încît F(x) = AG(x), pentru orice 
x e V, adică F(x) = à<x, u> = < x, hu >. 


Luînd xp = Au, obţinem pentru orice x € V: F(x) = <x, X9>. 

Să arătăm unicitatea lui xo; fie x, e V cu F(x) = <x, x,> pentru orice x e V. 

Atunci <x, xg> = <x, x>, deci <x, xp ~ xp> =0, (Y)x e V. Alegînd x =o 
obținem <xg — Xy, Xo ~ x;> = 0, deci xg ~ x, = 0, adică x, = xy. 

EXEMPLE. 1) Fie V = Ch, 5, Spațiul vectorial real al funcțiilor continue pe 


la, bl; aplicația 
I:VoR 9> foed, 
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ire a integralei, este o funcțională liniară pe V. (in acest caz dimpV = œ). 
“Pentru orice funcțională liniară f:R”->R şi pentru orice xe R”, 
n 
x), avem x = 9 xie; (fe, e,} fiind baza canonică în R”) deci 

i=1 
Saf (e;); notînd c; = fe), 1<i<n, rezultă că f este bine determinată 
i=} 

rè 

vectorul c = (c,, ....c,)e R” şi anume f(x)= Da, =<c,x> (produsul 
| del 
; euclidian). Aceasta este de fapt demonstrația teoremei lui Riesz în ca- 
= R”, K=R. 
cadrul analizei functionale sînt caracterizate funcţionalele liniare (şi 
ue) pe spaţii înzestrate cu diverse structuri. 


$ 2. Clase de operatori pe spaţii euclidiene 
1, Adjunctul unui operator, operatori autoadjuncți 


OPOZIŢIA 2.1. Fie V un spaţiu euclidian real sau complex şi 


'V un operator liniar. Atunci există un unic operator liniar 
"> V cu proprietatea că </(x), y> = <x, f ">, (Y) x, y € V(f' se numeş- 
djunctul lui f). 

JEMONSTRAȚIE. Fie y e V oarecare, dar fixat, şi xe V oarecare. Funcția 
->K (E=R sau ©), x — F (x) = <A»), y>, este o funcţională liniară 
ce f şi produsul scalar sînt liniare. Conform teoremei 1.6 a lui Riesz, 
“un unic Xg = fie V (x este independent de x, dar este dependent, 
ent, de y) astfel încît F(x) = <A), y> = <X, Xo> = x, f 'Wy)> pentru orice 
fan Obţinem atunci o funcţia f:V-=V,y — xp =f "(y), care este operator 
r. Într-adevăr, pentru (Y) x, yY, Y3 € V şi (Y) a, 0% e K avem: 

< f(x), ay, +AgYg > = Q1 < F(x), y} > +02 < F(x), ya >= 


= <x, f (y) > +02 <x, f (y) >=< x, 0f (91) + Af (Y2) >; 
<f), Oy t Yo = <x, f Cay + 05Y9)>, 


f Og, t an= uf o) rof Wa), 


£ <fa) y> =, f a>, Vaxy eE V. 
Gacian lui f" este imediată. 


PROPOZIȚIA 2.2. Fie V un spațiu euclidian real sau complex şi 
it V> V operatori liniari. Atunci avem: . GEIS sy 


a) +a) sf +8 
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b) Fog) =g of"; 
of =f; 
d) Of) =Af, (V)AEK; 
e) (1) = 1y, (09) = Oy. 
DEMONSTRAȚIE. a) Pentru (V) x, y € V avem: | 
<x, (f +g) >= <(f + 8X2), y> = <x), y> + <g(x), y> = 
ui "O> + <x, g)> = <x, (f* +g Xy)>, deci 
ETOR A tg 9O), nas V, adică 
FH =f + 
b) Pentri (V) x, y e V avem: 
<x, Fo D y> = <f o sa), y> = Sew), J= <g(x), f Ue 
= <x, g FON = <x, E ° FO, 
deci, ca mai sus, rezultă că 
Fo =g of. 
c) Pentru (V) x, ye Vavem: - 
<x, (PY oo = ft, y> = ff (a) >=< FO) > =, fy), deci FY f 
d) Pentru (Y) x, y € V avem: 
<x, O (y)> = <A), y> = EN y> = Ax, f (y)> = <x, AY), deci 
GP =A, ie K. 
© Pentru (v) x,y e V avem: 
o <ly), y> = <x, (1y) "(y)> = <x, y> = <x, 1{y)>, deci (1) = = iy si 
Ol), y> = <x, (0) (y)> = <0, y> =0= <x, 0> = <x, Oy(y)>, deci (0y) = Oy. E 
„TEOREMA 2. 3. Fie V un spre euclidian real sau complex, dimgV =n, : 
f: V> Vun operator liniar şi Æ = le,, -n €„} o bază ortonormală în V. 


Dacă A = M? , atunci MŽ = T. 


DEMONSTRAȚIE. Fie A= (a), M2 = (b,, eu, (K), deci 
fle;) = Sase şi f? (e, ) = $è es (VJ, k =1,2,. 


Calculăm: 


< f(e;) ep >= < Șaje e;, e, >= Ya, < e;,e, >= Pay: Oz = apj; dar 
jm 1 1=1 i=l 


<epf (e,)>= <ej, Ý baes >= bu <e i uit 


j=l sz=l 
şi, deoarece <fle,), e,> = <e; „Fe ha că Tuba (V) j k=1,2,. 
adică My B-A. 


OBSERVAȚIE. Acent icona sugerează o altă « definiție Pe o adjunctul | 
unui operator liniar, şi anume: dacă A = M? r (8 bază ortonormală în v 
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fini adjunctul lui f, ca fiind operatorul liniar definit de matricea A 
“bază ortonormală fixată. Atunci avem: 

= (AX) P= XA = XTA Y) =< x, f (y) >, Daye V, ete. 
ŢIA 2.1. Fie V un spațiu euclidian real sau complex. Operatorul 


j iy V se numeşte autoadjunct dacă f” = f. 
IVAȚII. 1) Dacă f: V — V este autoadjunct atunci pentru (Y) x, y€ V 


ii <f(x), y> = <x, fy)>. 
ä y este spațiu euclidian real, f : V — V este Ea şi B este o 


ţ normală în V, atunci pentru A = M? avem relația A” =A, adică A 


acă V este spațiu euclidian complex, f: V -> V este auan Si B 
PA ortonormală în V, atunci pentru A =M? p avem relația A cÀ 
èste hermitică. 

REMA 2.4. Fie V un spațiu euclidian complex şi f: V V un 
or autoadjunct. Atunci valorile proprii ale lui f sînt reale. 
ONSTRAȚIE. Fie A e C o valoare proprie a lui f şi x#0 un vector 
respunzător, adică f(x) = Ax. Atunci avem: 

< f(x), x >= co, > dez > =, 

a, (sa <x, ei Î < xx >= Îi. 


ROLAR. Fie V un spaţiu euclidian real şi f: V -> V un operator 
junct. Atunci valorile proprii ale lui f sînt reale. 

MONSTRAȚIE, Fie Æ o bază ortonormală în V şi n =dimgaV. Atunci 
cea A=M i eM,(R) este simetrică, adică A?=A. Considerînd că 


- (R) c M (C) putem scrie că A = A , deci A defineşte pe C” în baza ca- 
un operator liniar autoadjunct, care are valorile proprii reale. Rezultă 
tricea A (deci şi f) are valorile proprii reale. | 
OREMA 2.5. Fie V un spaţiu euclidian real sau complex şi f : V — V 
erator autoadjunct. Atunci vectorii proprii corespunzători la 
i proprii distincte sînt ortogonali. 
MONSTRAȚIE. Fie À, + A» două valori proprii distincte ale lui f şi x, 0, 
vectori proprii corespunzători, adică fix.) = Ax, şi Axa) = dop. Atunci 
R şi avem: | 

<A), X2> = Sh gs X> = AX Xg>, 
i o Ep RX) > = <a Aolg> = ay, X> = Aa X>; | 
<a.) xp> = <x, flp)>, deci (A, — Ap), X> = 0, de unde <x; x> =0, 
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TEOREMA 2.6. Fie Vun spațiu euclidian real sau complex (K =R sau : 
C), dimgV =n şif: V — V un operator autoadjunct. Atunci există o bază 
ortonormală Z în V în care matricea M f este diagonală. : 


DEMONSTRAȚIE. Vom demonstra rezultatul prin inducție după n = dimzV. 

Pentru n = 1 nu avem nimic de arătţat. Fie n >2 şi presupunem afirmaţia 
adevărată pentru orice spațiu euclidian de dimensiune n — 1. Operatorul f 
fiind autoadjunct are numai valori proprii reale; fie A, e R o valoare proprie 
şi e € Vy e, + 0, un vector propriu, adică fle,) = ie, (evident, putem alege e, 
astfel încît le, l= 1). Considerăm subspaţiul vectorial U = {e c V şi fie 
W = U! complementul său ortogonal. Să arătăm că W este f-invariant; fie 
x e W şi calculăm: 

<fa), e> = <x, Re)> = <x, bess A <t, €;> =0, 

deoarece wL U. Atunci fx) Le, deci Ax) LU, adică Ax)e W. Rezultă că 


restricția 
g=f la: WoW 


este autoadjunct [W cu restricţia produsului scalar W x W >K este de- 
asemenea un spațiu euclidian]. Într-adevăr, pentru (V) x, y e W avem: 
<gx), y> = <flx), y> = <x, Ry)> = <x, gy )>. | 
Deoarece dimgW =n- 1, din ipoteza de n rezultă că există 
B, = {ez ....e,) bază ortonormală în W astfel încît M” = D, să fie diagonală. 


Avem V=U@®W= {e 9ie,,..,e,l” şi deoarece <e; e;>=0 pentru 
i=2, u. n, rezultă că B = le,, ep, ....e,! este bază ortonormală în V şi că 


n > cate diagonală. 


OBSERVAȚII. 1) Conform teoremei 3.10 din capitolul 1 baza ortonormală 


B este formată din vectori proprii. 
2) În limbaj matriceal teorema spune că orice matrice hermitică (sau 


peste R, simetrică) este diagonalizabilă. 


2.2. Operatori ortogonali, operatori unitari. 


DEFINIȚIA 2.2. Fie V un soau ERA real, dim V= n. Un i iale | 
liniar f: V — V se numeşte operator ortogonal dacă transformă orice bază 
ortonormală într-o bază ortonormală [adică, pentru (VY) bază ortonormală 
lei, €g; ....e,! rezultă că fei), Aep), ..., Ken) este bază ortonormală]. 


TEOREMA 2.7. Fie V un spaţiu euclidian real, dim, V =n şi f: oa d 
un operator liniar. Sînt echivalente afirmaţiile: 
(a) f este operator ortogonal; 
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(b) f conservă produsele scalare [adică (v) x, y€ V, 

> = <x, Y>]; 

3), Matricea M =M? f în orice bază ortonormaa B, este inversa- 
i are proprietatea M” = M`. | | 
MONSTRAȚIE. (a) — (b), Fie (e,, ep, ..., e„} o bază ortonormală în V. 


ntru (Y) xX, yE y avem scrierea unică x = Ye, şi y= Jr i deci 
i=l 


ayos «Sre ape >= S a e; >= Say ây ij = Dao 
i, j=l i j=l 
orm n ipotezei fen, a . fe,)) este bază ortonormală. Caleulărn: 


pla) = FAS ue, ) = Sia fle) şi f(y) = Ère J= $o; ), deci avem: 


-del =l 


Fo fO) >= <Ëafen, re >= eo, Kerf epas 


i=] j=l 
= Says ij aee y> 
rată l i,j=l isi 
y) plo: Vom arăta mai întìi că Ker f= {0}; fie x e Ker f, atunci 


<fix), Rx)> = <x, x> sau <0, 0> = <x, x5, 


0. Rezultă că f este Melia deci f este izomorfism (corolarul 2, 
i, 215, cap. I). Atunci există f *: V -> V şi în relația 
<A), Ry) = <x, y> alegem y = f z), (Y) ze V. Obtinem: 
ki © fa), AF TE> = <x, ‘M Hz)> sau <A), z> = <x, f -iz)> 
(v) x ze V, deci f7 1 =f' (adjunctul lui P şi atunci M 1=M?, unde 


cu B bază ortonormală. 


aj. Fie B o bază ortonormală şi M = ME f- Din e M? =M! 
ltă că există f 7: V> V şi ăf' =f". Dacă B = fe; €p., €} AVEM: 


pk <fie,), fie, > = <e; f “Re, p> = <e; f Re, J> = <e;, €> = Ò; 
61), Rez), . afed este o bază ortonormală, adică T este operator 


BSERVAȚIE, Din condiţia (b) rezultă că un operator ortogonal conservă 
anțele şi unghiurile. Într-adevăr, pentru (Y) y =x € V obținem 

yF <fa), Ræ)> = <x, x> sau Ifo = xt. 
Dine această re e şi din relația 


AM. 


cos(x, y) = obținem T - ya PE 29.) Fo). 


ii ibl 
O matrice A e M (R) se numeşte matrice ortogonală dacă este inversa- 


A = =A”. Mulțimea matricelor ortogonale este evident un subgrup al 
ului GL(n, R), numit grupul ortogonal O(n) c GL(n, R). 
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Pentru (Y) A€ O(n), din relația A-A7=/, rezultă că (det A}? = 1, deci 
det A = + 1. Matricele A e O(n) cu det A = 1 se numesc matrice de rotaţie în | 
R” şi mulţimea matricelor de rotație este evident un subgrup al lui O(n), nu- 
mit grupul special ortogonal SO(n) c O(n). ani 

EXEMPLE. 1) Fie f: R° >R? [B = [e], ep) baza iba deal canonică] cu | 

g (cos? -sin? îi i : 

Spa = A t R = = 
M; = D a0 Operatorul f este operator ortogonal căci M? =M 

Deoarece det M = 1 rezultă că M e S0(2). 

2) La schimbarea coordonatelor carteziene în spațiu (vezi $ 2.6 cap. 1) s-a- 
definit un opara liniar f: R? — R?, a cărui matrice în baza ortogonală cano- 
nică, M = M? F >» verifică relația M! =M", deci f este un operator ortogonal şi 
mai mult, M e SO(3). | 

Fie V un spaţiu euclidian complex. Un operator liniar f: V > V se numeşte) 
operator unitar dacă transformă orice bază ortonormală într-o bază 


ortonormală. 
Se demonstrează analog 


TEOREMA 2.8. Fie V un spațiu euclidian complex dim.V=n şi 
f: V- V un operator liniar. Sînt atunci echivalente afirmaţiile: 

(a) f este operator unitar; 

(b) f conservă produsele scalare; 

(c) Matricea M = M? , în orice bază ortonormală Z, are e proprieta- 
tea M7 =-M” Sa 

O matrice A e M,(0) se mrăegie matrice unitară dacă A-A’ = =], adică 


A este inversabilă şi A! = Ea Multimea matricelor unitare este un sf MI 
al grupului multiplicativ GL(n, C), numit grupul unitar, notat U(n). 


EXEMPLE. 1) ii V =”, înzestrat cu produaui scalar euclidian (deci | pen- 
tru orice x, y € R” = M, nR), <x, y> =x. yf. | 
„Exemplul tipic i pie MR liniar autoadjunct f: V—V este cel asociat 
unei matrici A simetrice (în baza enoma, într-adevăr, avem fx)=x A. 
pentru orice xe R” şi fix) y>=x A-y T = (yA) = <x, fy)>, pentru orice : 
yE Ra 

2) Fie ya O cu produsul scalar euclidian <Z,W>= Z: w . Exemplul tipic 
de operator liniar autoadjunct f:V— V este cel asociat unei matric i 
hermitice A(A=Ā',), anume flz)=z A, (V)ze C”. Dacă Ae M„(C) ar fi 
unitară (adică A- A =h) atunci operatorul f: © — ©”, fz)=z-A ar 
unitar (conform. teoremei 2. 8). 


Dacă A, Be M © sînt matrice. TR atuna matricele A`}, AT, A 
(me Z), A, B şi A: B'(p,ge Z) sînt de asemenea unitare. | 
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: Se numeşte transformare Galilei (G. Galilei, 1564-1642) orice 
ție bijectivă F : R4 — RA pentru care există o aplicaţie liniară f : R* — R4 
încât (V) a, b e RÉ, Ab -a)=F(b)- F(a), Ja-b]=|F(a)- F(b)] (pentru 
a: euclidiană în R‘) şi py(b-a)=p„(F(b)-F(a)), unde pi: RiR, 
2) — t (proiecția întîi). Pentru orice v e R, aplicația 

Jo : RÉ > RÉ, (t, x, y, z) — (t,x + vt, y + vut, z+ vt) 

- transformare Galilei (numită micarea uniformă în spațiu cu 
av). Pentru orice s € R, a = (a4, ao, aa) € R? aplicația 


| Ta : Rf — R$, (t, x, y, z) = (te, Xa, Yo Z-+ag) 
0 transformare Galilei (numită mişcarea de translație de timp s şi 


or a). În fine, dacă Ge MIR) este o matrice ortogonală, atunci aplicaţia 
| Pa: Rf —> R4, (t, x,y 2) t,x, yz), 


? 


X xX 
y |=G|y 
(z z |] 


transformare Galilei, numită mişcarea de rotație asociată lui G. Se 
e arăta că orice transformare Galilei este o compunere de mişcări 
jrme, translații şi rotații. 


$ 3. Aplicaţii biliniare, forme pătratice 
3 3.1. Aplicatii biliniare, matrice asociate 
e eV un spațiu vectorial real şi dimgV =n. 


E EFINIȚIA 3.1. Se numeşte aplicaţie biliniară pe V orice aplicație 
Y) A: VxVoRecu proprietăţile: 

1) ha txa = hly) + hany) gi hlæ, Y+ Yg) = hla, y4) + hlt, Ya), 
A 3: Xis Xos Yp Yo EK 

2) hax, y) = Ah, y) şi Alx, Ay) = Aha, y), axy e Vşi(v)ieR. 

Aşadar, h este liniară în fiecare din cele două argumente. De exemplu 
icația h : R? -> R, h(x, y) = xy este biliniară, fără a fi liniară. 

În cazul complex, o aplicaţie biliniară n: VxV-—C are proprietăţi 
ilare, doar că 


P(x, Ay) = Ah, y), (Vx, yeV şi(Wie C. 
O aplicaţie biliniară 4 : V x V — R se numeşte simetrică dacă 
E hix, y) = hy, x), (V) x, ye V. 


aplicație biliniară A : V x V —> C se numeşte hermitică (Ch. Hermite, 
S dacă 


he, 9) = RO, Oa, yeV. 
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O aplicaţie biliniară simetrică h : Vx V= R se numeşte. pozitiv-semi- 
definită dacă h(,x)20, (Y)xe V şi pozitiv-definită dacă este po- 
zitiv-semidefinită şi, în plus, h(x, x) = 0 dacă şi numai dacă x = 0. (În cazul 
complex definițiile sînt similare, deoarece din h(x,x)=h(x,x), rezultă 
h(x, x) € R). s: : pi 

EXEMPLE. 1) Gita: tul calea ati lt este o. aplicaţie biliniară 
hermitică pozitiv-definită şi orice produs g scalar real este o aplicație biliniară 
simetrică pozitiv-definită. z 

2) Fie E = Rĉ; aplicația 

T ExE -> R, h&n yy, Gay) = XY + X31 
este biliniară simetrică, care nu este pozitiv definită; aplicația 
o kiEXE>R, Rap) (n Ya) = XXa —YYa 
este biliniară, dar nesirnetrică. 

3) Fie U c R” o mulţime deschisă şi fix, -- x, f: U — R o funcție de clasă 

CHU). Pentru orice punct ac U se poate considera aplicatia R ~ liniară - 
dfa) : R” — R, (S1; e Sp) > £ Los (numită diferenţiala întîi a lui fîn | 
i=] 


punctul a), ca şi aplicația „biliniară dfa): R” x R= R, (S4; > - 


2 
> $ $E 2 L so asy i; (numită diferenţiala a doua a lui f în a). 
i=l j= ai 
"Reamintim că pi a se fisa Ad critic Ton f d dacă LA 0 adică 


F la) O, l1<isn. 


Din analiza matematică s se stie e că ca, a ; este critic şi ta dRa) este pozi 
tiv-definită (respectiv negativ-definită), atunci a este un punct de minim 
(respectiv maxim) local pentru f. $ i 

Fie A: Vx V- R o aplicație biliniară şi B= fe, ex „e, o bază oarecare 
fixată î în v Fenin orice É y € e V avem scrierea unică = 


x= re e y= re 


deci. îi rea n ai ind i în 
hls, = oo See) a Sad, 
iz J= i J=} i,j=i 
unde 
= fila, e; J 


o dată baża B este fi I atunci h determină matricea B 
A = (ahei js in € M (R) şi reciproc, matricea Ae M,(R) determină com- 
plet aplicația. biliniară A. În cazul complex, obținem î în mod analog relația 


h(x, y) = Sany Y; „unde A= iisi, Pi- M, (©) sia; = hlê;, e). 


jol 
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Matricea A se numeşte matricea asociată aplicaţiei biliniare / în 


EMONSTRAȚIE. Fie C = G) A= (a), P=(py) e MAO), unde a; =hle;,e;), 


EP f 4 . 7 Lu ? 
Hel, ei), e, sS şi B = legs o Epl, B = lei, |. 
l s=] 


aleulăm: c;; = he, e) = K Dreri Ş Pyes) = ` Pri Pyhlene 2.) = 
k=l s=ċ{ k,s=1 


PĠ eun- E ) (AP) =(P “ AP), pentru eT Zu 
ží s=] 

2 deci C = P'AP. 

OROLAR. Rangul matricei asociate aplicate biliniare h nu 
pinde de baza aleasă. 


DEMONSTRAȚIE. Din teoremă rezultă că meiose 1 j în oricare două 
e sînt echivalente, deci au acelaşi rang (corolarul teoremei [.2.22). 
OBSERVAȚII. 1) Pentru aplicaţii biliniare pe spaţii vectoriale reale 
cluzia teoremei rămîne valabilă şi se scrie sub forma C = PTAP. 
A Dacă aplicația biliniară A este hermitică avem: 

j a = hie;,e;) = h(e;,e;) = aj, 


matricea asociată A verifică relația F- A Es A este hermitică). 


Dacă aplicaţia biliniară A este simetrică (cazul real) avem a; = a; deci 
tricea asociată A verifică relaţia A7 = A (adică este simetrică). | 
3): Relaţia h(x,y) = Saai ;J; se scrie matricea! sub forma echivalentă 


ij 
= YT AX, unde X, Y sînt vectorii-coloană ai coordonatelor lui x, y. 


(£y) 


3.2. Forme pătratice 


Fie Vun spaţiu vectorial real sau complex, dimgV =n (K +R sau ©). 
DEFINIȚIA 3.2. Fie h: Vx V -> C o aplicație biliniară hermitică (sau, în 
ul real, simetrică). Se numeşte formă pătratică asociată lui P funcția 
V> R, qa) Ehle, x), æE V. 

Forma pătratică q se numeşte pozitiv definită ci Aplicația biliniară h 
pozitiv-definită. i i Dirie ORTA R 2 i 
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OBSERVAŢII. 1) Fie B= {e}, e, .... e, o bază oarecare fixată în V, A 


matricea lui A în această bază şi x = Sa gEV. 
i=} 


Atunci : avem: pa h(x,x) = az ;; sau, sub formă matricială: 
¿j=l 
q(x) = X TAX. 
2) Dacă funcția q : V — R are, într-o bază fixată din V, forma de mai sus 


(cu A! = A), atunci există o unică aplicaţie biliniară A : V x V —> C astfel încît 
qix) = h(x, x), (V) x e V. Aplicația biliniară h se poate defini cu ajutorul matri- 
cei A sau, direct, prin | 


hx, y) = Siqa +y)-qalx)- ay). 


3) Matricea hermitică A (în cazul real simetrică), asociată aplicației 
biliniare hermitice h se mai numeşte şi matricea asociată formei 
pătratice g. 

4) Fie q:R”>R o 
formă pătratică (reală); 
deci q(0) = 0. Ea este nu- 
mită pozitiv definita (şi 
se scrie q>0) dacă 
q(x)>0 pentru orice 
xe R”\ {0}; q este pozitiv i Figura II.3. 
semidefinită (q > 0) dacă g(x) > 0 pentru orice xe R”. O imagine sugestivă 
este cuprinsă în figura I.3. | | 

De exemplu, q: R2—>R, q(,y)=2x2+y2 este pozitiv-definită, iar 
qı: R? -> R, q @æy) = 2x? este pozitiv-semidefinită. Imaginea pentru forme 
pătratice care sînt respectiv negativ-detinită, (q(x) < 0 pentru orice x € R”, 
x +0), negativ-semidefinită (q(x) <0, (Y) xe R”) şi cu semn nedefinit, este 
dată în figura II.4. 


q>0 


da 

| nedefinita 

exemplu: gey)s xy O „exemplu: qawy)=x -y 
Figura I II.4. 


TEOREMA 3.2. (de reducere a aplicaţiilor biliniare hanit la 
forma canonică). Fie V un spaţiu euclidian real sau complex, . 
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V=nşih:VxV-—Ko aplicaţie biliniară hermitică. Atunci există 
să ortonormală Z’ în V astfel încît matricea asociată lui A în baza 
ă fie diagonală. 

DEMONSTRAȚIE. Fie 2 o bază ortonormală pe în V, B = {e}, €g- €n} 
A matricea asociată lui A în baza Ø. Avem a = A, deci A defineşte un 
tor liniar f:V-—V cu M; Z- A, adică f este autoadjunct. Conform 
mei 2.6 de diagonalizare pentru operatorii autoadjuncți, există o altă 
rtonormală B’ în V, B'=(ej,ep,...,e,) astfel încît M? =D să fie 
ce diagonală. Atunci D=T IAT, unde T este matricea de trecere 
-y B'. Conform unei observaţii făcute după definiția 1.2.12 a matricelor 
ecere, T poate fi considerată ca matricea în baza a operatorului liniar 
domorfismului) t: V — V, definit prin fe) =e% j= 1,2, n. Deci operato- 
liniar ż transformă baza ortonormală B într-o bază ortonormală B şi 


nci este operator unitar (respectiv ortogonal). Atunci avem 7” - = s7., 
Iculînd matricea C asociată aplicaţiei biliniare P în baza B’, avem: 


"AT = T"LAT = D, deci C este matrice diagonală. 
OBSERVAȚIE. Dacă matricea asociată aplicaţiei biliniare A în baza B’ este 


D= a „. [e M,(R), atunci în această bază putem scrie 


h(x, y) = $ diyi; 
po i=] 
za B se numeşte bază canonică pentru A, iar membrul secund din 


ţia de mai sus se numeşte formă canonică a lui Pf. Evident, nici baza 
nici forma canonică a lui h, nu sînt unice. Forma pătratică asociată lui A 
crie, în baza Z’, astfel: 

ga) = d, |x|? + dal, 12+...+d,lx,l2 ze V; 

a B’ se numeşte o bază canonică a formei pătratice q, iar expresia de 
isus se numeşte formă canonică a formei pătratice q. 

COROLAR (reducerea formelor pătratice la forma canonică). Fie V 
spaţiu euclidian real sau complex, dim,V=n şi q:V— R forma 
atică asociată unei aplicaţii biliniare hermitice 4. Atunci există o 
ă ortonormală Z’ canonică pentru q, în care forma pătratică q se 
ie sub forma canonică g(x) = d dar +d alto |2 + A x, A (v)ăe:V. 
DEMONSTEAȚIE, Se aplică direct teorema anterioară, 

OBSERVAȚIE. Din demonstratia teoremei (de fapt din demonstrația 
emei de diaponalizare a operatorilor autoadjuncţi), rezultă că baza &' 
formată din vectorii proprii ai matricei A, iar elementele d}, ..., d, ale 
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matricei diagonale D sînt tocmai valorile proprii ale lui A. Din acest motiv 
metoda de mai sus de reducere a formelor pătratice la forma canonică se mai . 
numeşte metoda valorilor şi vectorilor proprii. 
Prezentarea algoritmului de reducere a unei forme parals ia ` 
forma canonică (sumă de pătrate) printr-o transformare ortogonală.. | 
I. Fiind dată © formă pătratică q : a —> R, se determină matricea ej asoci- 


ată A deci qix) = xT An NE R” M, (R). 
TI. Se calculează valorile proprii i I<i< p, ale lui A, avînd multipli- 
citățile algebrice ` n; şi se determină subspațiile proprii corespunzătoare n, 


(deoarece A este simetrică, ea este diagonalizabilă şi dim V, =n; SiS p) 
TH. Se consideră cîte o bază ortonormală în fiecare spațiu propriu V 


(folosind eventual procedeul Gram- -Schmidt). 
IV. Se formează matricea T e MOR) avînd drept coloane + versorii proprii ai îi 


bazelor reunite ale spaţiilor V. Ap } sis p. Matricea T este ortogonală 


= TI) şi în plus TIAT = diag Au sui Ah 
V, a x =T y, rezultă q(x) = e (Tracy) = N: ATAT - 
= yI(TIATy = y" diag A, e Ay = My + i. +44Y2. Un rezultat similar are 
loc în cazul complex. | 
EXEMPLE. 1) Să considerăm forma pătratică 
q RÈ — R, qy, Loi Xg) = 2x02 + 2x2 + 2x3 ~ 2X1Xg — 2X1Xy — 2XoXa- 
În acest caz, matricea asociată lui q este 


2 -1 -l 
A=|-L. 2 -1)}. 
= 2 


Siea proprii ale lui A sînt A, =0 şi Aaa 3 = 3. Avem V, = = Ker A = ii unde 


ij = Şi l D şi luăm versorul cor espunzător | 


Apoi V,, = Ker (A = 31) = lup, va)” unde = -1 07, ag =(10- E pu 
Normalizăra pe vo luînd. 


si. considerăm pe U3 = al EM 2, obținut aplicînd procedeul Gram-Schmidt 


de ortonormalizare a sistemului de vectori Aoa Ua. Se formează matricea 
ortogonală - i is Ta 
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1v3 Va 1x6 
T = (us |u |u3) = y3 -142 1⁄6 
y3 o0 -26 


form teoriei, TAT = diag (0, 3, 3) şi prin transformarea liniară ortogo- 
= Ty, se obține q(y,, Yo Y3) = 3y +3y4 (deci g 2 0). 

Considerăm forma pătratică 

q : C2 > C, ql, Zo) = 2424 +iziZp ~ iZ} Zo + 20 Zj: 


acest caz, matricea asociată este 
I i 

A=| . 

hi -į | 

lorile proprii À; = 0, Ap = 2. Versorii proprii corespunzători sînt 


(i2 \ i2 if-ii 
= i luînd T = (uyl up) = == 
MT 3 la | i 
w 
e o matrice unitară; în plus, prin transformarea liniară a ) sT i ; 


z = +i- swi +W), Zg = = — = (w +W), se obține forma canonică 

„a 

ele ce urmează, considerăm doar cazul real şi vom da încă o metodă de 
cere a formelor pătratice la forma canonică, cuprinsă în 

EOREMA 3.3. (Jacobi). Fie V un spaţiu vectorial real, dimgV =n, 
e, o bază oarecare fixată în V şi q : V — R o formă pătra- 


i Se care xx; ; unde x = Și şi a; = hle, e), h fiind aplicaţia bi- 

in Asijsn „i dal a (oei 
simetrică soia lui q. | 

că toţi determinanţii principali ai matricei simetrice asociate 


di = “dia Qi 2 Ga 
Åi = Qjp Ap = i , Åg = Co doo oa > ma. A, = det A, 
a a | 
12 222 
Aig (og (33 
£ 


enuli, atunci există o bază canonică pentru q, 8 ale ennaa 


NENE A A 
qa) = E a H E) 
1 2 A, 

tru o orice x = Sate] eV lasi ia Ap = D. 


i=l. 
MONSTRA, Vom căuta noua pa B wette încît 


= Pĝ ez = Pig; t Pogos es ep = Pike + Pogeg + + Puiu e 
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En > Pin T Pan€a + „+ Pann 
şi vom impune condiţiile A(e;, e,)=0, i=1,2,..,k-1l; k=1,2,..,n ş 
hle, e) = 1. Pentru k=1 obţinem 1=Ah(e,, e4)=pu Ale, e1) =P de 


1 Ag P P Da E NR , ey 
Pu *— = a resupunem că am gasit vectorii ej, €z,.., €, 3 ŞI impunem 


dij 1 | 
condiţiile: h(e., e) =0, Ales, e) =0,. o Meris e) =0 şi Ale, e) = 1; obţinem 
sistemul liniar: | | 


ie. 


iPr * QosDok t + QpPa > O 
QPI t AoPor +- t GuoPpy = 0 


r r . . . cc. . . . . . . . . . . r a 


CD T APart ie * Cha = F, 
cu necunoscutele Pip, Pop -s Php ŞI de ANDI Pi A #0. Deci aplicînd regula 


lui Cramer, putem calcula coeficienţii vectorului e; . În particular obţinem că 


ail Qo 0 Agaga O 
S “v+ ase aam 308, b.. P Aia 
SET A laga a pa 9 aat l Ap 
Qir Cop U Akak | 
Atunci, dacă P = (p;) € MAR), rezultă că deep t An Aa 40, 
A Ag An An 


deci B’ = (e,,ep,...,e,l este bază în V. 
Pentru orice k = 2, 3, . n şi orice i=1,9,...,k-— 1 avem: 


ai, = Mel,eţ) = h() papei) = E el) =0, 
szl s=} 


deci a;; = 0 pentru orice i k = 1, 2, ..., n şii + k, deoarece matricea asociată lui: 
h (deci lui q) în baza B’ este ametik Atunci rezultă că A’ = (aj )e MR). 
este diagonală si, în plus, aron relația: | 


| TE F 
Air = lata Oa ude) Ap a Pa = i n =, 
s=l k 


adică q(x) = Ao? Pau JŽ +.. 4+ Ani (77 2, pentru (Y) x = X ape, e V. 
A, Ag A, sari 
OBSERVAȚIE. Există şi alte metode de reducere a formelor pătratice la. 
sume (sau diferențe) de pătrate. Astfel, Gauss a sistematizat o metodă 
elementară, de grupare convenabilă a termenilor, pe care o ilustrăm pe - 
exemple. Pentru q(x, y) = 2x” + 8xy — 5y” avem 


ga y) = I(x? + 4yx — 2) = aE +27)? - 4y? -53| = 2(x + 2y} - 13? 


şi punînd Tr = 42 2 +2y) y = =yx13 avem q=x'2-y'2; în mod similan aa 
glx, yY, z) = x? + 2y? e 3z” + dyz + 2xz, grupînd pai “termenii car 


conţin x, avem 
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age 2y +z)? -A(7-2) aE 12 2 z2 


pus x =x- dy +z, y = Ja a( y- =) gas a j= (transformarea liniară 


w, y’, z’) nefiind ortogonală). 

dar, aceeaşi formă pătratică poate fi redusă la forma canonică în mai 
moduri. Există totuşi ceva comun în aceste reprezentări, ceea ce vom 
n continuare (teorema 3.5). 


3, Clasificarea formelor pătratice 


situăm în cazul real şi fie q : R” — R o formă pătratică, A matricea ei 
ă. Am văzut că există o matrice ortogonală T astfel încît punînd x = Ty 


i bi Aaya ue HANY, 

e A sînt valorile proprii PR şi eventual nule) ale lui A. Printr-o 
kalane putem presupune că 1, >0,...,4,>0 şi Aug <0,- Ans <0, 
->0, s20 şi r+ss<n. Notînd glia Z» LSisr şi Ea ai 


j<r+s, avem gQ=zi+.. „+a zi aL Te Zr 


n corolarul teoremei 3.1 ştim că rangul matricei A nu depinde de baza 
şi: coincide cu numărul coeficienţilor nenuli din forma canonică a 
pătratice; deci pA) =r +s (numit şi rangul lui q). 

è FY s =n, atunci p(A) =n deci A este inversabilă; în acest caz se spune 
a pătratică q este nedegenerata. 

REMA 3.4. Presupunem q nedegenerată, adică r + s =n. Atunci 

„ r= max (dimpV V |Ve. R” şi g este pozitiv-definită pe V} 


“s = max |dimaV |V e. R” şi g este negativ-definită pe V}. 
EMONSTRAȚIE, Fie subspaţiile V} = ((z,, ...,2,) e R” [z1 =- =Z, =0} şi 
Gi -n 29) E R? |z =.. =z, = 0} deci dimpV, =r şi diMmg Vz =n -r =s. 
tăm cur’ şi s “emba secunzi ai egalităților din enunț. Deoarece q este 
v definită pe V, şi negativ definită pe V}, rezultă r <7” şi s <s’. Pe de 
rte, dacă W, © R” (respectiv W, ©- R”) este un subspaţiu oarecare pe 
'< 0 (respectiv q > 0), atunci V, n W, = {0} şi Va n W, = 10). Aşadar 

n = dim R” > dim (V, + W}) = dim V} +dimW,, 

im W, <n ~r =s și ca atare, s' < s. În mod similar, 

m: (V, + W3) = dim V, + dim Wa, deci dim W, sr, de under sr. Prin ur- 
r=rşis=s, 
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Revenim la cazul general. Teorema 3.4 arată de ce r se numeşte indexul 
pozitiv al lui g, iar s se numeşte indexul negativ al lui g. Perechea (r, s) se. 
numeşte signatura formei pătratice q. Un rezultat important îl constituie 
teorema următoare care arată că signatura unei forme pătratice este 'inertă” 
în sensul că nu depinde de modul în care forma pătratică este redusă la forma. 
canonică (în cazul nedegenerat, acest fapt rezultă şi din teorema 3.4, ținînd. 
cont că r’ şi s' depind exclusiv de g). ` 

TEOREMA 3.5. (legea de inerție). Fie V un spațiu vectorial real, 
dimepV=n şi q: V> R o formă pătratică. Atunci indexul pozitiv şi 
indexul negativ sînt invarianți ai formei pătratice dica sînt 
independenţi de alegerea bazelor canonice). i sa 

DEMONSTRAȚIE. Fie Z= fe, e2, i 0) O bază canonică pentru forma 


pătratică q, adică, pentru orice x = D) x;e; € V a avem 
a! rE 
2 


q(x) = dai +:. + dx -d Xe. dux, unde kerang Osn şt- d;>0, 


E a i & ; dia s P ` ji À 
R AN k. Înlocuind vectorii e; prin vectorii & = a it ÎL, nm k obţinem 


o nouă bază canonică B = (6,,...,&, Eksta , Ên j şi deoarece (Y) x e V, 


su R iais k i 
x= e, = da Tr $ Sze e,, avem gaie = 3 EM E e 


i=l i=l i=k+1 
Rezultă că putem presupune de la început că toți d; = 1. 
Fie 8, B două baze canonice pu q astfel încît 


| q) = 2 + ad Ea - ap = îi yit FI = Ya = - 92 PI 
cele (x; ) sînt cordiale lui x în baza Bigi Gi >) sînt SP ERA lui x în n baza 


B. Presupunem, că rl şi fie [>r. Dacă P = Pi e M (R) este matricea de 


trecere B --> Ba atunci X= =$ py vi i = A 2, „n. Căutăm vectorii x e V 


j=l 
care să satisfacă simultan condiţiile: y, En =Y BY me YO Şi 
x, =.. =x, = 0, care sînt în număr de n — Laren. E 


Obţinem sistemul liniar omogen: 


P11 * Pra t +P O 


a... d. |. a pyb» egau . abawe 


Padi + Pra t e tP, DF 
în care numărul de necunoscute l este mai mare T E de ecuatii x 
deci sistemul are şi soluţii nebanale. Rezultă că pentru acei vectori x € V car 
satisfac condiţiile de ı mai sus avem ia 


ceea ce reprezintă o aia Prin urmare l =r şi atunci indexul negati 
nu se schimbă nici el (k - r). E a 
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ROLARUL 1. Fie V un spaţiu vectorial real, dimgV =n şig: V >R o 
 pătratică. Atunci q este pozitiv definită dacă şi numai dacă 
ul k al lui q este egal cu n şi indexul pozitiv al lui q este n [deci 
xul negativ este zero şi signatura (n, 0)]. 


MONSTRAȚIE. Dacă k =n şi iei pozitiv este tot n într-o bază canoni- 


inci avem: q(x) = x? F x? ta.. + x, (V)x = V „deci q(x) 2 0 şi 


0 «> x = 0, iar q este iti definită. 

eciproc, fie q pozitiv definită şi Æ = le, ep, ... e„} o bază canonică a sa. 
ntru orice i = 1, 2, ..., n avem g(e;) = Ale; e.) a;=d;> 9, deoarece e; 7 0; 
dexul pozitiv pi e n şi evident, k =n. 

ROLARUL 2. Fie q:R”—>R o formă pătratică şi A matricea 
etrică asociată. 

a) q > 0 toate valorile proprii ale lui A sînt strict pozitive; 

b) q < 0 toate valorile proprii ale lui A sînt strict negative; 

c) q 2 0 «> valorile proprii ale lui A sînt 2 0; 

d) q < 0 «+> valorile proprii ale lui A sînt < 0; 

e) q are semn nedefinit + există valori proprii ale matricei A de 


[olonese observatia de după corolarul teoremei 3. 2, împreună cu 

rul 1 (eventual pentru ~q). 

SERVAȚIE. Evident, q <0 & -q > 0; Qs0-q2 0. Uneori pentru o 

e simetrică A e MR) se scrie A > 9 în cazul cînd forma pătratică 

x7 -A - x este pozitiv definită. 

zentăm acum un criteriu pentru ca o formă pătratică să fie pozitiv 

„care poate fi aplicat fără a reduce forma pătratică la forma canonică. 

OREMA 3.5. (J. J. Sylvester, 1814-1897). Pentru ca o formă 

ică q să fie pozitiv definită este necesar şi suficient ca toți. 
i principali ai matricei asociate lui g într-o bază oarecare să 


JEMONSTRAȚIE. Fie q formă pătratică pozitiv definită şi B =le,,ep..e,l 
ă oarecare în spaţiul vectorial V(dimgV = n). Fie A=(a, De Mp (R) 
ea. asociată lui q în această bază. Fie W, V subspaţiul vectorial 
de le}, ep, -o eph k=1,2,...,n. Evident, restricția lui q la W, este o 
pătratică q, pozitiv definită a cărei matrice asociată în baza 
ye ep] este 

Cai Tiz ik 


a a Cop. 
A, = 21 22 2 e M, (R). 
Gh Capa Okk 
ucînd pe q; la o formă canonică obiinem: | 
q(x) = dul? + dolar) + ni- + u, 
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unde 
= Sre eW, şi d, > 0, d3 >0,...,d,> 0. 


Atunci matricea Re E lui q, în noua bază este matricea diagonală 


(a 0-0 
D, = * 
E 0. Q ST d, A 


Dacă P, este matricea de trecere de la baza {e}, ....e,) la noua bază, atunci 
se ştie că D, = P; A,P,, deci det Par = (det P,’ - det A, = (det P,)? A, > 0, de un- 
de rezultă că A, > 0, (Y) k= 1,2,. | 

Reciproc, fie A, > 0, k= j p e Aiai teorema 3. 3, aducem pe q la 
forma canonică prin rue J aab deci 


qa) = pata p ra „zeta 

pentru orice xe V. De aici rezultă qo > 0 pentru orice xe V Şi 
gr) =00x=0,decig>0. 

OBSERVAȚIE. Din teorema 3.5 rezultă imediat, trecînd la ~q, un criteriu ca 
o formă pătratică să fie negativ definită. 

EXEMPLU. Determinăm k e R astfel isa e pătratică 

q(x, y, z) = kx? + y2 + 22 + 4xy 

să fie pozitiv definită. Matricea asociată lui g este. 


k 2 0 
A = la. i 0 |v. 
Pp 


Minorii ei principali sînt A, = $, Ap = k — A A, =k -4 şi conform teoremei 
lui Sylvester, rezultă k > 4. | | 


3.4. Interpretări geometrice; conice şi cuadrice 


DEFINIȚIA 3.3. Se numeşte hipercuadrică în R” (sau echivalent: 
hipersuprafaţță de gradul 2) mulţimea H a punctelor (oa sie RS 
verificînd o ecuaţia de forma i 


5 Saza pe; +23 ba; +c=0 


i=l j=1 
unde q, = a; nu sînt toți nuli, b, (1 < <i,js A şi c sînt constante reale. 
În cazul n =2, E E E se mai numesc conice (în plan), iar în cazul 
n = 3, cuadrice (în spațiu). | 
Revenind la cazul general şi notînd -A = (a; asi im B (Br Day = ba); 


ecuaţia anterioară se scrie (*) x7. A < x - 2B7. x + e = 0, unde x = (x4, Xo. 2) 
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onform teoriei formelor pătratice, expusă mai sus, există o transformare 
ră care reduce rap Gaar la forma 

PERETE 22, -2d -e dpn + Cu =0, 

E; s) este I formei pătratice asociate matricei A, q(x) = xT- A x. 
icînd o translație z =u +a, cu a € R” = M,, (R) convenabil, se obține în 
joņnatele u4, ..., u, O ecuație 7 forma 


2 2 2 
Ui tes tU, Up Te Upis -2d r+s+lr+s+l 7 


| osii fad zidi 

par trei cazuri: 

Cel puţin unul din numerele dp, ---» d, este nenul, de exemplu d, 20 
u, dacă i<n 


“şs < n. Atunci punînd v; = 


r+s+i CANE +d, Un dacă Vina (4 


V; dacă i<n 
poi efectuînd translația w, =) d 
A se (ea dac 


ţine ecuaţia hipercuadricii în coordonatele wi, ...» Wp sub formă redusă 


tw twit.. Ew,- -2w, =0, CE 1. 


Toate numerele d, -.-» dp d sînt nule şi ecuația hipercuadricii este 


tu? t... tu s =0, 1 Sr+s Sn. 


r+s 


3) Numerele a aap -o~ d, Sînt nule şi d # 0. Atunci punînd v; = Ti , ecua- 
d 


hipercuadricii se scrie sub forma redusă 
2 2 
x? tu tl=0,lsr+ssn, 
Conform legii inerţiei aceste trei tipuri de cuadrice sînt distincte şi nu pot 


nsformate una în alta prin transformări liniare sau translații. 


Cazul conicelor în plan (n = 2) 
cuaţia generali: a conicelor e 
* KRx,y)= aa? + 2a ,oXy + agy + dag + 2ao3Y + azg = 0, ay E R. 
EESE T i 4 do “Ca X A 
Punînd A = , B= , X= aceasta se scrie sub forma 
Ga og Br X 
.X-2B7.X+ay=0. 


2 Lai x ff PREIEI 
istemul liniar A'-s= B, s= 5 se. scrie echivalent „or = 0 şi dacă 
RR x dy 


este nesingulară (adică apa - a% +0), atunci el are o soluție unică (0, B); 
ica f(x, y) = 0 admite un centru de simetrie, tocmai s = (0, B), care este deci 
ai punctul critic al funcției f (Într-adevăr, punînd x =x; +0, Y =y; + B, 
iația conicei este de AOL 


riginea x, = 0, y4 = 0 este centru de simetrie] 
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Făcînd o transformare ortogonală T convenabilă (care se determină cu aju 


torul vectorilor proprii ai lui A), i |=7 i , ecuația conicei în coordonatele E 
| i 

x’, y va fi de forma Àx’ Eni +2ajgX + 2aggy + dag = 0. 
CAZUL I. Dacă À; ŞI À, sînt nenule (deci A este nesingulară), atunci E 
printr-o translație cau yeoaiia — 
x =0 +X, y =B +Y se obtine o ecuatie da forma AX” + Ào Y? + d=0. 
Dacă A, Ap au acelaşi semn şi d+0, atunci se Ghita în planul XOY o ; 
elipsă (E) (figura TI.5, a) (reală dacă d - à; < O şi imaginară dacă d à> 0), ` 
Dacă d = 0 se obține o elipsă care degenerează în două drepte imaginare 


ren Ay. 
Ag 


“Figura IL5. 
Dacă à}, Ap au semne contrarii şi d + 0, se obține o hiperbolă (figura I.5, 
b) şi dacă d = 0, hiperbola degenerează în două drepte reale Y = + -Ax . 


Să remarcăm că axele Ox’, Oy’ au direcțiile vectorilor proprii ai matricii A, 
iar sistemul de coordonate XO, Y are originea în centrul conicei. 

CAZUL H. Presupunem de a à =0 şi à #0 (cazul à =0, àp =0 fiind 
exclus, pentru că ar rezulta A = 0). Anci printr-o PR convenabilă, se 
obţine o ecuaţie de forma AY? + dX = 0 sau de forma ÀY? + d, =0. 

Dacă dz 0 recunoaştem ecuația unei parabole (în acest caz conica nu 
admite centru de simetrie); în celelalte cazuri se obţin două drepte 
confundate sau paralele. e AE Pas e i 

- Din discuţia anterioară reținem că fiind dată o conică 

fx, y) = aX? + 2a XY + ay” + dau + Zay + aaa = 0, 
se calculează mai întîi valorile proprii Ais à ale matricei A asociate, care sînt. 
rădăcinile ecuaţiei 
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“lau À Qo 
| = 0, sau 12 — (aq + ao)À + ô = 0, unde ô = det A. 


; se obține o parabolă (degenerată eventual în două Anania paralele). 
onica are centru dacă şi numai dacă 6+0 şi în acest caz, centrul se 


Cazul cuadricelor în spaţiu (n = 3) 
Ecuația generală a acestor suprafeţe va fi de forma 
2 + dogy” + as? + dapty + 2aygăz + 2aogyz + Zag% + 2ao4y + 2ag4Z + Q44 = 0. 


Procedînd ca mai sus, se constată că există în esenţă 5 tipuri de cuadrice, 
căror ecuaţii reduse (după transformări ortogonale şi translaţii convenabi- 


or fi de forma 
| AX? +A +d=0 


II MA? + AY? +bZ=0 
IIL AX +Y +d=0 
IV. M Y?+bX=0 

V. AX +d=0. 


e ; A 
Sp cu -1=0 (a >0,5>0,c > 0 constante). 
GC, 


soid 


Figura IL.6. 


146 MATEMATICI SPECIALE + TEORIE, EXEMPLE, APLICAȚII + (PARTEA !) 


Dacă d#0 şi A, Ap Ag nu au acelaşi semn, atunci se obţine un 
hiperboloid, avînd una din formele indicate în figura II.7. 


(Hiperboloid cu o pînză) (Hiperboloid cu două pînze) 
Figura Î1.7. | 


În cazul II, dacă A, à au acelaşi semn, se obţine un paraboloid eliptic 
("titirez"), iar dacă au semn contrar, un paraboloid hiperbolic ("şaua"). 

În cazurile III, IV, V se observă că lipseşte o variabilă (anume Z). De 
exemplu, o suprafaţă avînd o ecuaţie de forma g(X, Y) = 0 este un cilindru cu 
generatoarele paralele cu OZ şi sprijinite pe curba din planul XOY, de ecuații 


g(x, Y)=0 
Z =0 | 
EXEMPLE. 1) Reprezentăm grafic conica f(x,y) =” +4xy+5y+2x=0. ` 
În acest caz sistemul fa 2x+4y+2=0, £ =4x+10y=0 admite soluția 
zi y 


(-5, 2) care constituie centrul conicei. Făcînd translația x =X — 5, y = Y + 2, e- 
cuația conicei devine 
X? + 4XY + 5Y- 5=0. 
Pe de altă parte, avem 


Fi 


1 2 
a-l, d şi valorile proprii sînt 


à 9=3t2p2. Deoarece  1,>0, 
À > 0, conica este o elipsă; vectorii 
proprii ai lui A dau direcţiile 
axelor elipsei. Ţinînd cont şi de 
intersecțiile conicei Ax, y)=0 cu 


Figura IL.8. 
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le Ox, Oy, se obţine conica din 


şi Cuadrica T + a -2z =0 


: 0, b > 0 date) este un parabolo- 

liptic (figura II.9). 

Cuadrica z = xy este un para- 
id hiperbolice (deoarece prin ro- 
cu 45° în jurul axei Oz: 


c 
Bwy), yzy’), Z=gz A zac, ¢>0 


obține x’? - y? = 22’). Figura II.9 


$ 4. Metode numerice în algebra liniară (continuare) 


ndicăm cîteva alte metode numerice care utilizează noţiunile studiate în 
t capitol — produse scalare, norme, aplicații biliniare etc. 


: 4.1. Pseudoinversa unei matrice 


om asocia oricărei matrice, dreptunghiulare sau pătratice singulare, o 

ă matrice, cu proprietăţi remarcabile, numită pseudoinversă. Definiţia şi 

iul acestei noțiuni sînt datorate matematicianului englez R. Penrose. 

ie Ac M,„„(R) o matrice oarecare şi ọ:R”-> R” aplicaţia liniară 

iată, oa) = xA7. Vom defini o nouă aplicaţie liniară, notată q* : R” — R” 

citeşte “diez”), în modul următor: pentru orice u e R” se consideră acel 
vector v € Im ọ astfel încît | —v|= minim. Deoarece ve Imọ, există 


Figura II.10. 


R” astfel încât v = olz); acest z nu este neapărat unic şi alegem acel zg unic 
fel: încât v = Dao) şi leo | = minim. Prin definiţie, se pune 9” (u) = = Zy 


Aplicația of: R” -> R”, u -> Z astfel definită se dovedeşte a fi liniară şi se 
ză cu A*, matricea din Ma mR) asociată. Matricea Af se numeşte 
cudoinversa lui A. (Unii autori notează A* în loc de A). 
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Fără a intra în detalii, [recomandăm V. Voevodin - "Algebră liniară, 
(. rusă), Ed. Nauka, 1980] indicăm o listă de proprietăți: în 


1) Orice matrice dreptunghiulară (sau pătratică, singulară sau nesingula- 
ră) are o pseudoinversă unică. 


2) Dacă m =n şi A este nesingulară, atunci A* = A"! (un rezultat liniştitor); | 
3) Pentru orice A € Mm nR), A: A" şi, A. A sînt simetrice şi în plus 
(4%) = A, AAA =A. | VS p 
4) Dacă D = diag(à,, ..., A, este o matrice diagonală şi notăm 
aosa _ [I/A dacă A z0 SE 
AmO dacă A; =0, 1<i<n, 
atunci DË = diag(p, .. Hi). Dacă există o matrice oitogonală U astfel încât 
A= yF. D. U (cu D diagonală), atunci A* = y". D“. Wro ahai | 
5) Dacă rangul matricei A este maxim (adică (A) = min(m, n), atunci 
(AT. Ayi AT, ea a m>n. | 
AŽ = A dacă m=n min tal i 
ATA AI dacă men. 
Proprietăţile 4, 5 dau oil emkdtè de calcul al lui At N e, l 


| Aplicația cea mai interesantă a ae a este următoarea: Dacă 
A:X= B este un sistem liniar oarecare (cu A e M., „(R), Xe M,(R)), atunci 
vectorul-coloană X" = A*. B ca imesta Poou dopol dilà sisteriului: O soluție 
exactă ar fi satisfăcut „condiția A:X-B=0, iar pseudosoluţia poate fi 


caracterizată prin aceea că ax* - B| = minjjAX - B|? (se mai spune că 


pseudosoluţia este determinată prin metoda K mai mici pătrate). 


Reţinem că orice sistem liniar, comipatiph sau chiar incompatibil, admite o 
pseudosoluţie, unică. 


[200 v2 o o 
EXEMPLE. 1) Dacă A=|0 1 0|, atunci A*=| 0 1 0|, în timp ce A™ nu 
000 0 00 
există. | 
030 ~-i sii 
2) Fie A= 001 0 9) matrice de tip 2 x 4. Aplicația liniară asociată” 


este Q : R => RŽ, Pc, Xo Xg, Xy) = (39 — Xy Xg) ŞI Îm q = R?. 
Construim q*: R2-> RE şi fie Vu=(p, q)e R; cu notaţiile de mai sus, 
avem. v=(p, q). Alegem zo=(&, b;c,d)e RA cu folz li astfel încît 


Pizo) = (p, q); aceasta revine la a găsi minimul lui a? +b? + +d cu E 
3b -d =p, c =q (p, q date) deci cu metoda multiplicatorilor Lagrange, a = 0; 
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0 0 
p = 3p Ip) a o? 
10t =q, d= S Ca atare, 9" (p,q) = -fo ~ q, -aia a 
= o 


Se putea observa şi că rang A = maxim deci AP ATASAT) 
Folosind rezultatul de la exemplul precedent, determinăm pseudosolu- 
emului liniar 


si sania se scrie sie X- -B k A- : şi B= A. 


seudosolutia lui este X t= A*.B= (o 2 4 ay : 
10 10 


E Xi 
Fie matricea singulară A = 8 i Aplicația liniară asociată este 


o: R? > RË, ọla, b) = (4a + b, Ba + 2b), 


mo= (4, 20) lte R) este identificată cu dreapta din plan de ecuație 

2x. Fie V u = (p, q)e R? : vectorul v e Im q astfel încât |u ~v] = minim 

phtiput prin intersecția dreptelor e a y = 2x şi 

ga A | p+2q 2p+4q iv= (PA i, 

{x — p); rezultă x ==, dec f 
2 jap ici p a (5 5 


+ 29 


Considerăm acum toți vectorii z = = y) cu Ql, y) =v deci 4x + y= p şi 


yem pe acela pentru care x? +y” = = minim, folosind metoda multiplicatorilor 
4p+89 Pa p+2Q. 
85 '- 85 
4p+8q p+2 
+ _|&prog pt 
0'(p,Q) TE a) 


Determinăm acum pseudosoluția sistemului liniar nedeterminat 


4x+y=h 
8x+2y=2k,  hkreal dat. 


agrange, rezultă x = ; ca atare, 


xX k 1 4 8 k k4 ie Ah k 


Ac t t SAT, = —- Eos deci S. 
Ceasta este y op 85 1 9lok 17 1 eci X = i7 y= IT 


Trebuie remarcat că acest punct reprezintă coordonatele proiecției originii 
dreapta 4x +y=k. 
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= 
pa 


-9 este evident incompatibil. Pseudosoluţia lui este - 


5) Sistemul pt 


xX 


d 


1⁄4 1⁄4) 5 


3 11 i 
= A?. x unde A = - deoarece Af = , rezultă x = y =. S 


D 


11? 1⁄4 VA 


observă că punctul =, 5) este situat pe segmentul perpendicularei dusă din ; 


A 


origină pe dreptele paralele x + y = 3, x +y = 2, "mediind" între acestea. 
OBSERVAȚIE. Pînă acum eram obişnuiţi să rezolvăm doar sisteme liniare 
de forma A. X=B cu A matrice pătratică nesingulară de ordin n. Astfel de 
sisteme apar în multe consideraţii practice, unde se cer valorile a n mărimi şi 
bineînțeles se recomandă să se facă exact n măsurători (dacă se fac prea 
puţine sistemul devine în general nedeterminat, iar dacă se fac prea multe 
determinări, sistemul devine incompatibil!). Apăreau astfel restricții 
supărătoare. Pseudosoluţia există pentru orice sistem liniar, ea "mediază” 
între ecuațiile sistemului şi astfel nu mai respingem sistemele incompatibile. 


4.2. Metoda Ritz-Galerkin | 


Fie V un spaţiu vectorial real. Presupunem că sînt definite o aplicaţie 
biliniară Ph: VxV-—R şi o aplicaţie liniară ọ:V->R. Se poate formula 
următoarea problemă: 

(RG) Să se determine un element ue V astfel încît Alu,v)= oo) 
pentru orice ve V. | 

În practică se rezolvă o problemă finit dimensională, care o aproximează 
pe cea precedentă. Anume se alege un subspaţiu vectorial W c V de dimensi- 
une finită n (n 2 1) şi se caută un element up e W astfel încît Aug, w) = olw) 
pentru orice we W. Dacă n este suficient de mare, se consideră că ug 
aproximează soluția problemei (RG). Se pun în mod natural întrebări asupra 
existenței şi unicităţii soluției problemei (RG), asupra erorii în formula 
aproximativă u=ug, ca şi întrebări legate de convergenţa soluțiilor 
aproximative către soluţia exactă; răspunsul necesită dezvoltări ample de 
analiză funcţională care depăşesc cadrul acestui curs. 

Indicăm doar modul cum se poate rezolva problema (RG) finit 
dimensională. Se alege o bază v,, ...,v, alui W ns dim W). Atunci 


N | 
ug = Dx ; şi orice vector w € W se scrie w = >, vb; ; a determina uy revine la 
ir. i=] 


a determina numerele reale ai „3% Condiţia Aug, w) = e(w) pentru orice 


w € W revine la Aaa Vj, Ssa- D ,) adică 


no tă 


OPERAS ,V,) = Sue ăia de Shoe a, — io „=0. 


i=] j=l l i=1 | j=l 
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merele y, 1 si <n, fiind arbitrare, rezulta 
is} 


notăm a; = hi(v;v,;) şi fie H = (a; si, js „ Matricea aplicației liniare A 
"la baza v,, o Va 
A x, pív) 

otînd X=| i}, c=| : relatiile anterioare se scriu matriceal 


£y Plun) 


oda Ritz-Galerkin stă la baza dezvoltării metodei elementelor 
i în unele contexte fizice matricea H se mai numeşte matrice de 
tate. Pseudosoluția X*=H"-c oferă valori pentru necunoscutele 
“şi astfel se determină to. În practică, V este un spațiu de funcții iar 
“un spațiu de polinoame sau de funcții-spline (care sînt funcții 
omiale pe porțiuni). 


(EMPLU. Fie V = Cih, mph: Vx V- R, Ru, D= fu (x)v’(x)dx şi 


-> R, pw} = f, w (x) dx = v(1) —v(0). Determinărm u e V astfel încît 


T gw) pentru Se ve V. Alegem W = RX] şi baza s X, X?) a lui W 
= |, bg =%, Va şi h(v,, da = 0; h(v,, bo) = h(vg, v1) = 


J= h(vg, v) = 0; a 0) = f1- de =1; Aog va) = Alva, l PoR 


i oa l 2x. 2x dx =$, În plus, pw) = 0, p(vo) = 1, owg) = 1 deci 


00 0 0 
H=|0 1 1 |şic=il 
O 1 48 Hi 


E ea © y . J"e T . ` 
determină numerele Q4, Œo, Oa din oaia (0, 0 04) =H" -c şi apoi 
ia aproximativă ug = Q4 + Og % + 0p-x a problemei puse. 


4.3. Calculul aproximativ al valorilor proprii 

e A e M,(R) o matrice pătratică de ordin n. Calculul teoretic al valorilor 
prii se face rezolvînd ecuaţia algebrică PA(A) = det(A — ÀI) = 0, de grad n. 
Pentru valori mari ale lui n este necesar un volum foarte mare de calcul; 
15, calculele prezintă fenomene de instabilitate, în sensul că variaţii mici 
eficienţilor matricei A pot conduce la variații mari ale valorilor proprii. 
tă un exemplu în acest sens. Fie matricea A e MR), 
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20 20 0 0... 0 0 
0 1920 0- 0 0 
0 0 18 20 0 0: 


A = 

lo oo 20 0 
0 00 0 2 20 
0.0001 


e) 


20 ao g 
Este evident că P4(4)= IS -1)- 201.6. Vom urmări modul cum 
k=l i 
variază cu g cea mai mică (în modul) valoare proprie a lui A. Termenul liber ` 
al polinomului caracteristic va fi P (0). Pentru e =0 acesta va fi egal cu. 
20! =x z 2,5- 10.7: (Stirling); în acest caz valorile proprii ale lui A vor fi . 
L, 2, T „20 şi cea mai mică în modul va fi A Ap = L. Să presupunem acum că. 
E = 20x x 20! = 5 107 (deci am dat o variație foarte mică lui €). În acest caz; 


PA= JJe- A) — 20! şi P4(0) = 0 deci Àg = 0 este valoare proprie pentru A. 

k=1 
(desigur cea mai mică în modul), iar saltul de la s = 1 la Any = 0 este foarte 
mare. SĂ 
Acest exemplu arată € că valorile proprii ale matricei (în acest caz cea mai. 
mică în modul) au fost perturbate serios, deşi un singur coeficient al matricii 
a fost foarte uşor perturbat. [Atragem atenţia că forma canonică Jordan este 
de asemenea sensibilă la perturbații, ceea ce face ca în utilizarea ei în practi- 
că să se ia precauţii mari în controlul propagării erorilor de metodă sau de 
trunchiere].: Se poate arăta că perturbațiile elementelor de pe diagonala 
principală sînt mai puţin grave, iar pentru matrice simetrice este asigurată 
stabilitatea la perturbații a valorilor proprii. 

Am indicat anterior un mod geometric (lema lui Gerşgorin, 1.3.3) de 
localizare în planul complex a valorilor proprii ale unei matrice. Vom da ulte- 
rior, în cadrul studiului stabilității sistemelor dinamice, criterii ca valorile 
proprii ale unei matrice să fie situate în semiplanul stîng Re A < 0. În cele ce 
urmează vom prezenta metoda iterativă pentru calculul valorilor şi vecto- 
rilor proprii în cazul matricelor simetrice, aplicabilă doar cu ajutorul mijloa- 
celor rapide de calcul. 

Fie A e MR) o matrice simetrică, cu toate valorile proprii îi au) şi strict 
pozitive, pe care le presupunem dispuse în ordine descrescătoare 


A >âz>...>44>0.- 
“Să notăm respectiv i aie 4, Versorii proprii corespunzători (asimilați 
cu vectori-coloană) deci lu, |= =1 şi A: u,= = Alir pentru 15k <n. “Atunci pen- 
tru orice întreg p > 1 avem AP.. u, = = Mu „ Deoarece A este simetrică, conform 
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ei.2.5 rezultă că vectorii u,, ...» u, formează o bază ortonormală a lui R” 
p u> = 6, Apoi pentru orice x € R” avem 


n 
= d tia CU aj a E R. 


aci LAS: x AP. CS au) = Sro, (APi) = Sau Mu 


k=l k=l 
p 4 =< AFx, Afx > = < Sail up, Sade u, > = 
3 k=1 s=] 
n 7? 2-9 
i PP m P 
= Ý Y apa ABAE <u, Up >= Sa 
k=l s=l k=l 


m ipoteza că a, + 0. Atunci pentru orice p 2 1, 


2 2p 


a rezultă Ax mu 
|A?x] 


i 


jar] 
up > 1 i E iu 
| la d | 
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(1) 


4) o dată determinaţi u,, A, se consideră x" =x — au, unde a, = <x, u> 
Aşadar, x” = agli + ... + au. Raţionînd ca mai sus, rezultă 
pi Senei la e cup >> letce. 

Pai e Za 


OBSERVAȚIE. Pentru calculul celei mai mici valori Broprii a lui A, se 
recomandă calculul valorii proprii celei mai mari pentru A”, deoarece 


1 


(A) 75 


Ă min 


apitolul III ELEMENTE DE MATEMATICĂ 
DISCRETĂ 


, Grafuri, circuite logice, automate 


„1. Noţiunea de graf; exemple 
unea matematică de graf generalizează intuiţia noastră referitoare la 
tipuri de reţele de transport, circuite electrice sau microelectronice. În 
“timp s-a constatat că studiul structurilor ierarhice, descrierea struc- 
sintactice sau semantice în lanţurile corecte de cuvinte, organigramele 
)sesc de asemenea limbajul grafurilor. 

INIȚIA 1.1. Se numeşte graf orientat G o pereche de mulțimi (V, A), 
nă cu o pereche de aplicaţii (i, £) unde V este mulțimea vîrfurilor, A 
mulţimea arcelor, i: A -V este aplicaţia de luare a inițialului şi 
V aplicatia de luare a terminalului. Se mai scrie G = (V, A, i £). 

tru orice arc a €A, vîrful 


numeşte iniţialul lui a, iar a pd 
numeşte terminalul lui a. < * : pe 
ă vîrfuri v4, va se zic unite ila) t(a) Vi Va 
ri ul QE ă ; 
prin arcul acA dacă -= Figura il], 


şi vo = (a), figura IH.1. 
graf poate fi vizualizat considerînd vîrfurile ca a în plan şi arcele 


ra 1) Fie V = {x y, z), A = fa, b, c d}, i : A > V; i(a) =x, i(b) =z, 


NOES w N? sau echivalent b 
D ~A b 
: EC 

a 


DN O meee Ote 
R 
RO 
Ge 


eo 


Figura IH.2 
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2) Configuraţia din figura I[]l.3 pi asociată grafulu 


G=(V,A,i,t) unde V= {v,, vol, =(ab,c,d şi i 

b o aAa Sai pe iei 
ov, b > Vi € > Ug d > Uo. 
a) 3) Se spune că un graf orientat G = (V, A, } t) este eti. 
4 e |d  cehetat dacă din orice vîrf v € V, ies un număr finit de arce 


ordonate a1,..., a5” deci: CAR = [ae Ali(a)=v). 
-e Vârfurile. din care nu ies arce se numesc roroa ale 
di: prafului (sau frunze). di ii i i. 
Figura II.3. Dacă v este un terminal: scriem ve T sau r(v)=0. Să 
notăm >, mulțimea etichetelor de operaţii (cap.I, 1.2) şi cu $o mulțimea 
etichetelor de predicate (simboluri pentru condiţii). Fie z,, ..., z, elemente care. 
nu aparțin lui $ U $ şi T, 3 [Zp -o Z} Graful G se numeşte schemă logică 
cu p terminale dacă pea orice ve V avem r(v)<2 şi este definită o 
ao p: V- È U 5s U T, astfel încît: pia si e) 
D T=(ve V le(v)e T,) şi e T: T —> T, este pijectivā; 
2) re e È, dacăr(v)= 1 şi p(v) e $, daa rw)=2,.... E 
Dacă G=(V,A, i t) şi G=(V,A,i,t) sînt fn grafuri ii uitat, se 
numeşte morfism de grafuri de la G la G o pereche de aplicații f: V > V; 
A = A’, astfel încît ori de cîte ori a € A si Vi Vp din V sînt unite prin arcul 
„să rezulte că fv) şi Ava) sînt unite (în G). prin arcul g(a), Dacă f şi g sînt în 
o bijective, se spune că grafurile G şi G sînt izomorfe. 
DEFINIŢIA 1.2. Fie. 


G =(V, A, i t) un graf şinz2 1 E ai ar | i 
un întreg. Se numeşte drum SA i 
avîndeapetele vu, ve Vşi | z Figura TL4 
i A. 


lungimea n orice şir finit de Ş 
arce d = a,, Qp, +. a, astfel încît u = ila), di d = ila), m p = a Şi . 
ta) =v. 


drumul d inerte vîrfurile u, v. Dacă u = v, se spune că sia este închis. 
“Un drum închis de lungime 1 se numeşte buclă. 


îi? nd gA Îi F e, p 


Figura II.5. 
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orientat G se numeşte arbore dacă există un vîrf vọ € V, numit ră- 
astfel încît pentru orice alt vîrf e V există şi este unic un drum care 
osi v. În figura IIL.5 sînt indicate exemple de arbori. 

=(V, A, i, i î) un graf ela, Se numeşte graf SAR al lui G un 


ui A se obține painii de e și numai drumurile europene. 
i se numeşte cu legături simple dacă mulţimea V a vîrfurilor 
ă, cu e) etichetare fixată V = (Ups Vp} Si orice pereche de vârfuri a 


sue! f dacă vîrful U; este unit cu V; 

Ss “10 în caz contrar. 
e aaa „De exemplu, pentru graful din figura MI. 6 matricea 
DA ta asociată este 

i i iiil 

da, e pia NPA puny ii A=110 1 
ara L6, 00 000 


„2. Noţiunea de automat. 


INIȚIA 1.3. Se numeşte automat simplu (sau maşină abstractă) un 
de mulţimi nevide (X, Y, S), împreună cu două aplicații 5 XXS S, 
S =Y. Se mai notează M = (X, Y, S, ô, à). Mulțimea X (respectiv Y) se 
ste mulțimea intrărilor (respectiv a ieşirilor), iar S este mulțimea 
lor automatului M; 6 se numeşte funcția de tranziţie a stărilor, iar A 
uncţia de i ieşire. 

tomatul M se numeşte finit dacă mulțimea S a atăt este finită. Dacă 
B, automatul se numeşte binar. Pentru orice pereche (x, s) e Ă x S se 
pune că M este în starea s şi "primeşte" intrarea x; în această situaţie 
este un element din S numit starea în care trece automatul, iar A(x, s) 
n. element din Y numit ieşirea emisă de automat, dacă el s-a aflat în 
a.s şi a primit intrarea x. | 

că M=(X, Y, S, 5,2) şi M'=(X, Y, S,5,A) sînt două automate (avînd 
i intrări ş şi ieşiri), se numeşte morfism de la M la M orice aphoaya 

S astfel încît V (x s)e X xs, ul, s))=6 Ge, uls) şi: - 2 

i | A(x, s) = A (x, u(s)). | | 

cala un morfism de la M la M, se mäi spune că m simulează pe 
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Oricărui automat M = (X, Y, S, 6,4) i se poate asocia un graf avînd § ca 
mulțime a vîrfurilor şi în plus, pentru orice (x, s)e XXS, vîrfurile s şi 
s, = (x, s) sînt unite printr-un arc; pe acest arc se scrie x/y, unde y = Al, s). 


EXEMPLE. 1) Considerăm un automat binar cu trei stări a, b, c. Aşadar, 
xX=Y=B, S= {a, b, c}. În acest caz, X x S = {(0, a), (0, b), (0,0), (l,a), 1,5), 
(1,c)). Presupunem că ` : 
5(0,a)=a, ă%0,b)=d, | 
50,c)=a, &l,a)=b, 
S(1,5)=c, &(1,c)=c şi 
10,a)=1, AO, b)=0, 
MO,c)=0, A(G, a)=1, | 
MLD. Figura II.7. 

Această definire "pe E | | 
elemente" a funcţiilor 5, A poate fi sintetizată în tabelele din figura II.7. 

OA 00 o 1/0 Se obține astfel un automat 

ee) () M=(X,Y,S,8,À) al cărui graf 

F: este indicat în figura HI.8 : 
Caii IL 2) Fie X= fa, b, c), Y=10,1); 


i 
S = {s}, sa) şi funcţiile 5, A definite 
se si prin tabelele din figura I11.9. 


| A Aşadar, dacă automatul se află 
Figura IL.8. de exemplu în starea s; şi primeş- 


(3) 


baaa 


1 
Pra 
= 
c 


te intrarea b, a- 
tunci el rămîne în 
starea s, şi emite. . 
0. Graful asociat 
este indicat în i i 
figura II.10. | Figura IIl.9. 


; Q sl 1 0 1 
Sa 9 i 1 


aa a Se poate introduce elementul — timp 

O | "deci o dinamică a automatului, con: 
b/1 S2 siderînd mulţimea numerelor natural 
Y \ ca mulțime de momente (cu tacte dis- 
(Sar crete 0, 1,2,...,„n,n +1...) Anume pen 
| tru orice automat M=(X, Y, S, 6,4) s 
k n definesc functiile 5; IN xXx SN x85. 
“Figura [11.10 (t x, s) (t+ 1,6%, s) ṣi | 
à NXX xS N xY, (t x, s) > (t, A(x, s))- 


Interpretarea este următoarea: dacă automatul M se află în starea s § 
primeşte intrarea x la momentul t, atunci el emite la acelaşi moment ż ieşire 
A(x, s) şi trece la momentul t + 1 în starea 5%, s). Aşadar, prin convenţie 
simultană cu intrarea, iar trecerea la starea următoare s 


ieşirea este 
realizează un tact mai tîrziu. ` 
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¿poate extinde modul de lucru al automatului, introducînd la intrare 
siuni de litere (cuvinte din X”), citite de la stînga la dreapta, literă cu 


acă M = (X, Y, S, 5,A) este un automat finit, atunci pentru orice stare 
"se poate considera funcția de comportare a lui M începînd din s ca 
aplicația 

| 1X >Y, | 

asociază oricărui cuvint w e pi ultima literă a cuvîntului de ieşire 
punzător A (w, s). Automatul se numeşte redus dacă pentru orice stări 
ete szs' avem Y, #*Yy.- Pentru un automat redus nu există stări 
acte:cu aceeaşi funcție de oaoa deci toate stările sînt semnificative. 
“lucrările de teoria automatelor se dă răspuns problemei ca pentru orice 
mat să se construiască un automat redus asociat (obținut prin 
ingerea mulțimii de stări), făcînd aceleaşi oficii, precum şi altor probleme 
aliză, sinteză şi construcție a automatelor. 


3. Funcţii booleene (G. Boole, 1815-1864) | 


> cunosc modalităţile de formare de noi propoziții (numite şi formule 
e) pornind de la o mulțime E de propoziţii elementare (presupuse 
ărate sau false), cu ajutorul conectorilor logici. Mai formalizat, să 
derăm alfabetul EU (|, v, (, )} obţinut adăugînd la E semnele logice de 
ție şi disjuncție, precum şi parantezele deschisă şi închisă şi să notăm cu 
iltimea cuvintelor în acest alfabet. O propoziţie (sau formulă logică) 
e E este orice cuvînt A din C pentru care există un şir finit 
i, A =A de cuvinte din C astfel încît pentru orice i, 1 si <n, să fie 
cută una din următoarele trei condiţii: 10. A,e E, 20, există j < i astfel 
A;= KA) = (A) = W; 3°. există j, k < i astfel încît A, = (A; v Aj). 

on? jla cu WE) multimea tuturor propozițiilor pele E. Evident, 
(E). 

EXEMPLE. 1) (a v(k)), Ka v b), îi v(b v c)) pentru a, b, c € E sînt ara e 
dara lb, (a v b nu sînt corect formate. p f 

Se definesc (a A b) = Kle v b) ṣi (a = b) = (Clav b). 

BSERVAȚIE. Dacă Q = (F, =} este o signatură unde F este o etichetă de 
ţie nulară (“luarea falsului”) iar => este o etichetă de operaţie binară 
licaţia”), mulțimea n(E) se identifică prin Q ~ algebra generată de Æ. 
entru orice p, q E T(E) se definesc 

=(p3F) pvq=(030; pnazlpva si ps0- (P>) >P) 
DEFINIȚIA 1.4. Se numeşte funcție booleană de n variabile booleene 
) orice funcţie f: B” — B. 

XEMPLE, 1) f: B> B, Ax) = k = x este o funcție booleeană de o variabilă 
ersorul"), Se pot considera de asemenea funcțiile constante 0 : B" >B, 
şil: BE —B,x— 1. 
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2) Disjunctorul este funcţia f: B? = B, fix, y)=x vy, iar conjunctorul 
g: B? -— B, E y)ELAY 

3) Orice propoziție p e n(E) defineşte o functie booleană în care crabi 
sînt asimilate cu propozițiile elementare componente., sema urmātoare arat 
că şi afirmaţia inversă este adevărată.. 

LEMA 1.1. Fie Rx, ...,x,,f: B —- Bo funcţie booleana. Atunci pentr 
orice x,, .., x, € B avem: 

a) fen- srt Eh Des DA ti e up KRIV A an h 0) ALEA 
ai a ARA 2.) van v (AO, Ooa, OA XA... Aăn): 
E de cîte ori apare 0 pe un loc k-apare şi negația pe variabila x,) . 

b) Ax aaae (AO, i, 0)v x1 ARE V Xn) AVO O DVR V ea e | 
VEY En) A ase MAL, si, Dy xi v.v xn) (de cîte. ori apare 1 pe un loc 
apare şi negația pe variabila x). TIP | pa, 

pl cazi <a) Fixăm xp. e B şi să presupunem c 

a =0, x, =0,..., ăi, = 0 undei, <i <ni <t, (celelalte valori fiind egale cu 1) 
pe pentru 1sks< n k + Ea + „ki, avem x,=1 deci xk=0 şi cum 
laa=a, 0Aa=0 pentru orice ac B, SI, că toate parantezele di 
membrul ka al relației din enunt sînt nule; cu copia lui 


| fü, er Ò, aia „DA AA AANE | A Xi RRA 
Aceasta din urmă oste eu Pia cu. 

| A dai a A PA E aa r) 
Relația b) se E similar. | | E 


; OBSERVAȚIE. O reformulare : a egalităţii a) este următoarea: orice funcţie 

booleană f: B” 5 B este funcția booleană asociată formulei logice 
FU AORA AX a) V (FA, .. n 1,0) Ax A ERA sN 

i, 0, oA n op 

en orice funcție booleană de variabilele Xis- X, este exprimabilă 

printr-un număr finit de semne logice |, A, v cu ajutorul lui DN zac E a e 
TEOREMA 1.2. (reducerea funcțiilor booleene la forma a Je 

Fie Ax,,....x,), f: B” — Bo functie booleană. 

a) Dacă fz0 şi Pi, Po- E A sînt punctele din B” daia Fi ia tunat 1, 

atunci Ax... Xp) = 01 Y Qo V V Pp» unde P SY ANYEN A Yn LSJ Sp; iar 

R că iso s — 'coordonata punctului P, este 1 


Yis Oz dacăs — coordonata punctului P, este 0 


pentru lss<n (forma canonică normal disjunetivă a lui P. Sana 
b) Dacă f i şi Q,, (a zi Q, sînt punctele din B? unde fi ia Jajöared 0, 
atunci fix, ss Xn) = Vi A Wa A o A Vas Unde Y, = Za V Za V ce Vp (Sk sq) 
Xp decăt p - coordonata punctului Qr este t 


4 Ioe dacă t - coordonata punctului Q, este 0, 
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tru 1 st <n (forma canonică normal conjunctivă a lui f). 

JEMONSTRAȚIE, a) Se aplică lema 1.1, a) observînd că dacă f ia valoarea 0 
w punct, atunci dispare termenul corespunzător din membrul drept al 
jei. Aşadar, rămîn doar termenii care corespund valorilor lui f în puncte- 
T şi este suficient să notăm parantezele respective cu 4, 0, 


e demonstrează similar, folosind lema 1.1., b). 

ncțiile ọ, se numesc minitermeni conjunctivi, iar y, minitermeni 
activi pentru f. | 

EMPLU, Indicăm forma normal disjunctivă pentru funcţia booleană 

> B, definită prin A0, 0) = 1, fO, 1) = 0, A1,0)=1,A1, 1) = 1. În acest 
10, 0), PAL, 0), Pal 1, 1) 4 deci p =3 şi 

P, =x A X2, Po = Xi Axa, Pa = 1 A^ Xg. 


(xa) = (x, A X2) V (x, A Xa) y (a A Xo) = ((x, V a4) A Xa) v (a A Xg) = 
= (LA Xa) V (Xp A Xa) = Xo V (X) A Xo) = X} V Xa. 


„4. Latice şi circuite logice 


FINIŢIA 1,5. Se numeşte latice orice mulțime ordonată (L, <) în care 
“orice două elemente a, be L există un cel mai mare minorant, 
inf la, b} şi cel mai mic majorant,a v b = sup (a, bl]. 

“MPLE. 1) Pentru orice mulțime Æ, mulțimea L = P(E) a tuturor părților 
ste o latice relativ la relația de incluziune (2), deoarece pentru orice 
E, există inf (A, B)=AnB şi sup (A, BI=AUB. 

„Fie E mulțimea tuturor evenimentelor din cadrul unei experiențe. Dacă 
e E, se spune că A implică (=>) B dacă producerea lui A atrage după sine 
ucerea lui B. Atunci E este o mulțime. ordonată relativ la relaţia de 
catie = şi în plus, VA, Be E există inf {4, B} = evenimentul-producere 
ltană a lui A şi B; sup (A, B} = evenimentul-producere a cei puţin unuia 
venimentele A şi B. 

sadar, E este în mod natural o latice. 

“Fie E o mulţime oarecare şi L mulțimea tuturor funcţiilor f : E — [0, 1]; 
ducem pe L relaţia de ordine f< g) e Vvxe E, fix) s< g(x). Pentru orice 
"există funcţiile u, v: E — [0, 1], u =inf {f g} şi v = sup ff g}, definite 
“u(x) = min (Ax), g(x)) vix) = max (Ax), g(x). Aşadar, L este o latice, 
tă laticea mulțimilor vagi. 

“Mulțimea n(E) a propoziţiilor dată E (def. 1.3), cu ordinea dată d 
caţie, este o latice relativ la conjuncţia ^ şi disjuncția v. | 
EOREMA 1.3. Fie (L, <) o latice oarecare. Atunci pentru orice 
ce L avem 

l.ana=a,ava=a(idempotenţă); 
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90 anb=bna,avb=bva (comutativitate); uit 
30 (aab)ac=zant(bac),(avb)vez=av (b v c) (asociativitate); 
4°.a a (a v b) =a, a v (a a b) = a (absorbţie); 
5. a<sbearsb=anavb=b. 
DEMONSTRAȚIE. 1°, Avem de arătat că a = inf la, a! şi a = sup la, aj, ceea. 
ce rezultă direct din definiția lui “inf” şi "sup". i 
2 Fjec =a a b; atunci c = inf fa, b} = inf fb, aj =bna. 
„99 “40 se probează similar. 
5°, Fie a < b; atunci inf fa, b} =a deoarece asa, a <b şi dacă csa,c <b 
atunci a >c, adică a este cel mai mare minorant pentru a, b. Dacă a a b =q, ; 
rezultă direct că a <b. în mod similar, dacă a <b, atunci sup la, b) = b dec ; 
b =a v b, iar dacă b = a v b, rezultă b = sup (a, b} deci a < b. ; 
O latice (L, <) se numeşte distributivă dacă a A (Bvo)=(anb)v(anc)şi: 
a v(bac)=(avb)al(a v c), pentru orice a, b, c € L. Laticea (L, <£) se numeşte. 
modulară dacă din faptul că a, be L şia > b, rezultă că 
aatbvo)=bvilaaAc). 
Laţicele din exemplele date anterior sînt distributive şi modulare. - 
Este evident că orice latice distributivă este modulară [într-adevăr, dacă: 
azb, atunci aa(bvo)=taA b)v(aac)=bvl(anc), deoarece anb=b, 
conform teoremei 1.3, 5°]. Afirmația inversă nu este adevărată, aşa cum arat 
exemplul următor. 
EXEMPLU. Orice latice (L, <) defineşte un graf orientat (V, A, i, t) în care 
vêrfurile sînt elementele lui L adică V =L şi două vîrfuri x, y € L sînt unite 
printr-un arc dacă şi numai dacă y<x, adică A=((,y)e Lxb | <x), 
iAV, œ y)>x şi t: 4V, @y) y. Pentru anumite grafuri este: 
adevărată şi afirmația inversă; astfel, graful 


A? 

bvezavc=avb=unbov=anb=anc=bAc 

| Ec id | 
defineşte o latice finită L = la, b, c, u, v}. Se verifică uşor că L este o latice 
modulară. Dar aA(bvc)=a, iar (a A b)v (a ac)=vvv=v=a ^b deci L nu 
este o latice distributivă. i | u 
DEFINIȚIA 1.6. Fie (L; <, a, v, 0, 1) o latice distributivă care admite un cel 
mai mic element 0 € L şi un cel mai mare element 1 € L. O astfel de latice së 
numeşte latice booleană (sau algebră Boole) dacă pentru orice a € j 
există şi este unic un element ae L astfel încît a ra=0 şiava=l; a së 
numeşte complementul lui a. Un rezultat remarcabil, datorat lui M. STONE 
(n. 1903), afirmă că orice latice booleană este izomorfă cu o latice de mulțimi, 
ceea ce arată rolul de model jucat de laticea părţilor unei mulțimi. Laticele 
din exemplele 1, 2, 4 de mai sus sînt booleene. Dar laticea mulțimilor vagi nu! 
(funcţia constantă 1/2 nu are complement). 
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A Circuite logice 


ircuitele logice elementare sînt: inversorul x-—x, conjunctorul 
DA y şi disjunctorul (x, y)—>x vy, precum constantele 0 şi 1. Un 
uit logic este un graf orientat unde în virfuri sînt circuite elementare, 
zun singur terminal iar arcele sînt conductori. Mulțimea circuitelor 
e. este o latice booleană: anume dacă C,, C, sînt două circuite logice, 
a corespunde legării în 

01 A Ca în legării paralel 


ste inversatul lui C, iar ai mic Daia x = |æ (inversorul) 
a de ordine este definită 
2D xAy (conjunctorul) 


reuitul NAND (mot and) i DOI xvy (disjunctorul) 
BoB gazy IOD EV ZVI NAND) 
om vedea că el are proprie- x -L 
remarcabilă că orice circu- y > ZVY = xay (NOR) 
c se poate construi folosind 


NAND-uri [Într-adevăr, Figura II.11., 
suficient să observăm că 


x = plx, x), XAY E XAY = Q(x, y) = (Q(x, y), pla, y)) şi 


xVy AY = plz, x) A PY, y) = plop, x), oy, y) 


“inversorii, conjunctorii şi disjunctorii se realizează numai cu circuite 
ID]. Acelaşi lucru se poate spune despre circuitul NOR (not or), care 
zează funcţia lui Pierce w : B? > B, y(x, y)=XVy. 
ricărui circuit logic i se poate asocia în mod bine determinat o funcţie 
eană numită şi formula logică de structură; reciproc, oricărei funcții 
ene (sau oricărei formule logice) îi corespunde un circuit logic. Două 
cuite logice au aceeaşi funcţionalitate dacă şi numai dacă au formule de 
tură echivalente (cu aceeaşi tabelă de adevăr). Teorema 1.2 arată că 
ce funcţie booleană este o disjuncție de minitermeni conjunctivi deci orice 
it logic se realizează numai cu inversori, disjunctori sau conjunctori. De 
rezultă în particular că orice circuit logic se poate realiza numai cu 
ND-uri (sau numai cu NOR-uri). 
O problemă importantă, tratată în cursurile de specialitate, este cea a 
struirii de circuite logice operaționale, cu anumite funcționalități, ca şi cea 
*ducerii la circuite standard ("cablarea logicii”). 
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$ 2. Calculabilitate 


2.1. Noţiunea de calcul 


Analiza conceptului de calcul este de mare însemnătate teoretică şi prac- 
tică, legată de realitatea fizică a computerului modern. Într-o primă accepti- 
une, un calcul înseamnă un algoritm împreună cu un set de date initiale, În 
limbajul uzual, un algoritm este o procedură efectivă, definind un şir de stări 
(rezultate intermediare) avînd ca stare iniţială setul de date de intrare şi ca 
stare finală rezultatul urmărit; procedura este deterministă (fiecare transfor: 
mare de stare fiind definită fără ambiguitate) şi conduce la rezultat după un 
număr finit de tacţi. Aplicarea unui algoritm revine la explicitarea Ba 
nilor privind operații succesive asupra datelor inițiale. 

Fie S o mulțime nevidă ale cărei elemente le numim stări. Un calcul în S 
este un şir finit de stări sg, Sp -o Su; două calcule c = (sg, ..-, Smh Cr = (fo ees Én) 
în S se zic compozabile dacă s„ = to şi în acest caz, se poate defini calculul 
compus c * 0, = (Sg -3 Smith: 

Se poate defini un scai G=(S,A,i t), în care elementele lui S sînt vîrfuri, 
iar calculele în § sînt arce. Aplicațiile i, t sînt definite în mod natural: pentru 
orice calcul s = (Sg, = Su, puneii its) = sp, t(s) = ss. Orice drum în graful G 
este un calcul î its, 

"În acest context, este utilă introducerea unui concept de algoritm iede 
terminist. Anume, să presupunem că S este o mulțime finită nevidă (de 
stări), că Ic S este o multime fixată de stări inițiale şi Tc § o mulțime de 
stări terminale. Presupunem că P este o mulţime de predicate unare pe $ 
(numite condiţii) şi R este o mulțime. de relații binare pe S (numite 
transformări de stare). Deoarece S este finită, mulțimile I, T, P, R sînt de 
asemenea finite. Orice condiţie p e P este o funcție p:S—B (dacă p(s)= 1 
condiţia este îndeplinită, iar dacă p(s) = 0, nu). Orice transformare de stare 
pe R este o submulțime pc Sx S şi în cazul cînd (s,, sa) € p se mai spune că 
$, este transformată în s, (caracterul nedeterminist este legat de faptul că p 
nu este neapărat o relaţie funcţională). O dată fixate S, I, T, P, R ca mai sus, 
spunem că este definit un algoritm X (nedeterminist) dacă poate fi eviden- 
țiată o aplicaţie 1: P > R care asociază oricărei condiţii p € P, o transformare. 
de stare unică 1(p).: Descriem acum modul cum "lucrează" algoritmul i 
Dacă sp € I este o- stare inițială; apar două cazuri: 

i. pentru orice condiție p e P avem p(sg) = 0; în acest caz, se M ă că: 

sp € T deci rezultatul este tot s şi algoritmul se opreşte; 

JI. există p e P, nu neapărat unic, astfel încît p(s) = 1; se alege o astfel de 

condiţie p şi fie p = 1(p) transformarea de stare asociată lui p. Apar: două. 

subcazuri: er uda 

“II, nu există s, e S astfel í încît (sp a Ep şi atunci se consideră că So € T, 
= iar algoritmul se opreşte; o 


ELEMENTE DE MATEMATICĂ DISCRETĂ 165 


există s, € S astfel încît SoP $, şi pentru s, se reia procedeul aplicat 
rior lui sọ presupus că se încheie încheie într-o stare s, € T. 
obţine astfel un şir de stări sp, Sp Sp... deci un calcul realizat de 


mul «7 începînd din starea sp. 


„2, Arbori operatorii 


icărei expresii aritmetice, algebrice, formule logice etc, i se poate asocia 
bore şi aceasta este una din ideile de bază în automatizarea calculului. 
e exemplu, expre- 

(a + b)-c, 

v (par) li se a- 


(e) 
respectiv arbo- © P Y , o” ÎN 


figura IIL.12. 


mim 
e-standard S pa A / A pă + 
bore avînd ca a b 

i şiruri finite de 
ere naturale, de Figura II[.12. 

a W = Nyho-.-hy Se presupune că rădăcina este A şi că de îndată ce 
hyha...hn este vîrf în S, rezultă că w, w0, w1, ..., w(n — 1) sînt de 

:menea vîrfuri. 

acă wn este un vîrf, se spune că el este un succesor al lui w; dacă 
D este un vîrf şi wn nu este, atunci w are n succesori şi anume wò, wi, 
wn — 1). Un vîrf w se numeşte terminal dacă nu are succesori (adică w0 
ste un vîrf). De exemplu, (A, 3, 7, 32, 31, 30, 73, 72, TI, 70) este mulțimea 
ilor unui arbore ~ standard cu 7 terminale. 

Să presupunem că (Q, v) este o signatură şi Q este o Q ~ algebră. Un 
ore — standard S se zice operatoriu dacă orice virf w are o etichetă 
e QUQ şi are atfîțtia succesori cît indicele de aritate v(e); în particular, pe 
inale sînt dispuse elemente din Q. a 
EXEMPLU. Fie am etichetele 


m adunării şi înmulțirii binare, Q = (a, m} şi 

> ai i SA : Q=Z. Arborele din fig. III.13 este 

1 operatoriu şi are terminalele etichetate 

e >y cu x,y, z,te Z. "Citirea" acestui arbore 

/ N / $ (care poate fi automatizată) ponce la 
d 01 rezultatul xy(z + t). 

i y z p OBSERVAȚIE. În ultimul "O 's-a 


realizat un studiu aprofundat al 
funcţiilor aritmetice f:A-—B (unde 
N”, Be N”), ale căror valori pot fi calculate prin algoritmi. Intuitiv o 
fel de funcţie este calculabilă dacă există un program care pentru orice 


Figura III. 13, 
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x e N” determină elementul fx) dacă x e A şi tipăreşte un simbol exterior. 
mulțimilor N”, n > 0, în cazul cînd x g A. Acest concept de funcție 
calculabilă foloseşte termeni ce nu pot fi definiți în limbaj de teoria ` 
mulțimilor, independent de ideea de program. S. Kleene, K. Gödel, A. 
Robinson au mari contribuţii la studiul calculabilităţii prin introducerea 
noțiunii de funcţie parţial recursivă, analiza proceselor algoritmice, ca şi prin 
fundamentarea analizei non-standard. 
Aceste consideraţii vor fi dezvoltate la cursurile de specialitate. 


$ 3. Cîmpuri discrete de probabilitate 


Probarea adevărului a constituit dintotdeauna o activitate a omului, în 
această lume plină de incertitudini în care încercăm totuşi să fixăm şi unele 
jaloane. Situaţiile de incertitudine ne provoacă reacţii de îngrijorare (sau plă- 
cere) şi nu întîmplător, au apărut atîtea jocuri care exprimă într-un anumit 
fel fascinația necunoscutului. Calculul probabilităților a apărut în secolul al 
XVII-lea ca o modelare matematică a şansei, ca o ştiinţă a jocului de noroc, 
dar s-a transformat astăzi într-o teorie matematică riguroasă cu aplicații deo- 
sebit de importante în fizică, tehnică, în viață. 


3.1. Cîmpuri discrete de evenimente. Caracteristici numerice . 
ale variabilelor aleatoare ui 
Fiecare din noi cunoaşte numeroase experienţe repetabile, avînd ca rezul- 
tat apariţia sau nu a anumitor evenimente. Nu definim termenii de experien- 
tă sau eyeniment aleator, considerîndu-i ca primari. 
Să considerăm o experiență pe care o notăm cu £. Ca rezultate posibile 
ale acestei experiențe se pot obţine diverse evenimente Á], As, As, B 


EXEMPLE. 1) Să considerăm experiența € = "prezentarea la un examen a 
unei grupe de studenți”. lată cîteva evenimente posibile: A, = "toți studenții 
sînt integralişti”, A, = "cel puţin 5 studenți iau nota 10", A, = "un studenta 
dat biletul” etc. RER 

2) Fie . £= "urmărirea grous unui dispozitiv automat". Pot apărea 
diverse. evenimente: A = "dispozitivul functionează cel mult 5 ore", 
B = "dispozitivul funcţionează cel puțin 30 de minute", C = "dispozitivul 
funcționează un timp nelimitat” (bineînţeles C este evenimentul imposibil) 
etc; n ta TE e A i A 

În orice experiență se pune în evidenţă colecţia evenimentelor care pot: 
apărea. Printre acestea se adaugă evenimente imposibile (identificate toate” 
cu unul singur, notat Ø) şi evenimente sigure (notate cu X). Dacă A şi B sînt 
evenimente, se pot considera alte evenimente; de exemplu: A sau B (notat 
A U B); A şi B (notat A ^ B), evenimentul contrar lui A (notat A sau A). Se 
apune- că A implică B (şi se scrie A C B) dacă din faptul că A se produce, 
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tă că şi B se produce (astfel, orice eveniment A implică evenimentul 
X). Două evenimente A, B se zic egale dacă ACB şi BCA. Se poate 
“arăta că mulțimea evenimentelor (relativ la o experiență fixată) 
ază o latice booleană deci calculul cu evenimente revine esențialmente 
nuirea unor operaţii cu mulțimi. 

DEFINIȚIA 3.1. Prin cîmp discret de evenimente se înțelege o mulțime 
tă sau numărabilă X, împreună cu o funcţie P: P (X) — 10, 1] definită pe 
timea părților lui X. Submulţimile ACX se numesc evenimente şi 
ru orice eveniment A numărul P(A) e (0, 1] este numit probabilitatea 
n plus se presupun îndeplinite următoarele condiții: 

X = 1 şi P(9)=0 

Pentru orice eveniment A CĂ, avem P(A)= Y Po), seria fiind presu- 
i WEA 

convergentă. Evenimentele {œ} corespund la mulțimi formate dintr-un 
1 element şi se numesc evenimente elementare. Probabilitatea unui 
ment A c X modelează conceptul de “frecvenţă” a apariţiei lui A: dacă 
ienţa în care poate apărea A se repetă de n ori, iar A apare de k ori, 


Direct din definiţie rezultă că dacă A n B = Ø (se spune că A şi B sînt in- 
ipatibile), atunci 
, | (1) P(A o B) = P(A) + P(B). 
Dacă B CA, atunci A = B o (A \ B) si B © (A \ B) = Ø deci 
P(A) = P(B) + P(A \ B) deci 
(2) P(B) < P(A) și P(A \ B) = P(A) - P(B) 
B este evenimentul care constă în faptul că A are loc şi B nul. 
Dacă A, B sînt evenimente oarecare relativ la acelaşi cîmp, atunci are loc 
jula 
(3) P(A o B) = P(A) + P(B) - P(A ^ B). 
ntr-adevăr, A U B =B U (A KA ^n B) p 
UPA U B) "E PB) + PAAA B) = PB) + PA) -PAn B). 
temarcăm de asemenea că pentru orice eveniment A CĂ avem 
i (4) PA)= e e 


ntr-adevăr, P(A) = PXA) | PX) - P(A) = 1 - P(A). 


XEMPLE de cîmpuri discrete de evenimente. 
n experiența de aruncare cu banul, presupus perfect, X = {0, 1} (corespun- 
stemei şi banului), fiecare din evenimentele elementare avînd proba- 


atea = În aruncarea cu zarul (presupus corect!), X are 6 elemente, 
e cu probabilitatea Z, La ruletă, X are n elemente A,,...,A, cu 


abilitățile p,,...,p, (putem gîndi A,,...„A, ca sectoare ale unui disc 
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circular ~ roată de ruletă, aria lui A, fiind produsul lui p, cu aria întregulu 
disc). În cazul loteriei, X poate fi ales ca mulțimea tuturor tragerilor de n 
bilete din N numerotate (N > n), toate avînd aceeaşi probabilitate. Dacă în. 


plus contează ordinea între cele n bilete, această probabilitate este SN 


deoarece atunci X are N! / (A - n)! elemente. Dacă ordinea nu contează, X are 
N! 
x Oa (N-n)!n! 
elemente şi probabilitatea fiecărui eveniment elementar este 1/C%. 
Dacă A, B sînt două evenimente şi dacă P(B) + 0, atunci probabilitatea 
lui A după ce B s-a produs (sau probabilitatea lui A, condiționată de B) 
este prin definiție, numărul 
iii PANB) 
P(B). 
| Eveni nenii A şi B se zic independente dacă P(A n B) = P(A). P(B 
dacă P(B) + Ø rezultă atunci că P(A |B) = P(A), adică probabilitatea hui A es 
aceeaşi, indiferent dacă B s-a produs sau nu. | 
Dacă (X, P) este un cîmp diseret de evenimente şi HZ, „A, CĂ sin 
evenimente, incompatibile două cîte două, astfel încît HU „VH, să fi 
evenimentul sigur, atunci pentru orice eveniment A œ X are loc următoare 
formulă utilă: 


P(A|B) = 


(5) P(A)= Sa, )-P(AlH)), 
pă 7 
numită formula probabilității îotale. [Demonstrația este imediată: 


"AsAnX= sAn (UA) = ana) deci 


=] J=l 


P(A)= > P(AnH, jey P(H,) P(UAlH))L. 
j=i . J=% | ăla M l 
DEFINIȚIA 3.2. Dacă (X, P) este un cîmp discret de probabilitate, orice 
funcție &(w), £ : X -> R se numeşte variabilă aleatoare discretă. Deoarece 
este mulțime finită sau numărabilă, X= (0, 0, ...]; notînd a, =E) ş 
P = PIE =a,], se poate considera matricea 


pe üy = Qy 
Pi Po E Dy 


în care pe linia I-a sînt reprezentate valorile Jui é iar pe linia a II -a 
probabilitățile cu care sînt luate aceste valori. Evident, O<p,si şi > pP =1 
Ata = EP a a 
Această matrice se numeşte matricea de repartiție a lui z 
Evident, mulțimea variabilelor aleatoare este un spațiu vectorial real 
'HX), relativ la E+ y, aé (a e R) 
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pune că o variabilă aleatoare £ e HX) admite medie şi dispersie 


viile da, P, Şi Sak p, sînt absolut convergente. Se definesc 
k21 k21 


(6) ME = Zan = = S,E(o)P(o) (media lui é); 


WEĂ 
(T) DE= Saoi (ME? = M€) - (MB? (dispersia lui £). 
k=ł 


järul real şi pozitiv o = J DE se numeşte abaterea medie pătratică 


uă variabile aleatoare £, n:X—R definite pe un acelaşi cîmp de 
bilitate discret (X, P) se numesc independente dacă pentru orice 
'ale I, J pe dreapta reală, evenimentele {€ N şi (n e J} sînt indepen- 
Am notat (£ e I) = {we X | ëw) e J ete. 
‘nota cu L2X, P) mulțimea tuturor variabilelor aleatoare pe cîmpul de 
bilitate (X, P) care au medie şi dispersie. 


OREMA 3.1. Fie £, ne LX, P). 
a) Avem ME +n) = ME + Mn, M(a8) = aME şi Diaz) = a 2DE, vae R; 
) Dacă é, n sînt independente, atunci M(En)=(MEMn) şi 


ONSTRAȚIE. a) Avem 
ME + n) = SE +a) P0) = Y Eo) + n(o)P(o) = 


weă ner 
wcă vex 
Meb- DatXo)Po) = Ja-t(oPlo) = a DEPO) = aM, 
osă - Gex 


asemenea ' 
at) = Mak? — (M(at))” = MEP) - (aMEY = a° MẸ? - a (ME? = a”. DE. 
] Men) = T (En(o)P(o) = X Elwo) = $F Elo noo). 


weX O QeX a;b; weX 


Sie 2 se face după acele evenimente œ pentru care E(0)=a, şi 
= b;. Atunci 


MEn = È O ab Po) = Dab, PO. 


a;b; o a;b; 


2, P(o)= P&=a,n=b,)= PE =a; P= b) 
1 intervine ipoteza relativ la independenţa lui £ şi n). Aşadar, 


[En = Zab PE= a) P=b,)= da, PE= a) db, P (n 10) = (MB) 
| i J 
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Să observăm acum că V&e LXX, P) avem DE = M(E — ME, deoarece n 
tînd ME =m , avem 


M(E -MEP = M(E -mY = M(E” — 2m% ap) a C ME?) 2mME +m? = M(E2)- m? = DE 

Atunci 

DE + m) = M&+ n ME +n)? = ME - ME) +- Mn)? = 

= ME — ME) + Mn - Mn}? + 2ME — ME) - (n - Mn) = DE + Dn + 2 cov(6, n), 
unde am notat covi(E, n) = M(E — ME) - (n - Mm)) (număr numit covariant 
variabilelor aleatoare £ şi n). | 

Notînd ME = &,, Mn = ko, avem 

a efla) 
cov(£, n) = ME — k Din — ko) = MEn ~ kin — kob + kko) = 
cfila} 

= MEn) - k Mn — RoME + kiko = M(En) ~ kiko = MEn) — (MEXM) = 0, 
deoarece £ şi n sînt independente. Aşadar, D(6 + n) = DE + Dy şi teorema est 
demonstrată. 

Reţinem totodată că Y &,ne LXX, P), cov(E, n) = MEn) — (MEXMn) şi c 
vée LXX, P), covtt, £) = DE. 

În cazul cînd cov(E, n) = 0, se spune că £ şi n sînt necorelate. Evident, 
orice variabile aleatoare independente sînt necorelate (dar nu şi reciproc). 

Mulțimea LXX, P) este în mod natural un spaţiu prehilbertian (definiția 
1.1, cap. 2), relativ la produsul scalar <¢, n> = M(E - n). Faptul că prooien] 
E. m are medie rezultă din inegalitatea 

2 „2 
+ 

Să notăm cu N mulţimea variabilelor aleatoare din L*(X, P) avînd medi 
nulă. Pentru orice £ e LX, P) avem £ = ME + (£ — ME) şi evident £ - Mg e N 
Mt e R. Are loc descompunerea ca sumă directă LX, P) = NE R şi adeseo 
în raționamente ne putem reduce la cazul unor variabile aleatoare cu medi 


nulă. 

TEOREMA 3.2. (inegalitatea lui P, L. Cebîşev, 1821-1894). Fie (X, P 
un cîmp de probabilitate discret. Pentru orice variabilă aleatoar 
E e LX, P) şi pentru orice 5 > 0 avem 


6) P(lE-MEl=0)s2gDE 
2 | 
(8) p(lE-MEl<3) 21-20. 
DEMONSTRAȚIE. Avem P(|£ —- ME| > 6) = Plo |2i astfel ca E(0) = a, şi 
la, — ME | > 6] = 2 a a;), 


unde suma 5y este făcută după acei indici i i pentru care la,. — ME! > 6. 


i 
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pci 


E da - MB? Pza) $ (a, - MB? -PE=a;) 28°. >) PE=a,). 


ar, DE > 82. Pele- ME | = Cea de-a doua E rezultă prin 
> Ja evenimentul contrar. 

SERVAȚII. 1) Inegalitatea Cebişev arată calitativ că abateri mari 

de la medie sînt puţin probabile, atunci cînd dispersia este mică, 
Dacă DE = 0 atunci P(£ = MẸ) = 1. Variabila aleatoare £ ~ MG are media 


rariabila Sr are media 0 şi dispersia 1. 


mai importante rezultate de teoria probabilităților se referă la şiruri 
nimente sau variabile aleatoare. Dacă (X, P) este un cîmp discret de 
abilitate, un şir (£,)„>, de variabile aleatoare se zice convergent în 


bilitate către zero (se scrie £, =i) dacă 


ye>o0, lim P(E | 2£)=0. 
PA Saur că 


scrie E, —=*% E dacă E, -E—=2->0. Ca o aplicație a inegalităţi 
vse poate demonstra următorul: 

ROLAR (legea lui J. Bernoulli (1654-1705) a numerelor mari). Fie 
un şir de variabile aleatoare din Lî(X, P). Presupunem că ele 
independente două cîte două, au aceeaşi medie m şi toate 
ersiile lor sînt majorate de aceeaşi constantă. Atunci 


E + + n prob. 


i eee) PI e 
n 


DEMONSTRAȚIE. Deci ME, =m şi există o constantă A20 astfel încît 
"A, pentru orice k 2 1. Să notăm 


bit.. Ea 


n 


Nn 7 


nci conform teoremei 3.1, avem Mn, = icme, +... + ME) = E = m şi 
n n 


Di, = L (DE, +... + DE) S ati = å deci lim Dn, =0. 
d gi n 


ryo 


nform inegalității Cebîşev, avem isa orice £ > 0, 


Piin, - Mn,| ze) < 4 Dn, deci lim P(În, —Mn,|>e)=0 adică 
ip G € 3 00 l 


Legea numerelor mari arată că, pentru n — ce, este din ce în ce mai puțin 
Eh ta 


n 
'ermenul "numere mari" se referă la faptul că se face media aritmetică a 


cient de multe variabile aleatoare (n — œ), 


babil ca mediile aritmetice „să se abată de la media teoretică. 
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3. 2. Legi discrete de repartiție 


Fie (X, P) un cîmp discret de scobăbilitate şi é:X-N o variabilă 
aleatoare cu valori numere naturale, avînd matricea de repartiție 


($ i 2.. n S j 0 > i 
undep, 20 şi Ý p, = 
Po Pi Po -e Pn > n20 


DEFINIȚIA 3.3. Se spune că É este repartizată Poisson (S. D. Poisson, 
1781-1840), cu parametrul à(À > 0 fixat) dacă peara orice întreg n >0 


avem 
T 
în Ti t 
n! 
În acest caz, | | a a o. i 
voi Pta - asi ARAL ca i os E A Le AR E ; 
Mo Dn e mr e = eh =e Șef. =A 
n! a (n = 1) ee s C] 1)! iar 


Se verifică uşor că DE =À deci o variabilă aleatoare repartizată Poisso 
aparține spaţiului L4X, P). 

DEFINIȚIA 3.4. Fixăm un număr natural n şi un număr p € [0, 1]; notă 
q=1-p. O variabilă aleatoare 6:X-— N avind doar cele n+1 valo 
0,1],....,n se zice repartizată binomial cu parametrul p dacă matricea 

NE A 000 INNER a a na 
de repartiție este „unde p, = Cp pt g. 
Po Pi Po e aj e îsi 


În acest caz, i E 
{3 n l 

ME = $ kp, = X kC p. 

A k=0 k=l 

Considerînd dezvoltarea binomială 


(px + q) sui Y Cipla = S Cipta k n-k. XE, 
k=0 k=0 
se observă că derivînd în raport cu x şi făcînd x = 1 se obține 
np = Y CËkptg 
k=1 

deci ME = np. Pnn raționament similar se obține DE = npg. 
EXEMPLE. 1) Să presupunem că numărul de bruiaje naturale la o staţii 
telefonică este o variabilă aleatoare & repartizată Poisson. Presupunem apo 
că numărul mediu de bruiaje (într-un anumit interval de timp) este 10 (zece); 
Atunci ME = 10 deci A = 10. Atunci probabilitatea de a avea cel mult £ 
bruiaje în cadrul unei convorbiri realizate în intervalul considerat de timp vå 
fi PG < 3) = PĠ = 0) ES 1) n 2) + PE = 3) = po +p +P + pg = 
gi Le A Ea gei L e = (1 +10+ e e) 0,01. 
2) Se numesc experiențe Bernoulli acele experiențe care se pot repeta 
independent unele de altele, avînd doar două rezultate posibile (de exemplu 
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insucces), cu probabilitatea de succes nemodificată de la o experiență 


ru o singură experiență Bernoulli, cîmpul de probabilitate este (B, P) 
B = (0, 1), O corespunde insuccesului, iar 1 succesului. Notăm P(1)=p 
iitatca de succes) deci P(0) = 1 ~p =q. 

petînd de n ori o experiență Bernoulli sau echivalent, efectuînd n expe- 
Bernoulli independente, cîmpul de probabilitate va fi (B”, P) şi eve- 
tele elementare we B” vor fi şirurile de n biți o=(a,ap...a,) cu a;=0 


notăm cu sœ) numărul de succese din o (adică numărul de componente 
cu 1). Atunci deoarece P(1) = =p, P(0) =q şi în @ apar s(0) componente 
cu 1 şi n — s(@) componente egale cu zero, rezultă că Do ap ea lui o 
Pœ) =p® q7.  Arătăm că variabila aleatoare s = "succes, 
-> 10, i, aa n}, 0 s(o) este repartizată binomial cu parametrul p. 


Oh Pe =k)=Plo |sto)=b)= SP(o)= Xp g. 


7 w,s(w)=k | w,s(u)=k 

"există C evenimente elementare oc X astfel încît s(œ@) =k (adică 
de n biți ce conțin de k ori pe a Atunci 

P( g= = C*p k g nd 

tare variabila aleatoare s este ti A binomial c cu parametrul p. 


3.3, Lanţuri Markov 


presupunem că urmărim un anumit sita la momente dagen de 
otate 0, 1, 2,. . şi că el se poate afla într-una din stările notate 
„n. Fie § = {1, i ñk Convenim să notăm cu X(k) starea sistemului la 
entul k şi iii UD o că evoluţia sistemului (tranziţia de stări) se face 
numite probabilități. i"t+supunem cunoscute, pentru orice k şi pentru 
tări Sp- Sp E€ S, probabilitățile P(X(0) = sp -~ X(k) = s,), ca şi probabi- 
condiționate 

i (*) PKR +1) =s, Xk) = s, - X0) = sp) 

robabilitatea ca sistemul să fie la momentul k+1 în starea s,,, de 
tă ce la momentul k a fost în starea s,, la momentul &- 1 în starea 
„iar la momentul 0 în starea sọ). Se poate întîmpla ca (*) să fie egală cu 
k + 1) = sz,p, pentru orice k şi orice stări sp, ...» Sp,» Ceea ce ar însemna că 
mul nu are memorie. Dar A. A. MARKOV (1856-1922) a propus studiul 
dependențe mai generale, pentru sisteme "cu memorie scurtă”, în care 
abilitățile (*) sînt egale cu 

P(X(k + D= sp Xk) =s,), 

ă.starea sistemului la momentul viitor k + 1 depinde de stările trecute 
„k doar prin prezent (starea la momentul k). În continuare prezentăm 
a rezultatele preliminarii relativ la aceste dependențe. 
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DEFINIȚIA 3.5. Un vector (Py -Pa € R” se mamepe vector 


probabilitate dacă are toate componentele p;20 şi Ş p;=1. O matri 
izi 


P= p) e M (R) se numeşte matrice stochastică dacă fiecare linie a lui 
este un vector de probabilitate. 


o 1 0 
EXEMPLE. 1) P =! 1⁄2 1⁄6 1⁄3 | este o matrice stochastică, 
13 23 0 


2) Dacă P, P e M (R) sînt matrice stochastice, atunci produsul P. P’ 


orice putere P*, k > 0 au aceeaşi proprietate. 
3) Dacă P= (p;isi, js este o matrice stochastică, atunci pentru ori 


valoare proprie à € apă) avem lAl < 1. (Într-adevăr, dacă u = (u4, R7% 
este un vector propriu corespunzător, atunci PT.u=ìÀu deci pentru ori 


1sisn, Ș pau, = Xu; . Rezultă 


j=l 
Alu Dld D pwls XD pu Blu dpi = = Dluji 
aşadar, Ziels Sul Pe [Ad <1, Pa aa usd 


DEFINIȚIA 3.6. Fixăm o mulţime finită $=(1,2,...„n), un vector de pr 
babilitate p = (p4, -- P) Şi o matrice stochastică P = Cy lisi, jsn’ Elementele 


lui S se numesc stări, elementele lui p se numesc probabilități inițiale, iar 
cele ale lui P - probabilităţi de trecere (sau tranziție). Se numeşte lani 
Markov omogen asociat tripletului (S, p, P), orice şir de variabile aleatoa 
cu valori în S, pl X), ..., X(k), ... cu proprietăţile: i 
1) PĂ(0) = 1) = pi; -o PXO) = n) = ppi 
2) pentru orice È > 0 întreg şi pentru orice stări Sp, ---, Saya € S, avem > 
PUR + 1) = sp., IXH) = Sp -o X0) = so) = POR + D) = spa XE) = 54) = Pag, sin 
Oricărui lanț Markov i se poate asocia un graf orientat, avînd stările cá 
vîrfuri şi tranziţiile de stări ca arce (etichetate cu probabilităţi de trecere). 
Probabilităţile de trecere p; se referă la tranziţiile directe de stare. Se p 
considera schimbäri de stare în m paşi, m22. Anume, notînd cu Pi 


probabilitatea de trecere din starea i în starea j în exact m paşi, avem 
p = PĂR +m) =j XR) = i); 
membrul A T nu dai de de k, deoarece este egal cu 
F PX + m) =j, Xh rm = 1) sm XP + De 
Sp pere SmI 
=S, IX(k)=i)= $ Pi Deea SED cade 
Si porn m-t 


Evident, pi = pi; Şi vom pune pi = ð; (simbolul Kronecker). Atunci 
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Pi; = F Pin Prj 
k=l 


E 2 : p2 : M m 
atricea (Pi; isi, jen este tocmai P“; mai general P” =( py is; i< pentru 


reg m > 0. Relaţia matriceală P”* = P . P' se explicitează astfel 


pi rts = $ pupi, + eiJe razi, 

i k=l 

ü:se relațiile Chapman-Kolmogorov (S. Chapman, 1888-1970; A. 
ogorov, 1903-1986). 

EMPLE. 1) Probabilităţile ca un sistem modelat de un lanț Markov să fie 
j e stări la diverse momente discrete, nu neapărat succesive, pot fi 
rcu ajutorul probabilităților p; . De exemplu, 


PA(I2) =j |X(5)=i)= p; şi 


PXQZ) = d, X6) =c, X(3)=b |X) =a) = p% pă - pă 
„presupunem că în două urne se găsesc în total 2N bile (notate 
2N) şi că la fiecare moment se alege la întîmplare un întreg între 1 şi 
ila cu numărul respectiv este mutată din urna în care se află, în 
Convenim să spunem că sistemul celor două urne se află, în starea i, 
\ dacă prima urnă conține i bile şi a doua 2N — i bile. Atunci 


p;; =0,0sis<2N; Puia = pe (dacă 1 <i s2N) 


lelalte probabilităţi de trecere sînt nule. Acesta este modelul lui 
enfest (1880-1933) pentru schimbul de căldură. Se obţine astfel un 


Markov în care $=(0,1,..., 2N}, luăm (a) şi 


2N +1 2N +1 
a a cui de trecere P € Moy R), 


0 2N 
1 0 2N-1 0 
2 0 2N-2 
i 
Pac 3 
2N 
0 1 


2N 0 


anturile Markov sînt utilizate în modelarea unor sisteme fizice sau 
gice, în studiul automatelor probabiliste, al firelor de aşteptare sau al 
selor de învăţare; [C9]. O contribuţie remarcabilă în dezvoltarea teoriei 
urilor Markov au avut-o matematicienii români Gh. Mihoc (1906-1981) şi 
Onicescu (1892-1982), 


PARTEA A II-A 


Capitolul IV GEOMETRIE DIFERENȚIALĂ 


$ 1. Spaţii geometrice 


1.1. Obiecte geometrice esenţiale 


Geometria s-a impus ca un ansamblu coerent de abstracţiuni ale relațiilo: 
materiale, sintetizînd multe proprietăți obținute prin observație directă şi ve 
rificate prin experiment. Devenită ştiinţă rațională încă la grecii din antichi 
tate, geometria a descris pînă la Riemann şi Lobacevski un univers incolor 
inodor, fără forţe, omogen (toate punctele jucînd acelaşi rol) şi izotrop (fări 
direcţii privilegiate). Fizica modernă a pus problema înțelegerii de fond a con 
ceptului de spaţiu, propunînd şi asimilînd modele geometrice tot mai com 
plexe. Geometria nefiind totuşi un capitol de fizică, este necesar un studiu ri 
guros, pe baze intuitive dar şi prin raționamente deductiv imateriale, al confi 
gurațiilor geometrice, în pas cu progresele algebrei şi analizei. Mult timp 
prin geometrie s-a înţeles geometria lui Euclid în plan şi în spațiu şi este co 
mod să urmărim evoluţia conceptelor geometrice folosind exemplul aceste 
vechi şi foarte particulare discipline matematice. | 

Principalele obiecte geometrice au fost figurile plane - segmente, drepte 
unghiuri, cercuri, curbe şi figurile în spaţiu — plane, semispatii, curb 
strîmbe, suprafeţe, etc. Generalizarea firească constă în considerarea unu 
spaţiu ambiant V şi a pune în evidență anumite submulţimi ale lui V nu 
mite figuri. Pasul imediat în geometria lui Euclid a constat în măsurare 
lungimilor, unghiurilor şi în clarificarea relațiilor (de exemplu, de congruen 
tă, de comparare etc.) între elementele liniare sau unghiulare ale diverselo 
figuri. Au trecut două milenii pînă s-a lămurit că la baza măsurătorilor s 
află un obiect matematic special, anume grupul mişcărilor planului (sa 
spaţiului) şi că toate noţiunile metrice pot fi definite în termenii acestui grup 

De exemplu, în cazul cînd V este planul lui Euclid, distanța dintre punct 
este unica funcţie continuă d: V x V = R invariantă la mişcările lui V, car 
sînt tocmai roto-translaţiile. Felix Klein (1849-1925) a arătat în 1872 pri 
celebrul program de la Erlangen, că geometria nu este unică şi că a fac 
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trie înseamnă a fixa un spațiu V împreună cu un grup de transformări 
i bijective V — V) şi a studia proprietăţile invariante la acest grup. 

i secole mai înainte, Descartes descoperise metoda coordonatelor, 
entînd geometria analitică în plan şi în spațiu şi unind pentru 
una algebra şi geometria. Din unghiul modern de vedere, coordonatele 
ictii V -> R (eventual definite pe submulțimi ale lui V). A fixa un punct 
Z revine la a da valori concrete pentru funcţiile-coordonate, după cum 
imile de puncte (figurile) sînt descrise prin relații între coordonate 
ite ecuații). Dar V poate avea şi alte structuri, nu numai de spațiu 
rial, fiind de exemplu un spațiu topologic, o varietate etc. 


ibilitatea interpretărilor geometrice ale unor probleme bi sau 
ensionale (adică depinzînd de două sau trei coordonate independente) a 
este încă masiv exploatată. În ultimul timp au apărut şi probleme ingi- 
i relativ la un număr arbitrar de variabile — parametri de stare, grade 
rtate etc. ceea ce a impus extinderea limbajului geometric, fapt care de- 
e oricum un scop irezistibil pentru matematicieni, începînd din secolul 
Descendentele directe ale geometriei lui Euclid au fost geometriile avînd 
ații ambiante spaţii vectoriale şi ca figuri, subspațiile vectoriale sau va- 
ăţile liniare. 

esupunem că V este un spaţiu vectorial peste un corp comutativ K, de 
nsiune finită, dimẹV =n. Fixăm o aplicaţie biliniară g : Vx V = K. Se 
ne că perechea (V, g) defineşte o geometrie ortogonală (respectiv 
plectică) dacă Y x, y € V, gx, y) =g0, x) (respectiv g(x, y) = —2(y, x)). 
Dacă B =(e,,....e,) este o bază oarecare a lui V şi G = (glep e)a, jsn este 
ricea aplicației g relativ la Z, în cazul geometriei ortogonale (respectiv 
plectice) matricea G este simetrică (respectiv antisimetrică). În capitolul 2 
‘studiat un caz particular de geometrie ortogonală, anume geometria 
tiilor euclidiene (V, g) unde g: V/xV-— era un produs scalar (cap. 2, 
niția 1.1). Aceasta era la rîndul ei o generalizare a geometriei lui Euclid şi 
nă parte a capitolului 2 a stat sub semnul acestei generalizări. 


Geometria s-a dezvoltat de asemenea în legătură cu înțelegerea tipurilor 
nteracţii din universul fizic, prin elaborarea conceptului de varietate, ge- 
alizîna deopotrivă curbele şi suprafeţele. Curbele au apărut prin mo- 
larea traiectoriilor, iar suprafeţele ca frontiere ale corpurilor. Dar apar în 
jd natural curbe în R”; de exemplu dacă parametrii de stare ai unui sistem 
ic au la fiecare moment + valorile reale x,(£), ..., (2), atunci punctul 
+: %,) din R” parcurge o curbă. Mai general, dacă paramtri de stare nu 
at îi dependenți. atunci restricțiile respective pun în evidență anumite 
bmulţimi ale lui R” numite varietăți. H. Poincaré a arătat primul că 
ometria şi analiza matematică, unificate în cadrul geometriei diferenţiale, 
ebuie dezvoltate pe varietăţi, deoarece numai în acest mod cîmpurile de 
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vectori, cîmpurile de tensori, traiectoriile, controlul optimal neliniar, sisteme 
le dinamice etc. îşi găsesc cadrul firesc de prezentare. 

lată că geometria, cu ramurile ei actuale — geometria algebrică (studiu 
mulțimilor de zerouri comune ale polinoamelor), geometria diferențială (stu 
diul curbelor, suprafeţelor, varietăților, cîmpurilor de vectori etc.) şi geomet 
a analitică (studiul varietăţilor analitice reale sau complexe), a devenit up 
edificiu impresionant pentru cunoaştere şi totodată un domeniu de mare inte, 
res pentru fizician şi inginer. 


1.2. Spațiile R” şi Y 


n 


Fixăm un întreg n > 1. Spatiul aritmetic R” se consideră cu structura de 
spațiu metric şi elementele lui se numesc puncte (cu această structură el se 
mai numeşte spaţiu afin n — dimensional). Înzestrată cu structura de spațiu 
vectorial real, mulţimea R” se notează cu Y/, şi elementele ei se numese 
vectori n - dimensionali, Dacă (e,,...,e,) este baza canonică a lui A 


n 

n 
atunci orice xe Y, se scrie unic x= se; CU Xi, -Xp E R coordonatele 
i=l | 
(componentele) lui x. Aplicațiile pr,: Y,—R, x > x; se numesc funcțiile de 
coordonate (1 <1 <n). 


: n 
Aplicația ọ : R” -> Yy x= (ep, up) x = Y xe; este bijectivă şi identifi- 
i=] 
că punctul x cu vectorul său de poziţie x = q(x), sau cu matricea 
X = (x), - %,) a coordonatelor lui x. 
Pentru orice x, y € R”, vectorul y — x se mai notează cu xy. Deci 
Ox =x — O =x = p(x), unde O este elementul zero din R”. 
: "5 J Se a spune că peni ms 
aan y SyeR, vectorul xy =y -x "uneşte 
punctele x,y. Evident, Yxe RÄ 
pri +, ve Y, există şi este unic y e R” astfel 
încît xy = v. 
Este utilă zi R convenţie de“ 
0 - 0 scriere: dacă a, be R” şi ve Wp” 
atunci vom scrie b=a+voab=vi: 
(adică v uneşte a şi b).. 
Dacă p = {c; t4, ....u, este un reper în R”, coordonatele unui punct x € R” 
relativ la p sînt cois 15 vectorului ex relativ la baza u,, .... u,. | 
Cele spuse mai sus constituie generalizarea unor fapte binecunoscute în 
cazul 3-dimensional, unde am stabilit legătura între spațiul aritmetic RE, 
spațiul vectorilor 7%% şi spațiul fizic S, legătură care necesită fixarea unui 
reper Oxyz (versorii căruia formau o bază a lui 7⁄3). Geometria afină studiază 
legătura între puncte (elementele lui S), vectori (elementele lui 74) şi 


Figura IV.1 
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sociate vectorilor (oricărui vector v i se asociază translaţia S — §, 
unic y astfel încît xy = v). În cele spuse mai sus privind spațiile R” şi 
adoptat tot punctul de vedere afin. Dacă se apelează la structuri 
stare (de exemplu, produsul scalar) se capătă posibilitatea descrierii 
oprietăţi ale obiectelor, ajungîndu-se la alte tipuri de geometrii. 
un punct a e R”. Pentru oriceve Y, se spune că perechea (a, v) 
tā vectorul v aplicat în a; mulţimea 7,„(R')=(ajx 7, a acestor 
hotată uneori şi Y/(a) se numeşte spaţiul tangent la R” în punctul 
înd: (a,v) + (aw) = (a, v+w); Mav) = (a,v), pentru orice wwe Y, 
e obţine o structură de spaţiu vectorial real pe T(R") = % (a). 
înţeles, avem izomorfismele R — liniare 
„Wa Vp la, u)v si Ya) VWO), a, v) > (b, v). 
ntim că dacă în spațiul vectorial %, este fixat un produs scalar, 
spune că spațiul afin R” este euclidian; în fiecare spațiu Y, (a) este 
i mod automat definit cîte un produs scalar, punînd 
ii <(a, v), (a, w)> = <v, W>, 
orice wwe Fp cico ia cel mai important îl constituie a ue 


MR EN < 3%, y >= a y; definit pentru orice x, y € y= $s e; 
i=} 


- el este notat şi x- y. Reamintim că norma euclidiană dunpiiea) 


n 
x] =va-z = d (x, „notată şi ilxl, 
izi 


istanța euclidiană între punctele x, y e R” este d(x, y) = |æy | şi că un- 
$ a i doi vectori nenuli x, y este acel număr 8 e [0, n] astfel încît 
| ay 


|x]: lb] 

mai scrie (x, y) = 0. Geometria bazată în plus şi pe disponibilitățile produ- 
scalar, permiţînd extinderea tuturor rezultatelor din geometria elemen- 
se mai numeşte geometrie euclidiană. Se mai impune un mic comen- 
iu. Calificativul "euclidian" este legat de postulatul lui Euclid ("în planul 
x printr-un punct care nu aparține unei drepte se poate duce o singură 
alelă la acea dreaptă”). Acest enunţ nu este de origine experimentală ci 
i intuitivă şi foarte tîrziu, Lobacevski şi Bolyai au demonstrat independen- 
ui de celelalte axiome ale lui Euclid. În vorbirea curentă, "euclidian" în- 
mnă ceva în conformitate cu postulatul lui Euclid, dar sensul dat de 
tematica modernă este mult mai restrictiv. Geometria euclidiană foloseşte 
te proprietăţile afine la care se adaugă cele care decurg din existența unui 
'0dus scalar — ortogonalitate, teorema lui Pitagora etc. În fond un produs 
alar este asociat cu o formă pătratică pozitiv definită. Vom vedea că dacă 


cos = 
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fixăm o formă pătratică nedefinită, vom obţine o geometrie pseudo-euclidia. . 
nă. lar Riemann a avut ideea elaborării unor geometrii care doar local sînt - 
euclidiene, de o mare însemnătate pentru fizică şi astronomie. 


1.3. Spaţii pseudoeuclidiene 


Să fixăm acum o aplicație biliniară simetrică . | 
h: WAX Ho Rşifieg: WI —R, q(x) = kea 
a pătratică asociată. Daca A este matricea lui A relativ la o bază 


= (a, a) a lui Y, deci A = (Ois, jan» unde a; = Ala, a), atunci pentru 


orice vectori x = Siza Qa, y= So; din Y, avem 
i=l 


h(x, y)= e: = XTAY si q(x)= $; AXK 5X" AX. 
isi, Jan tsi, jSn 


Să presupunem acum că oria pătratică q este nedegenerată, cu E PESTA 
ra (r, s), under > 1,s 2 l,r +s =n. Atunci ştim că există o bază B =(a,,....a,) 
în Y, relativ la care matricea lui A este de forma 


Pentru orice x, ye Y, definim 
x-y = h(x, y) şi læ? =x- x =A, EA q(x). 


Aşadar, 
-l dacă i=j<s 
a,-a;=h(a,a)=+ 1 dacă i=j>s+l 
0 dacă iż j 


şi 
| 2 -l dacă i=j<s (F O 40-a | Ena a că 
a| = a a, = TEA orma pätratică nefiin ozitiv 
i E azi i dacă i=j>s+l ui p | 


definită, numărul x|? ia şi valori negative). 


R 
Pentru orice x = S xa a, Y= > yja; din %, avem 
i=} ; 
x-y = h(x, y)= Y hla;, a, ni -AVi eee LY EXI H+ nYa 
5 1si,jsn l | 
æl? = A 2 <a ce = E + g) H e ee 
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licația 


Yx Y, R, (x,y) -x y = hix, y) 

Piliniară, simetrică, dar nu este un produs scalar deoarece nu este 
plinită condiția de pozitivitate (PS4, def. 1.1 din capitolul 2). De exemplu, 
ru vectorul nenul u =a, + a;(i<s, > s+ 1), avem 

|? =u- u = (a; +a) (a; +a; = la,]2+2aa;+ la|?=-1+2:0+1=0 
“lul=o. Vettoriii Q,- a, se zic versorii imaginari iar as + æn 


S 


orii reali ai bazei , iar abia din Y, cu "norma" nulă se zic izotropi. 


JEFINIȚIA 1.1. Se numeşte spaţiu pseudo-euclidian de tip (s, r) cu 
i s21,r+s=n, spaţiul afin R”, în care se fixează o aplicație biliniară 
trică h: Y, x Y, > cu signatura (r, s). 

entru a sublinia faptul că este fixată o nouă structură, vom nota cu Rg, 
| pseudo-euclidian de tip (s, r). Ca mulţime de puncte acesta este R”, 
rem în plus un produs pseudo-scalar x- y = h(x, y), verificînd PS1-P53, o 
do-normă definită prin ja ]2=a-a (xl poate lua şi valori complexe) şi 
do-distanţă d(x, y) = Ixy] (care poate lua valori complexe şi poate fi nulă 
caz =y). 

n exemplu important îl constituie cazul n =4, r=3, s=1 deci cazul 


iului pseudo-euclidian Ri, numit spațiul Minkowski-Poincaré 


Minkowski, 1864-1909; H. Poincaré, 1854-1912). Acesta constituie 
delul geometric ("spațiul ambiant") al teoriei speciale a relativității, 

Să numim eveniment elementar orice proces fizic caracterizat printr-un 
de numere (£, x, y, z) unde (x, y, z) sînt coordonatele poziţiei evenimen- 
“iar t este momentul cînd are loc evenimentul. De exemplu, emisia unui 
i sau ciocnirea a două particule. Notînd x, =c t, Xo =%, Xa =y, x4 =z (c 
"viteza luminii în vid), multimea evenimentelor elementare se identifică 
spațiul Minkowski-Poincaré Ri z. Fixăm un punct a € Ris (deci un eveni- 


nt elementar pe care îl numim ad-hoc prezent). Mulțimea 
C,= te Ri ld“(a,x)<0) 


umeşte conul viitorului (cu vîrful în a). De exemplu, dacă a = (0, 0, 0, 0) 
ă prezentul este fixat în origine şi la momentul t = 0, atunci 

Co = (x = Gu Xo, Xo, Xg) |- o2 + (9)? + (x) + (x) < 0). 

Originea semnifică "acum şi aici" pentru un anumit observator. Două 
nimente elementare e= (t, x, y, z), e =(t, x,y,z) se numesc fizic 
pnectabile dacă distanta euclidiană dintre ele permite un transfer de 
formație între ele cu viteza cel mult viteza luminii, adică 


Ve- 0 y+- P Selter]. 


Acesta revine la -e0 - t + (x — x) + (y = + (z-zYs<0. 
Identificînd e cu punctul x = (x;, Xo, Xg, Xa) € RI 3 (punînd x, =ct, xg =x, 


=y, x =2) şi e cu x =(xj, Xg xg X4 R (xj =ct, x3 = ya =y ,x4 =z), 
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condiția anterioară se scrie d?e, e”) < 0. Aşadar, conul viitorului C, (cu vîrful 
în e) reprezintă mulțimea evenimentelor fizic conectabile cu e. 

Vom considera un caz mai particular, anume n = 2, r = 1, s = 1, al planului 
pseudo-euclidian RI unde vom putea finaliza unele calcule şi interpretări 
fizice. | 

Este deci fixată o aplicaţie biliniară simetrică k : 73 x Y3 —> R cu signatu- 
ra (1,1) şi există o bază Z = (a,, ap) relativ la care matricea lui A este 

'{-1 0 
0 1j 

Aşadar, ary a, =-l, ay a= l, a: a= Q. 

Orice vector x € Y se scrie unic x = x, + Xyđg Şİ lac [2 =x, + (x). 

Deoarece pseudo-distanța dintre două puncte x, ye Rii» x = (x, Xa), 
y = (9 Ya) este dx, y) = [xy |2 = (y; = x.y + (93 — X), proprietățile metrice 
ale planului pseudo-euclidian diferă de cele ale planului euclidian uzual. De 
exemplu, cercul pseudo-euclidian cu centrul în origine şi rază | este | 

lue R2, ldu, 0) =1}= (eye R? ac? +y = 1} 


şi privit în planul euclidian, este o hiperbolă. 
Su 


e = (t, x) constă din abscisa poziției x 
şi momentul ż la care este măsurată 
(asociat de exemplu cu o particulă ca- 
re se deplasează rectiliniu), eveni- 
mentul e se asimilează cu punctul 


(tj; Xp) € Rii punînd x, =c, Xp=x. 


Orice eveniment elementar 
Xa 
[i 


€ 


În acest caz, conul viitorului (cu vîr- 
ful în e) este | 
C, = le |d2(e, e) < 0} 
şi reprezintă mulțimea evenimente- 
lor fizic conectabile cu e. Aşadar, 

C, = (act, x)| -x — x1)” + (ara — x3)" <0)= (act xh) | læs -xal sla aul) 


şi în planul euclidian are următoarea reprezentare: 


Figura IV.2. 


1,4. Interpretări fizice 


O aplicaţie F : R” — R” se numeşte afină dacă există o aplicaţie liniară 
f: Y, — Y, astfel încît P(x + v) = F(x) + Rv), pentru orice x € R” ve Y. 
Aceasta este echivalent cu faptul că (Y) x e R”, aplicația Yo) VP), 
(x, v) > (F(x), Kvo) este R -~ liniară. 
Este evident că aplicația f este unic determinată de F şi se numeşte 
partea omogenă a lui F. Dacă (e,, ..., €„} este baza canonică în Y, atunci 
(V) v =x t + e; 
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Flo) = F(0) + Av) = F(0) + $x ,f(e,). 
j=l 


F(0) = (cp «+. Cp) şi fe) = ase e; şi punînd Fw) = (y4, ...,Y,) rezultă 


= Şax, Fey ISrSn: 
j=l 


fo) = $ ($ ayz; = = Se 


izi j=l 

Jacă F: R” > R” este afină, avînd sedan omogenă un izomorfism şi dacă 
hosa a, este un reper, atunci [F(b); fa), ..., Ka,)} este de asemenea un 
j; Evident, cf. teoremei 2.7, cap. 2, o aplicație afină este o mişcare în 
iul euclidian R” dacă şi numai dacă ea transformă un reper ortonormal 
un reper ortonormal. 

O aplicaţie afină F:R'—R” se numeşte mişcare în R” dacă partea ei 
genă f este un operator ortogonal, adică matricea A = (a;)isi jam este orto- 
Jā, A- AT = = 1. Dacă în plus det A = +1, mişcarea se numeşte proprie). 
efinițiile anterioare se extind şi la cazul spaţiilor pseudo-euclidiene. 

stfel, o aplicație afină F:R,, RR, se numeşte mişcare 


iudo-euclidiană) dacă partea ei omogenă f conservă produsele scalare, 
că fix) . Ay) = x -y pentru orice x, y e Ki. 

onsiderăm cazul n=2, r=1, s=1 al planului pseudo-euclidian şi 
rminăm mai întîi mişcările F : Rii — RI, care conservă originea adică 
0. Notăm cu Ø ={a,, a} baza lui Ri, considerată anterior şi cu 
a 
a 
Aşadar, fa) = aq] + caz, Ka) = ba, + daz. 

Faptul că F este o mişcare revine la aceea că au loc relațiile 

D: Ka) =a a =-1, Aa) - fa) =a; a= 0 şi fas) Aa) = a'a =+1 


matricea lui f în baza A 


(aa, +cao)-(aa, +tcap)= 1 
(aa, +c): (ba; +da,)= O 
A (ba, +da) (ba; + das) = +1. 
aici rezultă sistemul 

-a +c? =-1 
~ab + cd 
-b° +d? = 
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„Să notăm cu k valoarea comună a acestor 


see 


Evident, a +0, d20 şi == 

a 

rapoarte deci c = ka, b = kd. Atunci a? +k? - a? = —1, —k2- d2 + d? = 1, de unde 
k?<1şi 


1 1 
go a i rr c=ka, b=kd. 


Avem deci patru E me A care corespund unor mişcări, FOOD = =A- X ale) 
planului pseudo-eucldian Rir Fixăm una din ele, anume 
1 1 k 


A =k? k l 


Pentru orice punct xERf p X= (X; Xg), Se obține după această mişcare i 


punctul y€ Ri y = (Yy, Y2) astfel încît 


ys x, + AXo 
Yi A] 


= A deci 1-4? 


Ya Xo _ kx tXo 
e pa 


Să punem xj=c: É, Xg=x; Yu EC, Yg =X. Cu aceste notații, relaţiile 
anterioare devin i 


Re 
E i _ het +x’ 1) 
1-4’ VL = k? 
şi prin inversare, 
k 
p= 
-kct + 
K R E ket+x (2) 


Juke VI-a? i IONS 
Să considerăm două repere p = {0; 2), p' = Im; t,x} astfel încât is 
lui p’ să fie asimilată cu un mobil m aflat în repaos (relativ la p”) deci x’ 


m R 


Figura V1.3. 
conform (2), rezultă ket = x. Dar v = în reprezintă tocmai viteza lui m în rapor 
cu reperul p şi cum m este în repaos relativ la p’, atunci v Al tocmaă 
viteza lui p’ în raport cu p; din relaţiile precedente, rezultă k =, ceea cé 


arată semnificația fizică a parametrului k. Formulele (2), (1) devin 
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A y pisi x 
oa vE +x -aA ~VE +X 
pa og m e a T aula a i A) 
> ? ? 
v? v? v? 
l--7 = l--7 
Cc C C 


găsim formulele transformării Lorentz (H. A. LORENTZ, 1853-1928) di- 

e şi inverse 

R? a R, (H x,t). 

E 

l--gz=1 şi regăsim formulele transformării 
c 


v << c, atunci 


ILEI (1564-1642) =, x’ = x ~ vt, 

eamintim cîteva consecințe fizice ale considerațiilor precedente. 
'Încetinirea timpului. Să presupunem că în reperul p (fixat), un 
iu înregistrează trecerea timpului de la valoarea f, la valoarea î. Să 
) cu îi, t valorile corespunzătoare lui £4, t într-unul şi acelaşi punct de 


ă x’ din reperul p’. Atunci 


> U r U 
an taga to tza PU 
ȘI C E C deci ta — t = fo -6 y 
t te, 3 A re ecli t t iezi 3 
H 2 2 2 1 2 
U v 
je PA 
C C 


r, t ~ti <tp-—t deci "ceasurile care se deplasează merg mai încet decit 
, "t - f 1 
resupuse fixate". De exemplu, pentru un cosmonaut ce are oeo 


a de pe Pămînt se micşorează în cosmos de V899 /30 ori. 

Relativitatea simultaneităţii. Să presupunem că evenimentele e,, e 
la p au loc în acelaşi moment £, în punctele de abscise x,, xp. Atunci 
derate în reperul p’ ele se vor produce la momentele 


U U 
t= y X f — y Xo 
E = mb, ba e ee or 
=- =, ta = 
U 
L-a 
| C 
oarece 
E t A: Xa) 
~f 
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c) Contracţia lungimilor. Să considerăm relativ la reperul p o bară de: 
lungime Î, ale cărei extremităţi au abscisele x}, xp (x; < x3). Fie | = %9 xi. 
lungimea barei (relativ la p). Să presupunem acum că măsurăm coordonatele. 
absciselor xi, x4 ale extremităților barei relativ la p’, la un acelaşi moment t”, . 


Atunci 
vt’ + xi vi +a 
X; = Xa = 
1 > Xa 
2 2 
U U 
C C 
i notînd V =x% -x lungimea barei relativ la p', rezultă 
27% 
. ? 7 i 
Xa —X l | 
| = Xa — Xa = Mae Mad SR 5 
v U 
-~ yi- 
C C 


(deci I <1 adică "lungimea barei relativ la un reper care se deplasează est 
mai mică decît lungimea aceleiaşi bare într-un reper relativ la care ea este î 


repaos”). | 
d) Compunerea einsteiniană (A. EINSTEIN, 1879-1955) a vitezelor. 


Lă 


dx Ea ati î 7 
Fie u = EA (respectiv u = EA viteza în punctul curent în reperul p (resp.. 


dx dx dr d d cf (3 
^, Avem u= m sh zor) = 
id ara a 
dx 
PES -v + —— 
i da R di _u-u 
2 |v dx uv ` 
V Fane ee 
neg c? dt c? 
Aşadar, TE Ed, de unde, u = ca, 
uv u’ U 
izg l+t-y 


c2 


| c 
u=c. Atunci w= 


c 
"transformarea Lorentz este compatibilă cu constanța vitezei luminii". 


cadrul compunerii newtoniene a vitezelor, ar fi trebuit considerate viteze de 
tipul c t u (ceea ce conducea la viteze mai mari decît viteza luminii). 
e) Creşterea masei unui corp care se deplasează. Fie m masa de 
repaos a unui corp (adică într-un reper relativ la care corpul este în repaos). 
Din fizică se ştie că în raport cu un reper față de care se deplasează cu : 


i 


viteza v, acelaşi corp va avea masa m = = (deci m > mg), Energia 
U : pe 
l--z 
Cc 


cinetică a corpului este 
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o N=1/2 2 
2 


U 
„kB = me - mg? = mec? ză a i Acer =- tony gy ti 
| c 2 8 e 


2 


SRI : MoU ; y ; 
acă v << c, atunci E = 0. (cazul newtonian). Dacă c — v = 30, atunci 


Mge mM c 


Te ~ uc +v) j y 2e(c —v) 


= 2000. mg deci masa creşte de 2000 ori. 


$ 2. Curbe 
2.1. Noţiunea de curbă; moduri de reprezentare 


oțiunea de curbă s-a degajat din reprezentările oamenilor asupra traiec- 
or urmate de diverse obiecte materiale (asimilate cu traiectoriile centre- 
greutate). De asemenea modelarea ideii de "linie curbă”, studiul siste- 
dinamice şi alte argumente geometrice au impus studiul sistematic al 
tului de curbă. 


EFINIŢIA 2.1. Se numeşte drum parametrizat în R? de clasă C (k2 1 
convenabil) o aplicație 

r: I -> R?, t > rE) = (0), yE, z), 

ă parametrizare) definită pe un interval I şi astfel încît functiile x(£), 
(+) să fie de k ori derivabile pe T cu derivate continue. Un astfel de drum 
paza pe scurt (I, r = r(t)) şi se mai spune că are ecuațiile parametrice 


x = x(t) 
y = y(t) „tel 
z = z(t) 


timea rU) = (x(t), yŒ), z&)) liże I} se numeşte suportul (sau urma) 
lui r. Drumul r se numeşte nesingular dacă 


(to? + y E + +z t 2 O pentru orice to € L. 


ctorul r'(t0) = x(to)e, + Y'(tp)ep + z'(to)ea se numeşte vectorul viteză la 
ul (, r=r(0) în punctul tpe I. Un punct tọ€ este nesingular 
)z 0 (Am notat cu {e}, €s, e.) în loc de îi, j, k} baza canonică a lui %9). 


EMPLE. 1) Fie ve Y3,vz0, I=R şiae R. Drumul parametrizat de 
i a (nesingular) r : R-— R?, £ -a + tv se numeşte dreapta trecînd prin 
înd v ca vector director. Dacă a = (aj, do, a) ŞI V = Ve + Voeg + Valg, a- 
cuaţiile parametrice ale dreptei sînt x = a, + tu, Y = ao + tuz, 

tva; te R (dacă te [t to] atunci se obține un segment al dreptei iar 
>0, o semidreaptă cu originea în a). 

mul r; : R -> RË, £> a + třv are ca suport aceeaşi dreaptă ca mai sus, 
èste distinct de drumul anterior (de exemplu este singular în punctul 
lată că două drumuri diferite pot avea acelaşi suport. 
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2) Fie a, b şi R > 0 constante reale; drumul r : [0, 27] — RS, 
r(t) = (a + R cos t, b + R sin t, 0) este nesingular şi suportul lui este cercul 
(x =a} + (y -b= R?, z = 0 (situat în planul xOy) parcurs pozitiv o singură 
dată (fig. 1V.4). 


y 


(a+Rcost, b+Rsint) 


x 
Figura 1V.4. 


3) Drumul 
r: R R?, 

t —> (a cost, asint, 
bt) unde a,b sînt 
constante pozitive 
este de asemenea 
nesingular; suportul OO o 
lui se numeşte elice 
cilindrică. 

Distanţa de la 
punctul r(t) la axa 
Oz este 
Ja? cos? +a? sin? t =a 
deci suportul este 
situat pe cilindrul 
circular drept cu ra- 
za a, de axă Oz (fig. IV.5). 

Din exemplele anterioare rezultă că suporturile drumurilor parametriză 
modelează ideea intuitivă de curbă, de linie. De altfel în mecanică un dru 
parametrizat ca mai sus se interpretează ca o lege de mişcare a unui mob 
anume, la orice moment t € I, mobilul se află în punctul r(t), are viteza r’ 


iar suportul drumului este traiectoria mobilului. 
DEFINIȚIA 2.2. Fie (I, r = r6) şi (J, re r (u)) două juno R E 

de clasă C (k > 1). O funcție 
AI, tu MI) 


(a cost, a sint, bt) 


(a cost, a sint, 0) 


Figura 1V.5. 
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ste bijectivă, derivabilă pe Z de k ori cu A'(2)z 0 pentru orice te şi 
încât r =r} o À [adică r) = r A()), (V) że T} se numeşte schimbare de 
etru. Dacă există o astfel de functie, se spune că drumurile respective 
hivalente şi că punctele t, u = A(t) se corespund. 

ouă drumuri echivalente au acelaşi suport, pentru că 

rD) = (r o AXD = ri MD) = ri). 

sciproca este falsă, aşa cum arată exemplul drumurilor (R,r=a+tv), 
sa + tv). Remarcăm de asemenea că pe două drumuri parametrizate 
lente, vectorii—viteză în puncte care se corespund sînt diferiți (deşi 
iari); anume 

SER rE = nr AE) A CE). 

n drum parametrizat (Z, p = p(s)) se zice cu parametrizare naturală 
se, Ip'(s)| = 1; în acest caz, vectorul-viteză are lungimea 1 în 
-punct. Parametrul s se mai numeşte natural. 

EFINIȚIA 2.3. Fie un drum parametrizat (I, r = r(t)) de clasă C!. Pentru 
itp e I, numărul real şi pozitiv 


Lost =f Irola] 


egte lungimea drumului între £, şi î. 

ÎXEMPLE. 1) În cazul unei drepte r : R— RŽ, £ —> a + tv ca mai sus, avem 
Lyn = If lolael= e - all 

e corespunde intuiţiei. Pentru un cerc 

p R > R?, t -> (R cos ż, R sin é, 0), 

r'(®=-R sin te, + R cos teg, Irall =R şi Let FR lto — A 

egăsim astfel formula care dă lungimea arcului de cerc (raza înmulțită 
\ghiul la centru măsurat în radiani). 


Două drumuri echivalente (definiţia 2.2) au aceeaşi lungime între punc- 
se ian ic TE cu notaţiile Ga avem 


r'oăl=I rac. ho lal = fi r'(u)]aul. 
Éi i f ti 
Dacă (I, p = p(s)) este un A cu zii ci naturală, atunci 


Sosea 


La, sg 
Si Si 


ticular, dacă 0€ I şi s> 0, atunci Lọ =s, deci parametrul natural s 
tocmai lungimea arcului de la O la s. 

rătăm că orice dram parametrizat (, r =r(t) de clasă C° şi nesingular 
i chivalent cu un drum cu porametzare naturală. Într-adevăr, fixăm 


i definim funcţia À : I — R, AA) = r’ (Ð||dt; funcţia A este derivabilă şi 
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strict crescătoare, deoarece ]/'(£) = Ir“), (te I; deci J = AM) este un inte 
val şi putem considera drumul (J, p = rA). Funcția A este evident: 
schimbare de parametru; în plus 


Li rr =. =l? 7 21, 1 
p(s) = ra îs) - (4) (s) = r A w 


r“(£)| = 3"), rezultă |p’ (s| = 1, Vse T. 


OBSERVAȚIE. Regulile uzuale de derivare a funcțiilor scalare pot fi osi 
cu uşurinţă la cazul vectorial. Astfel, dacă f: R şi v, w: I> Ya si 
funcții de clasă C! pe un interval I, atunci (V)te Z, 


O). VEY = fot) + fo); WE wey = vE). w(t) + v(t) w (t) 


şi 
(W(t) x 0(0)) = v(t) x wE) + vlt) x w(t). 
DEFINIȚIA 2.4. O submulțime C c R? se numeşte curbă dacă penmus Ori 
punct a € C este îndeplinită următoarea condiţie: 
- există un drum parametrizat de clasă Ct nesingular (Z, r = r(t)) definit, p 
intervalul deschis Z şi o mulțime deschisă VC R? conținînd a, astfel înc 
rD = VC şi aplicaţia 7 — r() să fie bijectivă, cu inversa continuă (deci 


homeomorfism). 


Pe scurt, C este local suportul unui drum parametrizat; (I, r = r(£)) se m 
numeşte o parametrizare locală a curbei C în vecinătatea lui a. 
O curbă C se T simplă dacă există o parametrizare locală ca m 


sus astfel încît r() = 
EXEMPLU. O a D c R? avînd ecuațiile 
i REA oii 
vi U , V3 
este o curbă simplă, deoarece putem alege parametrizarea 
| I=R, r:R—> R, ta +tv gi evident D=r(). 
TEOREMA 2.1. a) Fie C o curbă în R?. Dacă a e C şi V este un desch 


în R? conținînd a, atunci orice două parametrizări locale (,r=r( 
(J, r =r (u)) astfel încât r(D) =r) = Cn V sînt echivalente. 
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) Dacă (I, r = r(t)) este un drum parametrizat nesingular (în fiecare 
ct), atunci (V) t€ I există o vecinătate WC a lui ţ, astfel încît 
(W) să fie o curbă simpla. 


JEMONSTRAȚIE. a) Fie à = r71 or deci X —r() = n). 

ăţăm că A este o schimbare de parametru. Evident, à este bijectivă şi 
„A. Rămîne să arătăm că funcțiile A şi A! sînt derivabile. Fie (V)tye I 
“= Mtg). Deoarece drumul (J, r = r,(u)) este nesingular, rezultă r (up) #0 
exemplu x"(ug) 2 0. Notînd (up) = xp, conform teoremei aplicaţiei inverse, 
ă vecinătăți Uoc J şi X, ale punctelor ug şi xo şi 0 funcție bijectivă 
—Uy cu f.f| derivabile şi x = x(u) ou = f(x). Atunci r AX) = ri(Uo) 
intersecția lui C cu o vecinătate a punctului (x(ug), Yuto), z(ug)). Deoarece 


x Y z 
(cu), yu), Zu), ued, rezultă (V)xe Xo rx) =(x,y,z) deci 
5 y, 2) = fx). 


şadar, în vecinătatea r Ar (AX) a lui tọ funcţia AE) = y re) = ft) 
derivabilă (compunere cu funcţii derivabile). Am arătat deci că 2 este 
abilă în vecinătatea lui tọ deci este derivabilă pe I; similar, A! va fi 
abilă pe J. 

Fie r(t) = (x(t), yt), z(t), te I. Deoarece r'(tj)z0 avem de exemplu 
iz O şi conform teoremei aplicaţiei inverse, t = fix), cu f derivabilă într-o 
jătate V a lui xp=x(to) şi Axo)=to. Fie W=AV) deci f: V-W este 
vă şi £f f* sînt derivabile. Arătăm că r(W) este o curbă simplă. Din 
itia 2.4 este suficient să demonstrăm că aplicaţia r : W —> r(W) şi inversa 
înt continue. Dar r=(r IV)of”! (compunere de bijecţii continue 


ov, tab; Vor), xt) — (at), y6, zt), iar 
oprl „w este de asemenea continuă. 


BSERVAȚIE,. Punctul a) al teoremei 2.1 arată că orice două parametrizări 
ale aceleiaşi curbe, avînd acelaşi suport, sînt echivalente. Definiţia 2.4 
că orice curbă este local suportul unui drum parametrizat nesingular şi 
re, o astfel de parametrizare este unic determinată pînă la o schimbare 
parametru. La punctul b) al teoremei este stabilită legătura inversă. 
jdicăm acum cîteva modalităţi concrete de a defini curbe. 


urbe plane. O curbă C se numeşte plană dacă există un plan PC R? 
încît C c P. Să presupunem că alegem un reper ortogonal Oxyz astfel 
lanul P să coincidă cu xOy. O astfel de curbă plană poate fi dată: 
metric, explicit, implicit, sau în coordonate polare. 

Reprezentarea parametrică. Orice punct al curbei are o vecinătate 
are curba este suport al unui drum parametrizat U,r=r(t)); 
x(£), y), 0). Ca un exemplu, ne propunem să reprezentăm grafic alura 
planei dată parametric. 
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jef li zi 
C: x=, y=7, tel, +e 
TT A d” 
Intersecţiile cu axele: x =0=>t=1şiy = 1; curba nu intersectează axa Ox 


Deoarece t > 0, rezultă că y > 0. Studiem variaţia funcțiilor x(£), y(t); avem ` 


4 i 
x (t)=- — y'(t)=-- şi tabloul de variație este 


Asimptote verticale (x finit, y — t co): x = |; 
Asimptote orizontale (x — £ %, y finit): nu există: 


Asimptote oblice x —> t, y=mxtn cu m= lim, n = lim(y — ms): 


există. 

Graficul este indicat în figura IV.7. 

Ca un alt exemplu, să stabilim 
ecuaţiile parametrice ale cicloidei. Să 
considerăm un cere de rază R care se 
rostogoleşte fără alunecare pe semiaxa .: 
Ox pozitivă, începînd din poziţia iniţi- 
ală Cp- În poziția inițială, 'spița verti- 
cală” este %0. După o rostogolire care 
31 aduce în poziția C, "spița” respectivă 


ocupă poziția wM (unde Ao M =¢) şi 


OA = = AM = Rt. 
Atunci coordonatele lui M Vor f 


x=0A-R cos{t-2] = Rt — R sin t 
| C, 
=0A+R sin £-5) =R-R cost. 
| Mulțimea tuturor punctelor M 
(capete de spiţe") este o curbă 


plană care se numeşte cicloidă. 
Ecuatiile ei parametrice sînt 


x = R(t - sin t) y = RL - cos î), t20. 


Figura IV.8.. 
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rocedînd ca mai sus, rezultă tabloul de variaţie 


Q 
x| + + Q + + 
trU Poe Ra A RA A BRR A e se 
yi0 + 0 — 0 + 0 — 


yio > 2R x 0 Aa PE x7 


(27R,0) (4r R0) 


Figura IV.9. 

i Reprezentarea explicită. Fie f : I — R o funcție derivabilă pe un in- 
l Graficul ei G = ((, Ax)) |x e I} este o curbă simplă, cu parametrizarea 
y=ft)} te I Aceste curbe au fost studiate în liceu. 

Reprezentarea implicită. Fie U c RZ0 mulţime deschisă x F:U -R 
tie de clasă C? pe U. Multimea C = {(x, y) e U | F(x, y) =0} nu este în 
al o curbă. Dar dacă într-un punct (xp, yg) € C avem 


(SE )=o sau E eo. 


i aF , CEE E Paai 
“mplu, e + 0 atunci conform teoremei funcțiilor implicite, există o 
y | 


tate Wc U a lui (£o, Yo) şi o funcție de clasă Ci, y = ọ(x) pe un interval 
s T care conţine xy astfel încît C ^ W = (x, Ax)) |x e 1). Deci mulţimea C 
urbă de ecuaţie carteziană F(x, y) = 0, dacă 


2 2 
(Z) + 9 + O în toate punctele lui C. 
dax} \ dy | 


sa de semiaxe a, b are (relativ la reperul axelor. de simetrie) ecuația 


TE i ; 
ană —z+ a -1l=0; i dia de  semiaxe a,b are ecuația 
„a 


=-1 =0, iar parabola cu axa Ox şi focarul r(2 5 0) are ecuația 


| | y? - 2px =0. 

teprezentarea în coordonate polare 

jresupunem că avem o funcție derivabilă pozitivă f : [8, 0] > R: 

țimea punctelor din plan avînd coordonatele polare 0€ [8,8] şi 
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p=f(8) este (local) o curbă plană avînd parametrizarea x = Racos 8 

= fƏ)sin 8; 0 e (8, 8;]. Se mai spune că avem o curbă de ecuație p = RO) î 
coordonate polare. De exemplu pentru curba p=k0 (&>0 constantă) s 
observăm că p'(8) = k > 0, deci p creşte indefinit cu 9; 


Graficul este de forma indicată 
în figura IV.10. 

În mod similar, curba 
p=a sin 38 (a>0) este definită 
pentru acei 9 pentru care sin 30 2 0 
deci 


TI 27 4% Ba 
velo, HE au SEE] 


(mod 27). 


TI án 3n -n In. 
= | 


T & aQ îi 


Graficul va fi de forma indicată 
figura IV 11. 


II. Curbe în spaţiu. | 


a) Reprezentarea parametric: 

Local orice curbă este supor 
unui drum parametrizat nesingu 
(conform definiţiei 2.4). 

b) Reprezentarea implicită. | 
Uc R? un deschis şi F, G: U > R4 
uă funcţii de clasă CU). Conside 
mulțimea 

= {x y, ze U F(x, y, z)= 
Figura IV.11, | | G(x, y, 2) = l 0). 


În general, aceasta nu este o curbă. Dacă a = (o, Yp 7 E C este un pur 
astfel încît matricea jacobiană | 


RE 
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aF aF aF 
ox Oy ðz 
26 G aG 
ox Oy 02 


rangul 2 în punctul a, atunci există o vecinătate W a lui a astfel încît 
W să fie o curbă; într-adevăr, presupunînd de exemplu că 


ema funcțiilor implicite arată că există o vecinătate W a lui a şi funcţii 
vabile y = Ax), z = g(x) definite într-o vecinătate V a lui xp astfel încît 

Cn W = (x, fix), gl) lx e VI. 
acă rangul matricei jacobiene anterioare a funcţiilor F, G în raport cu 
z este 2 în orice punct a € C, atunci rezultă că mulțimea C este o curbă 
ai spune că aceasta este obținută ca intersecție a două suprafeţe). 


2.2. Tangentă, plan osculator, curbură 


problemă fundamentală în geometrie este aceea de a defini indicatori 
rici care să distingă o configuraţie geometrică de alta. 

amintim că dacă (,r=r(4)) este un drum parametrizat de clasă C}, 
i (V) žo, € I, vectorul r'(t)) se numeşte vectorul viteză în to. Mărimea 
dică v = Ir) |, se numeşte "viteza" în lungul drumului în t}. Notînd cu . 
lungimea arcului pe curbă, am văzut că sH = lr] = v(t), (V)te I Dacă 
ste un punct nesingular (adică r(t) z 0), atunci dreapta care trece prin 
ctul r(t) şi are vectorul director r(t) se numeşte dreapta tangentă în to 
rumul parametrizat considerat. 
ațiile ei sînt în mod evident; | 

7340) _ y— Vb) z-zíto) 


—— 


is (4 ) y KA ) z (h ) 
ctorul viteză în t, este 


rc) = lim arta) 
, -> 


este tangent în punctul r(ţ,) la 
“suport al drumului (figura 


e au vectorii tangenti în puncte l | 
se corespund - coliniari deci Figura IV.12. 
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dreptele tangente coincid. Conform teoremei 2.1. a), rezultă că noţiunea de- 
dreaptă tangentă în fiecare punct este bine definită pentru curbe oarecare 


(alegînd o parametrizare locală). 
EXEMPLE. 1) Fie C o curbă plană definită prin ecuaţia carteziană” 


Ax, y) = 0, cu f de clasă C! pe un deschis U din R? şi (V)ae C, 


fofo 


Să presupunem că (Lo +0. Atunci în vecinătatea lui a = (£o, Yọ), curba. 
En ; 


C este graficul unei funcții y = y(x), definită pe o vecinătate a lui xp. Ecuați 
dreptei tangente în a la curba C va Ë 
Y ~ Yo = Y (pă — Xo). 
Dar fx, y&)) = 0, în vecinătatea lui xo, deci 


UE (o): "y (0) = O; rezultă y’ tr) = -Lat (a) 


şi ecuaţia HT ei devine 


f Etap) E00- y0) 20. 


Remarcăm totodată că vectorul 
A aa, + £ s lajer = grada f 


este perpendicular pe PE A un vector director al tangentei este 
e, + ype: a 
2) Fie anal r(t) = (£ E, E), te (0, +). iti lu tangentă în puncta 
t > 0 are ecuațiile | Po THE 
x-b y- z z- 
Co a 3% | 


DEFINIȚIA 2.5. Un drum parametrizat (, r = r(t)) de clasă c’ se nuimeşt 
biregulat în punctul fg € I dacă vectorii r” (70) şi ro) nu sînt coliniari 
adică 

rlia) Xr” (lto) + 0. 

În acest caz, planul care trece prin punctul ra) şi gat perpendicular p 

vectorul r(t) xr” (t) se numeşte planul osculator în to la drumu 


considerat. | 
Să considerăm două drumuri biregulate echivalente . 
{L r = r(), (J, rs rau). 
© Atunci există o schimbare de parametru À :1—J bijectivă, astfel « ca i 3 
171 să fie de două ori derivabile şi r =r, o À. Atunci (V)te , | 

rA = rA rO si rH = ry (A) - (VED + i AED - A). 

şi se observă că planele determinate de r,r” şi respectiv ri,r, sînt aceleaşi 
Aşadar, planele osculatoare la drumuri biregulate echivalente, în punct 
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se corespund, coincid. Conform teoremei 2.1. a) rezultă că noţiunea de 
n osculator are un sens bine determinat şi pentru curbe. 
Trecem acum la definiția noțiunii de curbură. Sînt necesare citeva 


s() = Ir” olat. 


s(t) = ol, 
¿e I, deci funcția À : I — R, £ — s(t) este continuă şi strict crescătoare. 
Atunci J =s) este un interval şi functia à:I ->J este bijectivă, 
vabilă, cu inversa A”! derivabilă. Am văzut că drumul (J, p = r(A (s))) este 
valent cu cel inițial şi are parametrizare naturală, deoarece Ip's)=1 
se J; menționăm că p(s), p(s) sînt vectori. 
ivem p'(s)-p'(s) = pe = 1 şi derivînd în raport cu s, 
)- p'(s) + p(s) - p(s) = 0 deci 2p'(s) - p”(s) = 0, adică p''(s) L p'“(s) pentru orice 
J. hemarcăm că vectorul p“(s) este independent de parametrizarea 
turală [căci dacă (J,, p, = p1(0)) este o altă parametrizare naturală echiva- 
ă cu (,r=r(?)), atunci drumurile (J, p), J}, pı) sînt echivalente şi există o 
mbare de parametru o=u(s) astfel încît p=pou. Deci 
= pi(u(s))-u'(s) şi ca atare, |u'(s)| = 1. Rezultă p(s) = + 1 şi u(s)=0. 
şadar, p”(s) = p,(u(s)) - po) E) + Pi(u(8)) - (ps) (s) şi p”(s) = pi(u(s))]. 

B Ati 
DEFINIȚIA 2.6. Dacă (r= a este un drum parametrizat de clasă C? 
singular ca mai sus, atunci vectorul 
k(t) = p “(s(2)) 
numeşte vectorul - curbură în punctul ż e / la drumul considerat. 
Mărimea acestui vector 


kE = RO= |p”(sce)] 
numeşte curbura în f; u se numeşte raza de curbură în ż. 


Teorema următoare indică modul de calcul al acestor elemente în funcţie 
mai de parametrul £. Deoarece drumurile echivalente au parametrizări 
urale echivalente, atunci ele au acelaşi vector-curbură şi aceeaşi curbură 
puncte care se corespund. Aşadar, noțiunile anterioare au sens „pentru 
be î în sensul definiției 2.4. 


TEOREMA 2.2. Fie C o curbă, a € C şi (I, r =r(t)) o parametrizare loca- 
a lui C în vecinătatea lui a. Atunci vectorul-curbură în orice punct 


E 
(D ksar- r, 
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iar curbura este 
(2) 


unde v = |r|. SR a sînt luate în raport cu £). 
DEMONSTRAȚIE. Cu notaţiile folosite anterior, deoarece p =r o at rezultă - 


r =p v> à, adică r(t) = p(s(t)), (v) t € I. Atunci 
rE) = P'E) - sto), rE) = pE) -s + pE) sO, 
r0) = v (mărimea vectorului viteză), rezultă 


? 


şi cum st) = 
(3) píst) -= Lp (H şi p(s) = Fir H — pt) - s” H 
Pe de altă parte, din iia e = re) 1 rezultă 


st = r) - r'e), 


derivînd (în raport cu £), se obține 
2s- s” = 2r- r” 


deci 


gia ei 2 rA. 
U 


Aşadar, conform (3), 
re) -p (66) Err") 
k = k(t) = p(s) = - e 


v 


şi cum 
p (s(2)) = zo, 
se obține formula (1) din enunț. 
Deoarece |p’ (s)| = 1, rezultă 
p'(s)-pis)=1 şi (5) L p(s), 


po = [pox ae 
Cu această observaţie, rezultă 
k = k(t) = [RO = [P] = z Lip | 
Din formula (2), tinînd cont de definiția 2.5, rezultă că o curbă admite plan 
osculator într-un punct dacă şi numai dacă are curbura nenulă în acel punct... 


EXEMPLE. 1) Fie un cerc (x — a)? + (y — by = RŽ; el are parametrizarea 
x=a + R cost, y =b +R sin tg, te [0, 27]. 


deci 


71 27 


Avem 

| r(t) =(a+R cost b + R sin î) 

ceci | 

Da r(t)=-R sin źe] + R cos t e, 

r”(t)=-R coste, -R sin t €p, 
v =r’ =R si r xr” = R’ez, 
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tunci curbura cercului în orice punct este, conform (2) 
1 2 1 i 
l k= Za |R €z | = (constantă), 
Pentru o dreaptă D:r=a+tv vectorul-curbură este nul în orice punct 


rbura dreptei este nulă în orice punct. 
) Pentru o curbă plană cu ecuaţiile parametrice x = x(t), y =y(¢), z=0, 


la 2 € e €} 
4 ,2 2 > ? > ž 7 PR: 
r=xe, +yep V= yx? +y" şir xr" =x y 0| = (xy xy eg 
20" y" 0 


irbura în punctul curent este k = a 
acă y = fx), x e I este un grafic (cu f de clasă C?) şi îl parametrizăm prin 


-y=fib, tel, atunci x =1, y =f(0), x"=0, y =f'(0) şi curbura în 


yo) | 
Ja + ya 
ceste exemple arată că noțiunea de curbură corespunde intuiţiei noastre: 
urile au curbura constantă, iar dreptele au curbură nulă. În general, 
ura modelează viteza de rotaţie a dreptei-tangente. Mai precis, fie 
r(s)) un drum parametrizat natural şi A9 unghiul dintre versorii r(s), 


k= 


+ As). 
tunci 

—- 

r'(S) 

A 7(s) 
AS 
AO 
| 7(5+Ds) 73) 
7(5+As) 7i(s+As) 
Figura IV.13. 


r'(s + As) -rof =1+1-2.-.1-1 cos A9 = 2(1 — cos A9) = sin? S, 


Ci [rs + As) — r'(s)] = 2isin = 
'urbura în punctul A este 


bs FIBI aiii r'(s+ As) -r'(s) 
o As—9 


5 an Hr (s + ås)— rol= 
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AO A8 


= jim —— E 2isin ——! = | lim — 
As—>0 Asl 2 As-30 Asi 


Aşadar, curbura exprimă modulul vitezei de variaţie a unghiului 0 în 
raport cu arcul s. Se mai spune că pentru o curbă, curbura ei măsoară 
abaterea de la o dreaptă. Este inutil de adăugat că noţiunea de curbură este 
utilizată în mod curent în mecanică şi în teoria mecanismelor. 


2.3. Ecuatiile de mişcare a reperului lui Frenet al unei curbe 


Fie (U,r=r(0) un drum parametrizat de clasă C?, presupus biregulaţ 
(r xr” +0 în orice punct din D. El rezultă nesingular (7 2 0). Pentru orice 
punct t € I se pot defini următorii trei versori remarcabili, cu punctul de apli 
caţie în r(t): | 


Opena (versorul - tangentă); 
vít) = a (versorul — curbură); 


BE) = tt) x v) (versorul — binormală). 

DEFINIȚIA 2.7. Fixăm tg € Z. Se numeşte reperul lui F. Frenet 
(1816-1900) în ź la 
drumul considerat, 
reperul din R? 

(a; t, v, Bl 
unde a =r(to) şi T, V, 
B sînt versorii tan- 
gentă, curbură şi bi- 
normală în ftp (cu 
punctul de aplicaţie 
în a), vezi figura 
i i Figura IV.14. 
Aşadar z 


Î- = il) yY p r” t 1 IN : t 2 
r=>r, V = —r SE Alei. 4 B =— (r xr”), unde v = Iri w= r xr i 
w UL w E 

derivatele fiind calculate în fa. Dacă parametrizarea drumului este naturală 
0 


r = r(s), atunci v = 1, w = | rs) | Şi T= (3), vs To B= r(s)xr (3) 
Ir”(s)| Ir”) 

Dacă (I, r = r(¢)), (J, r, =r (u) sînt două drumuri biregulate echivalente, 
atunci există o schimbare de parametru À : I — J, u = A(t) astfel încît r = 7 oÀ; 

Dacă A > 0 (respectiv à < 0), atunci reperele Frenet în puncte t, u care se 
corespund sînt aceleaşi (respectiv t, B sînt înlocuiți prin opuşii lor): 
(Într-adevăr, originile reperelor coincid deoarece r(t) =r A0) =r; (u) şi am 
văzut deja că vectorii-curbură coincid. Din relaţia r(t) = ri @(6)). A C); 
rezultă că dacă A > 0, atunci şi versorii-tangentă coincid]. 
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ntroducînd noțiunea de orientare, se poate defini reperul Frenet pentru o 
vă orientată oarecare. 


EFINIȚIA 2.8. Numim reper Frenet al lui C în punctul a e C, reperul 
et în f al unei parametrizări locale (I, r=ri(t)) a lui C în vecinătatea 
ctului tg € I pentru care r(t) = a. 

Definiţia este independentă de parametrizarea aleasă. Axele reperului se 
jesc: tangentă (a; 1), normală principală (a, v} şi binormală (a; B} la 
| C în punctul a. Planele reperului sînt: planul osculator (a; 7, v}, pla- 
ormal (a; v, B} şi planul rectifiant (a; 7, B}. 


EXEMPLU. Fie curba C avînd ecuaţiile parametrice x = t cost, y =t sin £, 
Determinăm ecuaţiile axelor şi planelor reperului Frenet în punctul 


nctul corespunzător de pe curbă este a = (n, 0, n). Apoi, 
T(t) = (t cos, t sin £ t); r(t)=(cost-tsin e, + (sint +tcoste, + eg, 


r” (t) = (~2 sin ź — £ cos tje} + (2 cost -t sin t)e, 


r'(T) = -e, — Mea + €z şi r”(n) = ne, — 2ez. 


poi 
ir] n2 je xr V8 + 52 mi 


etl este evident, 

tabilim acum formulele lui Frenet, care exprimă mişcarea, mai precis 
“de variație a versorilor reperului Frenet în raport cu parametrul, 

(I, r =r()) un drum parametrizat biregulat, de clasă C. Atunci versorii 
B ai reperului Frenet vor fi funcţii de ż de clasă C? şi calculăm derivatele 


EOREMA 2.3. Pentru orice : € J, au loc relaţiile: 
a) T(t) = v(t) - kE) v E) 

b) v(t) = vlt) - RE) 12) + vE XLO BER 

c) B) = ~ul) - XE) vb) 


e x(t) este un scalar (numit torsiunea în punctul £). 


DEMONSTRAȚIE. Reamintim că v(t) =v] şi v€) =r’) este vectorul-vite- 
punctul £. - 


t 


| e ună , V-V E r 
Deoarece v- v =v", rezultă că 2v. v =2vv deci v =. Apoi Ţ=— 
di, | D U 


Pe de altă parte, conform teoremei 2.2, (2), 
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v(t) - kE) vE) = 


xr] v re -re e f Lop 
Mo, pă | rr v 


alr" 
YU 


Ir] v] 


şi rezultă formula a). 
Apoi din formula P =T xX v, rezultă 
B'=TXVHTXV =VRVXVHTXV =TXV. 
Aşadar, vectorul f” este perpendicular pe t. Din relația fi: B= 1 rezult 
B- B=0 deci P este perpendicular şi pe B. Ca atare, B' este coliniar c 
B x t= v deci există un scalar xX, depinzînd de ż, astfel încît P = -uyv şi rezult 
formula c). 
În fine, derivînd în raport cu t relația v = B x 7, rezultă 
V=PxT+PxT=- y v XT +B x ukv = vl-kt + XB), deci b). 
COROLAR. Pentru un drum cu parametrizare naturală (Z, r=r(s) 
avem v(s) = 1 pentru orice s € I şi formulele a), b), c) devin 
T'(s) = h(s)v(s); 
v'(s) = —k(s)us) + X(s)Bis); 
B(s) = —%(s)v(s) 
(acestea fiind numite formulele lui Frenet). 


APLICAŢIE. Fie C:r=r(s) un 
drum plan de clasă C?, parametri- 
zat natural. Se numeşte evoiventă 
a lui C o curbă C” astfel încît nor- 
malele (în orice punct M la C^) să 
fie tangente (în M) la C; figura 
IV.15. | X 

Avem r = r(s) + A(s)%, deci 


T = T + (sr + Ms(s) = 


= q + (597 + AMs)hk(s)vis). 
Dar Zir deci 1+ A(s)=0 şi 
5 
A(s) = -s + k (k = constant). Evolventele lui C au parametrizarea 


r* = r(s) + (k — s)(s). 

Stabilim acum modul de calcul al torsiunii. Mai întîi să observăm că doi 
drumuri biregulate echivalente şi orientate la fel (schimbarea de paramet 
este strict crescătoare) au, în puncte care se corespund, aceeaşi torsiu 
[Într-adevăr, dacă Q, r=r@)) şi (J, r=r,u)) sînt cele două drumuri, “4 
schimbarea de parametru u=A(t) şi dacă 1,v, B respectiv Ti, Yp fu si 
versorii reperelor Frenet în puncte care se corespund, atunci ştim `i 


B u) = BE); vi) = vE). 


Figura IV.15. 
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ar ri(t)=r(u)At) şi B(0)=Bi(u)A (6). Conform formulei Frenet (teorema 
)), va rezulta —vXv = -v X1V,⁄ şi cum v = v] - A, se obține x@) = y(u). 


EOREMA 2.4. Fie (Z, r=r(t)) un drum parametrizat biregulat, de 


E x ro) 


a) Torsiunea în punctul curent ź € I este = T | rP 
r xr 


DEMONSTRAȚIE, a) Considerăm mai întîi cazul unui drum parametrizat 
ural (J, p = p(s)). În acest caz, avem a de vectori 
i 
1=p, v=2p' „B= pr xp” 
ice punct, s € J). Din corolarul teoremei 3, n BV ==—y, Dar 


B -Èy P Xp >o” xp to xp” =p xp 4 


atare e de produse ic 


p xp” 


Hi 7 Li Zr? 
= -B v=- Žo” aL (p xp). 


A ET general, pentru un AA (, r =r(2)) ca în enunț, alegem unul 
imetrizat natural, echivalent şi orientat la fel (J, p = p(s)), cu schimbarea 
rametru s = À(t). Am văzut că 


X(£) = Xuls) = m 


=, pe . (Q” x oy: 


r'(t) Z p'(s) , XH, r” = p” , 2 si p F E, 
r” = p” i 734 3p” , e A . r 4 p’ Re Si 
r (pr x r”)= Aap "io" x oa | 
oarece r'(t) = p(s) . XŒ) deci rŒ) = tă adică X = v, rezultă 


i zid 
y(t) = kG P m RT]: 


fine, deoarece k(s) = | <lr i22., (2)), rezultă 
vs | 


r'-(r" x Ls, 

| „2 
Dacă r(I) este situat într-un plan P, atunci vectorii 7’, r” sînt coplanari 
(deoarece rH) = ii 2 La E) 
| | h0 h 
r'(t) LP, deci B£) L P pentru orice t e I. Aşadar P va coincide cu planul 


tor în orice punct deci B(?) = constant. Prin urmare, B'=0 şi conform 
ulei a treia a lui Frenet, % = 0. 


xE) = 


şi la fel pentru r”). Atunci 
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Reciproc, dacă x = 0, atunci B’ =0, deci B) = A, constant. Dar | r xr 
deci r” 1 A adică (r - AY = 0. Aşadar, r - A = a, constant. Atunci, notînd 
„preţ yeg + Zeg, A = Qeyt aE + agez, ati Ne 
rezultă că toate punctele (%, y,z) ale suportului curbei satisfac ecuație 
AX + Gay + azz = aşi ca atare aparţin unui acelaşi plan. 


EXEMPLU, Fie C o curbă şi A un punct fixat; pentru orice punct Me C 
notăm cu d(M) distanța de la A la planul osculator în, M şi cu xM) torsiune 
curbei în M . C se numeşte curbă Țiţeica (relativ la A) dacă raportul L 
este constant (Gh. Tițeica, 1873-1939). a 

OBSERVAȚIE. Am studiat în detaliu curbele din spațiu. Teoria precedent: 
se poate dezvolta şi pentru cazul curbelor în R” (sau în spaţii mai generale). 

Acest studiu nu este doar un joc matematic ci există motivații adînci al 
sale. De exemplu, dacă £ este un sistem dinamic şi dacă la fiecare momen 
teI el are parametri de stare x,(£),...,x,(?), atunci aplicaţia r: R” 
t > (x£), n X(£)) determină evoluția sistemului X pe intervalul de timp /. D 


asemenea prezintă interes studiul curbelor în spaţiul pseudoeuclidian Ri 3 


incluzînd reperele Frenet. (De exemplu, particulele elementare se deplaseaz 
pe "curbe temporale"). 


$ 3. Suprafeţe 


3.1. Noţiunea de suprafață; moduri de reprezentare 


Suprafeţele au apărut în conștiința noastră ca frontiere ale unor corpur 
materiale; de exemplu, suprafeţele plane, cilindrice, sferice etc. ele fiin 
obiecte geometrice esenţiale pentru cunoaştere. În analogie cu definiţia 2.1 
fixăm | 

DEFINIŢIA 3.1. Se numeşte pînză parametrizata în R? de clasă Cl 
aplicaţie 

r: U — R°, (u, v) > rlu, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), 
definită într-un domeniu U c R? (deschis conex) şi astfel încît r, xr, #0 i 
ər z) | 
T pas 
ðu ” dv 

O astfel de pînză se mai notează pe scurt (U, r = rlu, v)) şi se mai spune c 

are ecuaţiile parametrice 


orice punct din U [r = 


ja = x(u,v) 
y = yu) (m, veU. 
.]|z = z(u,v) 


Mulțimea r(U) = (tu, v) y(u, v)zlu, v)) |(u,v) e U} se numeşte urma (sa 
suportul) pînzei r. | a 
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ouă pînze (parametrizate) (U, r), (V, rı) cu U, V domenii din R” se zic 
ivalente dacă există un difeomorfism A: U — V, numit schimbare de 
rametri, astfel încît r =r} că. 
EXEMPLE. 1) Fie p, q € Y, doi vectori necoliniari şi a € R? un punct. Se 
a considera pînza Ai AAG 
r:R2> R?, r(u, ie apa E 
importul ei este planul trecînd prin a şi paralel cu p şi q. 

2) Să considerăm emisfera unitate 
superioară S. 

Pentru orice punct M(x, y, z) e S, 
fie u = colatitudinea lui M şi 
v = longitudinea lui M. Aşadar, 


Mix,y,z) 


O<u< Osv < 2n şi x = sin u cosv, 
y = sin u sin v, z = cos u. Considerăm 
domeniul U = (o, z) x(0, 2n) din R? şi 


Figura IV.16. "aplicaţia | 
r:U> RË, 

; (u, v) > (sin u cos v, sin usin v, CoS t). 

e obţine astfel o pînză parametrizată şi suportul ei este emisfera S, cu 

epția punctelor unde v = 0 ("meridianul zero”). În acest caz, 

“cos u cos ve, + COS U sin ve, - sin Uez, F, = -Sin u sin ve, + sin U COS ve» 


2 


r,X Tr, > sinu cos ve, + sin” u sin ve, + Sin u COS Uez. 


analogie cu definiția 2.4 dăm 
DEFINIŢIA 3.2. O submulțime S € R? se numeşte suprafată dacă pentru 
ce punct a e S este îndeplinită următoarea condiție: 

“există o pînză parametrizată (U, r =r(u,v)) definită pe un domeniu 
R? şi o mulţime deschisă Ve R? conținînd a, astfel încît r(U) = VnS şi 
icația U => r(U) să fie bijectivă, cu inversa continuă (un homeomorfism). 
sadar, S este local suportul unei pînze parametrizate; (U, r = ríu, v)) se 
ete o parametrizare locală a lui S în vecinătatea lui a (figura 1V.17). 
suprafaţă S se zice simplă dacă există o Da ALEEA 0e locală ca mai 
; astfel încît r(U) =S. De exemplu, planul (R? r), r=a+up +vq este o 
prafață simplă. 
ñdicăm cîteva clase de suprafețe şi modalități de reprezentare a 
rafețelor. 

Reprezentarea explicită 
Fie Uc R? un domeniu şi Ax, y), f: U— R o funcție de clasă CI. Graficul 
f, adică mulțimea 


= (x, y, 2)e R? |(x, we U, z = fx, y) 
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x 
o Figura 1V.17. | 
este o suprafaţă simplă. Într-adevăr, considerăm parametrizarea r : U — RS, 
(u, v) — (u, v, fu, v)) şi constatăm că r, xr, = -Le -SLe, +e; +0, r(U) = 
u V l 


şi aplicația r : U -> G este bijectivă, cu inversa continuă. Bs 
Se mai spune că G este o suprafață dată explicit, prin ecuația z = fix, y) şi 
că G este proiectabilă pe planul xOy. | 


b) Reprezentarea implicită 
Fie D c R? o mulţime deschisă şi F(x, y, z), F: DR o funcţie de clasă C! 
astfel încît ca a p +0 pentru orice a€ D. Arătăm că 
dx dy oz E 

mulțimea S = {(x, y,z)e D | F(x, y, z) = 0) este o suprafață în sensul definiției 
. = Pentru aceasta să observăm că (V)a = (9, Yo 29) e S avem de exemplu 


Ta) #0 şi conform teoremei functiilor implicite, există o vecinătate w ah 


a în R? astfel încît S n W să fie graficul unei funcții z = fix, y). Se mai P 
că suprafața S este definită implicit prin ecuația carteziană F(x, y, z)=0. ` 
De exemplu, sfera cu centrul în punce C(a, B, y) şi raza R > Q0 are cant 
carteziană (x — œ) + (y ~ BY + (z - y? - R? = 0 şi este o suprafață compactă. =< 
Reamintim de asemenea cuadricele pe ecuația redusă (raportată la AA te 


definit de axele de simetrie), care sînt de asemenea definite implici 
2. y2 z | | | 
elipsoidul de semiaxe a, b, c e ie Mi sea = 0, kiperboloidul cu o pînză 
ic a £ i 


y? Ea ze a 
"culcat". pe Oz. | ra -—p-1=0|, hiperboloidul cu două  pînz 
a c 
2 „2 „2 2 ad ÎN 
kan — A - z- -1=0 , paraboloidul epileptic [2 + Žo — 2z =0 |, paraboloidu 
a c La” b 
2 


, [2 y 
hiperbolice a-y 2z =0|. 
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€) Cilindri şi conuri 

(C): m ca o curbă în 
g(x, y,2) =0 

atiu, Cilindrul de directoare (C) 

ector director 

le, + me, + ne, + O este mulțimea 

punctelor M e R? cu proprietatea 

xistă P e (C) astfel încît MP | U 

ura IV.18). 

Aşadar, K = (x, y, z) (3) a, B, y ast- 

ncît a, B, Y) = 0, gla, B, y =0 si 

t yB Za 

m n 

ea comună a rapoartelor, K = {(x, y, z) | (B) t astfel încît 


Slt, y — mt, z — nt) = 0 şi g(x — lt, y - mt, z — nt) = 0} şi în final K are ecuația 
èziană q(x, y, z) = 0, obținută prin eliminarea parametrului ż. 


=} 


/ 


M(x,y,z) 


pla p,Y) 


şi notînd cu £ va- Figura IV.18. 


x? + yz = 0 
2x-z-1=0 
onale (C” a curbei (C) pe planul xOy. Considerăm cilindrul de directoare 
şi vector director v = e. În acest caz 

; Ax, y, 2) =x? + yz, glx, y, z)=2x-z-1;l=0,m=0,n= 1 


EXEMPLE. 1) Fie (C): Determinăm ecuațiile proiecției 


fæ -it,y-mt, z- nt)=x°+y(z-t)şi 
g(x -lt, y —- mt, z — nt) = 2x — (z - t) ~l. 
Ecuația cilindrului E pesti se obţine eliminînd ż între relaţiile 
x? +y(z —t)z20,2x -z2z+t-1=0 
obține x + y(2x — 1) = 0, Ecuațiile curbei C vor fi 
x? + y(9x-1)=0 
z=0 
F(x,y) = 

=0 
ctor e3) are tocmai ecuația F(x, y) = 0, De exemplu, x? + y? = 1 este ecuația 
drului circular drept de rază 1, cu axa Oz. 
f(x, y,2)=0 
g(x, y,2)=0 
punctelor M e RÈ cu proprietatea că există Pe (C) antil încît punctele 
, P să fie coliniare. 


) Cilindrul de directoare (C): i EET cu Oz (deci cu vector 


Conul de directoare (C): | şi vîrf V(xco, Yo Zo) este mulți- 


EXEMPLU. Stabilim ecuația conului K cu vîrful în origine şi directoare 


2 2 _ p2 
x+y =R Asadar, K = (x,y 2) (3) a, B, y astfel încât a? + B? = R?, 
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y = h şi punctele (0, 0, 0), (x, y, z), (a, B, Y) să fie coliniare)= 
= [œ y, 2) |G) a, B, y astfel încît 02 + B= Ry =h şi E = 
Y 
= ((, y, z) |(3) a, B astfel încît 02 + B? = R? za = hx, zB = hy} = 


2 2 2 
= (ac, y, 2) | (=) $ (=) = R°} şi ecuația lui K va fi x? + y° = Ba 
z z | 


d) Suprafeţe de rotaţie 


Fie 4:2 rul Y7Y0 — 22 o dreaptă fixă (numită axă de rotaţie) 
m n 
Cercurile n, p, cu centrul pe A, situate în plane perpendiculare pe A se 


numesc paralel (relativ la A) şi au ecuații de forma 
(x — 0 9)2 + (> —y9)7 + (2 — 2992-12 =0 A.ueR 
x +my+nz-pu=0 


(Tip 


Dacă (C): a pea este o. 
g(x, y,z)= 0 | 

curbă (numită meridian), suprafa 
ţa de rotaţie obținută prin rotirea. 
lui (C) în jurul lui A este mulțimea. 
punctelor M e R° cu proprietatea că 
paralelul care trece prin M se spri 
jină pe meridianul (C); figura IV.19. 


EXEMPLU. Fie C: 


| | curbă în planul ma „care . nu 
Figura 1V.19. intersectează axa Oz şi S suprafața 
obținută prin rotirea lui C în jurul 


Ae DE, PR 
lui Oz. Paralelii relativ la Oz sînt cercurile r3 0 i ua Acestea se sprijină 
E M i i 

er [k-32 =0 

pe C & sistemul rs j 3 0 admite soluții & sistemul z-u=0 
| an S F(x,2)=0 


admite soluţii « F(t À, u) = 0. Ecuația suprafeţei S va fi F(x? +y2,2)=0. 

(x-a)? +2” -R° = 
y=0 

fata S este un tor şi are ecuația (ax? +y — a) + z2 — R? =0 adică 


(302 + y2 + 22 + a2— R2) = 4aăx? + y2) 
deci o ecuaţie de gradul IV; figura 1V.20. 


De exemplu, dacă C este cercul „a>R, atunci supra: 
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Stabilim acum legătura între pînze 
rametrizate şi suprafețe (definițiile 3.1 
3.2). Anume, vom arăta că local orice 
ă parametrizări ale unei suprafeţe S$ 
t echivalente (teorema 3.1 a) şi că su- 
rtul oricărei pînze parametrizate este 
al o suprafață (teorema 3.1 b). 


TEOREMA 3.1. a) Fie (U, r) şi (Ur) 
uă parametrizări ale unei suprafe- 
S avînd acelaşi suport r(U)=r,(U,). 
unci ele sînt echivalente (adică 
stă un difeomorfism 1 : U— U, astfel încît r = r, o À). 

b)-Fie (U,r =r(uv)) o pînză Saano aia Atunci orice punct 
„bo) € U are o vecinătate Vc U astfel încît r(V) să fie o suprafață în 


Figura IV.20. 


DEMONSTRAȚIE. a) Începem cu următoarea 
EMA 3.2. Fie (U,r) o parametrizare a lui S şi W= KU) (deci 
> W este bijectivă). Atunci pentru orice c € r există o vecinătate 


: x c în R? şi o aplicație F : V > U astfel încât r” r T = a E 


x Y 2 


a Yo 20). Deoarece 7, xi, #0, a dia ETE a funcțiilor Pa g,h 
aport CU U,U astă, aia cu 2 şi putem presupunem (de exemplu) că 


De, - e (Ug Vo) #0. Atunci conform teoremei funcțiilor implicite, există o 
(u; v 


(£o > Yo) 
Figura 1V.21. 
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vecinătate deschisă A © U a lui (tg Vo) şi o vecinătate deschisă B a lui (xo Yo) 
în planul xOy astfel încît ọ : A > B, (u, v) — (x, y) să fie un difeomorfism. 

Aplicația r: U— W fiind un difeomorfism, r(A) este o vecinătate a lui 
c=r(ug,Ug) deci există o vecinătate V) a lui c în R? astfel încît 
r(A)=V ^S =V aW. Fie acum p: RI RÊ (x,y,z) — (x,y) proiecția pe 
planul sOy; Dei sac por, = Q, rezultă p(r(4))c B deci r(A) c p™B). | 

Notînd V = Va n p"W(B), rezultă r(4)= VnS=VnW şi se poate considera 
aplicația F = p% op hp: V-A. Evident, F este de clasă C?. Rămîne să arătăm 
relația din enunț. Fie (V)(x,y,z) e WnV, (xyz) e r(A). Atunci există şi este 
unic un punct (u,v) e U astfel încât (x,y,z) = r(u,v) deci (u,v) =r" 1(,y,2). În fine, 
F(x,y,2) = 0 Xp M4x,y,2)) = g i(x,y) = (v), ultima relaţie decurgînd din faptul 
că ov) = pir hv) =p(x,y,z) = (x,y). Aşadar, pi ae lau Lema este 
demonstrată. 

Fie acum (Ur), (Ur) parametrizări ale lui S ca în enunț şi 

=r(U)=r4(U). Aplicațiile r: U =W, ri: U,— W fiin homeomorfisme 
s bijective, continue, cu inversele continue), rezultă că aplicația 
à=] or:U =U, este un homeomorfism. Rămîne să arătăm că À şi A”! sînt 


de clasă C!. 

Fie (Y) (Up Vo) € U fixat. Aplicind lema pentru punctul c = r Auo ii 
există o vecinătate deschisă V a lui c în R? şi o aplicaţie F : V — U; de clasă c! 
astfel încît 7y Ts = Fyny şi fie Z=r NW n V). Mulțimea Z este o vecinătate 


a lui (Uo, Vo) şi M = (77 or), = (For)z adică ) este o funcţie de clasă ci 


(compunere de aplicaţii C!). Aşadar, A este C! şi similar se arată că A” este 
CA 
b) Fie r(u, v) = (Au, v), glu, v), hlu, v)). Putem presupune că 


DE £ (19, bg) £ 0 deci conform teoremei funcţiilor implicite, există o vecină- 
u, U 


tate V a lui (tp vo) şi o vecinătate V, a lui (9, Yo) = (Alto, Vo): gluo, Vo)) astfel 
x i 


încît F : V > V, (u, v) > Fu v), gu, v) să fie un difeomorfism. 

Avem Flug Vo = (Xg: Yo): 

Aplicația r ly : V > R? este injectivă, deoarece F=p or a şi F este injectivă: 

Atunci rẹ: V—r(V) este bijectivă şi continuă; cum F =p orh, rezultă 
(ryt =F op deci (r4)? este continuă. Am arătat astfel că r(V) este o su- 
prafaţă (conform definiției 3.2). Teorema 3.1 este demonstrată. 
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3.2. Drumuri pe o suprafaţă. Plan tangent, normală, orientare 


Fie S o suprafață. Se spune că 
un drum parametrizat (I, p = p(z)) 
este situat pe S dacă (V)te/, 
p(t)e S adică suportul drumului 
PU) este conţinut în S, 

Un caz particular important îl 
constituie drumurile situate în su- 
porturi de parametrizări locale ale 
lui S. Fie (U,r=r(u,v)) o parame- 
re a lui S decir: U — r(U) este un homeomorfism. Atunci a da un drum 
ingular (I, p= p(£)) de clasă Ct, aflat în r(U), revine la a da un drum 
ingular (Z, p, = pu(0)) unde p =r o p}. 

Dacă p, are ecuaţiile parametrice 


Figura IV.22. 


x = fult) ut) 
gult), vt)), teI 


hlult), v(t) 


= ut) 
ZON 


te I, atunci p are ecuațiile parametrice + y 


H 


z 
&r(u, v) = (Ru, v), glu, v), hlu, v)), pentru (u, v) e U. 
segmentelor de dreaptă u = const., v = const, situate în U le corespund 
be pe S, numite linii de coordonate (figura IV.23). 


x 
Figura IV.23. 


EFINIȚIA 3.3. Fie S o suprafață şi un punct ae S. Un vector aplicat în a, 
Y (a), se numeşte vector 
ngent la S în punctul a dacă 
ă un drum de clasă C! 


)="p(2)) situat pe S şi un punct P 
[= astfel încît pp=a şi 

9) = A, deci h este vector-vite- to P 
Lun drum trecînd prin a şi si- 7 


pe S (figura IV.24). | | 
Mulțimea T S a tuturor vecto- Figura 1V.24. 
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rilor tangenţi la S în a se numeşte spaţiul tangent la S în a. 
EXEMPLE. 1) Fie S:r=(2u,wv, 5v), a= (2, 1,5)=r(1, 1) € S. Vectorul 
h = 28, +3ë; + 1063 aparține lui T,S deoarece, luînd p: u =t, v= ¿ şi drumul 


corespunzător p(£) = (26, Ë, 542) pe S, avem a = p(1) şi A =p). 

2) Fie (U,r=r(u,v)) o parametrizare a lui S în vecinătatea lui a şi 
(up vo) € U astfel ca a = r(up, vo). Atunci linia de coordonate ce corespunde 
segmentului p}: U = Ug +t, V =Vo; tE I, este (I4, p(t) = r(ug + £, vo)); În este astfel 
ales ca p€) E U, tE Ip .. | | 


Se observă că p(0)=r(uovop)=a şi PO =Z uo vo) = F, (Up, 00) deci 
ğu TA 


F (lip Vo) E ToS. În mod similar, F,(toVo) e T5. 


Remarcâm că vectorii F (Ug Vo) ŞI Fu(Urosbo) Sin | 
7, x7 20 în orice punct, Ei se mai numesc vectori-viteze parțiale şi sînt 


tangenți la liniile de coordonate. 
TEOREMA 3.3. Fie S o suprafaţă şi a € S un punct fixat. Atunci 7,S 
este un spaţiu vectorial real şi dimT S = 2. îi 


DEMONSTRAȚIE. Fie (U, r =r(u, v)) o parametrizare a lui S în vecinătatea 
lui a şi (Up Vo) € U astfel încît a= rup vo). Avem TSC Yla) şi fie T 
subspaţiul lui Y(a) generat de F,(to Vo) Și P (Up bg). Arătăm că 145 = T. Fie 
mai întîi (Y) A e T,S şi fie (Z, p = ptt)) un drum situat pe S şi tọ € T astfel încît 
Pit =a şi plt) =À. Atunci există funcţii u = u(t), v =v(t) de clasă C! în 
vecinătatea lui tj astfel încât ulto) = Uo Vito) = Vo şi p =r(u(t), v(0)). Aşadar 
P (io) = F, (Uo, Volu lto) + F Uoto to), deci A e T. Invers, dacă h € T, dec 
h = QF, (Up, Vo) + BË, (4009) cu œ, Be R, atunci h este un-vector tangent în 
1=0 la drumul r = r(ug + at, Vo + Bt), deci Å € T„S. Am arătat că T „S = T. Da 
T admite baza {Ž,(Ug,Vo), F (Uo, Vo)} Şi prin urmare dim =2. 

DEFINIȚIA 3.4. Planul trecîn 
prin a, paralel cu T S, se numeşi, 
planul tangent la suprafața 
în punctul a. Normala la aces 
plan în a se numeşte normală 
S în a (figura IV.25) . ooo 

„Reperul (a; F, (Up Vo), Fy (lo vo) 
se numeşte reperul natural la ; 
în a (corespunzînd parametriză 
2) DIE III e E IVI îi 
Dacă r= r(u, v), a = r(uo, vo) 
= (£g Yo Zo) este parametrizare 
lui S, atunci ecuația planulu 


t liniar independenţi deoarece 


Figura IV.35. 


GEOMETRIE DIFERENȚIALĂ 213 


gent la S în a va fi în mod evident 


soarece planul trece prin a şi are vectorul normală F, (up, Vo) X F, (lto Vo). 


“Dacă suprafaţa este reprezentată implicit S : F(x, y, z)=0 şi a = (0 Yo» Zo) 
grad F + O, atunci vectorul grad, F = ladă, + O e + Stade, este or- 
be z 


dy 

gonal la TS: (Într-adevăr, dacă r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u,v)) este o 
ametrizare a lui S în vecinătatea lui a= r(ug vo atunci 
(u, v), y(u, v), z(u, v)) = 0 în vecinătatea lui (to, Vo). Derivînd în raport cu u 
apoi în raport cu v, rezultă (grad, F) : F, (Uo Vo) = 0, (grad F) - Ä, (Ug, bo) =0 
i grad F L FF, adică grad, F L 145]. Rezultă că ecuaţia planului tangent 


“la S este 9F cae =g) + F (ay — Yg) + F (aa -29)=0, iar ecuaţiile 
N Ox dy . dz 
xX=Xg YTY 2 7 29 


rinalei în a la S sînt sg = Sp 
—(a) —(a) -—(a) 
gx Qy oz 


EXEMPLE. 1) Fie sfera S : x? + y? + z2 = R? şi punctul a = (xp Yo Zp) € Se 
Ecuația planului tangent în a la S este | 
(x = xo) + 2y0(9 — Yo) + 22o(2 — Zo) = 0, adică xox + Yoy + ZoZ ~ R? = 0. Normala 


la S va fi coliniară cu vectorul Oa. 


p \ Fie o suprafață dată explicit z = fx, y), adică fix, y) ~z =0, cu f funcție 
clasă C? pe un deschis Dc R?. Normala în punctul curent are ecuațiile: 


RAD 9 Ta 240: 


— ai 


orog 
gx 9 gy 9 


| pol 

Orientarea unui spațiu vectorial se realizează prin fixarea unei baze. 
"Bazele pentru care matricea de trecere are determinantul pozitiv dau 
ceaşi orientare. Dacă V este un subspațiu vectorial al lui 73 de dimensiune 
tunei orientarea lui V este bine determinată printr-un versor ortogonal la 


'folosim tocmai această posibilitate. 
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DEFINIȚIA 3.5. Numim orientare a unei suprafețe S alegerea unei 
orientări în fiecare spațiu T S, a e S, adică alegerea cîte unui versor normal 
n(a), ortogonal la 7,S, astfel încît aplicaţia S -> Va, a > nla) să fie continuă.. 

O suprafață S care admite orientare se numeşte orientabilă, iar dacă 
orientarea este fixată (deci un versor normal variind continuu pe S), 
suprafața S se zice orientată. 

EXEMPLE. 1) O orientare a sferei S : x° +y” +z? = R? se poate defini prin 


versorul normalei exterioare ri(a) = Ga, deci sfera S este orientabilă; cealal- 


—} 
tă orientare este dată prin î(a) = -40a 


2) Orice suprafață simplă $ cu parametrizarea globală (U, r = Ku P este 


P XT. 
orientabilă prin versorul z(u, v) = EREI 
HAT 


3) Un exemplu celebru de suprafață neorientabilă îl constituie banda lui 

A. G. Möbius (1790-1868); dar o "porţiune" a acesteia poate fi orientabilă. ` 
4) Dacă o suprafață S este orientată prin versorul-normală î(a), atunci 
—ri(a) determină o altă orientare a lui S. Dacă S este conexă, atunci orice 
orientare a lui § coincide cu una din acestea două [deoarece dacă N(a) este o 
orientare a lui S, atunci N(a) = Maila) şi funcția A: S -> (-1, +1) rezultă - 
continuă; cum S este conexă, A este constantă deci À = —1 sau A = 1]. Aşadar, o 
suprafață orientabilă conexă admite exact două orientări. 
Dacă S este o suprafață orientabilă (cu orientarea îi(a), aeS) o 
parametrizare (U,r=r(U,v)) a lui S se zice compatibilă cu orientarea 
dacă (VY) a=F(u,v) cu (u,v)e U, avem ET 
PXT 


U 


=ñ(a); adică baza (ș,, î, (a) 


a lui R? este la fel orientată (satisface ` regula burghiului” ca şi baza canonică 
(6, ê, &)). De exemplu, parametrizarea sferei cu ajutorul lonpitudinii şi 


colatitudinii este compatibilă cu orientarea sferei dată de normala exterioară. 


3.3. Prima formă fundamantală a unei suprafeţe 


DEFINIȚIA 3.6. Dacă S este o suprafaţă în R$, o aplicaţie f: S > RÉ se 
numeşte netedă dacă pentru orice parametrizare (U,r =r(u,v)) a lui S, 
aplicaţia for: U — R* este de clasă Cl. Aceasta este echivalent cu faptul că - 
pentru orice a € S există o parametrizare (U, r) a lui S astfel încît a e r(U) şi 
aplicaţia for: U — R? este de clasă CI. | 

Dacă $,, S, două suprafețe (în R°), atunci o aplicaţie F: S4— S, se 
numeşte netedă dacă notînd cu i:85,— R? aplicația de adane i 
compunerea i o F este netedă în sensul anterior. Dacă F este bijectivă şi F, F1 
sînt netede, atunci F se numeşte un difeomorfism. 

Fie F:S, > $2 o aplicaţie netedă între două suprafeţe şi ae S.. Atunci 
există o aplicatie R-liniară Fa): T S1 >T raSo numită aplicația tan- 
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tă la F în punctul a (sau diferenţiala lui F în a). Anume, pentru orice 
ctor tangent h=T S, alegem un drum (I, p=p¢)) şi tọ€ Z astfel încît 
)= a, p(t) = h. Considerînd drumul (I, p, = F o p), avem 

) = F(p(to)) = F(a) şi se pune prin definiție F” (ah) =p t). Se arată uşor 
efiniţia este corectă (independentă de alegerea lui p şi tg) şi că aplicaţia 
a) este R-liniară. Dacă (U, r = r(u, v)) este o parametrizare a lui $, în veci- 
tea lui a = r(ug, bg), atunci conform teoremei 3.3, vectorii 


n OF i Ş Și 3 
(Ugs Vo) doo formează o bază a lui 7,S,. Se arată uşor că 


) h.e TSi h= ha ST (ua, vo) + ha Z (lto, 00), CU A; ho E R, avem 


E Eu XF oF) 
Je aici rezultă faptul că NN F'(a) este R-liniară. 

“DEFINIŢIA 3.7, Fie S o suprafață de clasă C? în RË. Pentru orice punct 
S considerăm produsul scalar 9 : 7,S xT „S >R, (5,0) > pă. 


g- lo Paa a 


Fa) = h (ttg, vo). 


6 numeşte prima formă fundamentală a lui S familia q 
ror produselor scalare e, indexată după punctele a € 5S. 
ie (U, r = r(u, v)) o parametrizare a lui S. Pentru aplicația netedă 

U — S şi pentru orice (u,v) e U avem aplicaţia tangentă 

ru, 2a Tuan U > Taung S 

Dar U fiind un deschis în R? , Tu U= Yu, v) (mulțimea vectorilor legati 
punctul (u, v)), deci r (u, Vf, + hoëz) = MEU, v) + hoñ (u, v) şi r'(u, v) este 
:izomorfism R-liniar. Atunci pentru orice punct (u, v) e U, se poate defini 
odusul scalar 

oh: Valu, v) x Yu, v) E R, PE, n) = rlu, 5) - ru, vin). 

n identificat Yu, v) cu Tuus- Introducem notațiile lui Gauss: 
sF Fo F =r 7, G=ñ F, (funcții de clasă C! în U), numiţi şi coeficienții 
imei (alma fundamentale a lui S. Se observă că 

dř -dF = (F, du +, dv) (7, du + 7, dv) = Edu? + 2Fdudv + Gav? 

formă pătratică în du, dv). Evident, matricea lui ọ®? în baza {7,7} a lui TS 
E F 

(FG ; 

EXEMPLE. 1) Considerăm sfera S : x2 + y2 +z- R = 0, cu parametrizarea 
„r : (0, x) x (0, 20 = S, ru, v) = (R sin u cos v, R sin u sin v, R cos u). 
Atunci 


g te 


= Rcosucosvă, + Rcosusinve, — Rsin ue, 


F, = -Rsinusinve, + Rsinu cosve, 
i rezultă 
E = R°, F=0, G= Rsinu. 
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2) Fie un plan P cu pă noutatea (RŽ, r), e at+up+vă (ae RS, 
5,4e%4). Atunci 7, =p, =q gE = =p, F=p-ğ, G=g2. În Particula, pentru 
planul xOy avem r= u +ve, şiE=1,F=0,G=l. 

Prima formă fundamentală a unei suprafeţe S permite rezolvarea unor 
probleme "fără a părăsi suprafața şi a ieşi în spațiul ambiant RE, Dacă 


(U,r=rtu, v)) este o parametrizare a lui S şi (, p) este un drum parametrizaţ 


ţi 


situat pe S&S definit prin deci pE) =r(ult), v), tel, atun 


= pít) 
PEA =F, u t)r v) şi p Ops Eu (H? +2Fu (0v E) +G. 
Aşadar, lungimea porțiunii din drum, între punctele £,, ta, este conform 


definiției 2.3, 
A -flo (0) [2 [VET EROGO u 


OBSERVAȚIE. Dis st) este 
lungimea arcului între un punct 
to e I fixat şi ul curent t € L 


atunci s(t) = jls (0) |a deci . 


PR 25 AN CT E S ă s0- Ee 
r D a = y Eu (t)? + 2Pu'(0)v'(0) + Goe. 
Figura IV.26. - 


ia ds ; 
Deoarece san relația an- 


terioară se mai serie simbolic 
ds? = Eldu)? + 2Fdudv + G(dvY, 


spunîndu-se că defineşte metrica suprafeței S. | | 
EXEMPLU. Calculăm lungimea curbei u=f, v=t, refo, z pe 'sfera 


x2+y2+22-R2=0. Am văzut că E= R, F=0, G=R sivu deci 
ds? = R?du? + R? sin2u dv? şi 


TU TE n 

L= [2 as = ja | R2u' t? + R? sin? u- v (0? dt = Rev + sin? £ dt ete. 

G. B. RIEMANN (1826-1866), a avut o idee care a revoluționat geometria 
oferind totodată fizicii relativiste aparatul matematic necesar. De altfel el 
pornit de la observarea universului fizic, admițînd că local acesta est 
euclidian, dar admite o curbură variind continuu, variaţia ei fiind legată de 
mişcarea materiei în timp şi în spațiu. Ne restrîngem la cazul suprafețelor. 
Dacă S est: o suprafaţă, se numeşte metrică Riemann pe S o famili 

g = {g} eg de produse scalare g, : 745 x T,S -> R, variind neted [în sensul c 
pentru orice parametrizare (U,r = r(u,u9)) a lui S, funcţiile ea 
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F F 
du. du 


i J 


gr) R, x = r, Uo) > ZA) = 8y ,ISJS2 


„netede; funcţiile g,(x) se numesc componentele metricii Riernann g 
tiv la parame Ad considerată]. Aşadar, în fiecare spațiu tangent T S 
fixat cîte un n produis scalar g, matricea acestui produs scalar relativ la 


a mobii =, at fiind (Gas, jz Dacă pPgeT, Sgi 


L. T. Y T gi KA 


2 
nci ga(P,q)= Y, g;p:q;. Adeseori această relație se scrie scurt 
î Îi 


2 

ee 2 gyl) p;q; - În acest mod, pe suportul oricărei parametrizări a lui 

i j=l 
metrică Riemann poate fi dată prin setul de funcții netede g; 1 $i, j < 2, 
nd în fiecare punct o matrice 2 x 2 simetrică pozitiv definită. 
Jn exemplu de metrică Riemann pe S îl constituie desigur prima formă 
amentală. Aceasta sugerează diverse alte construcții. Astfel, dacă g este 
ică Riemann fixată, putem defini lungimea unui arc de curbă, unghiul 
uă curbe etc. Această noțiune se extinde la cazul varietăților, incluzînd 
| 4-dimensional al universului fizic. 


3. 4. A doua formă fundamentală a unei suprafețe 


e So suprafaţă de clasă C°, orientabilă cu orientarea dată prin 
ri-normală ña) ag E S. Notăm prin X sfera unitate x? +y? +22 =1. 


Figura IV.27. 


licaţia y este netedă deoarece pentru orice a € S, alegînd o parametriza- 
'r = r(u, v)) a lui § compatibilă cu orientarea, avem 
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(y o ru, v)= ru, ai au Da 
la, x 


u XF, 


şi aceasta este de clasă C*. Pentru orice a € S, putem considera aplicaţi 
R-liniară y'(a) : 7,5 > Tinè Dar Ta = T,S (ca spații vectoriale), deoarec 


normalele lor sînt paralele. Pentru orice punct a€ $, endomorfismu 
Y(a): TS—T,S este numit operatorul fundamental al suprafeței S în 


punctul a. 
Dacă (U,r=r(u,v)) este o parametrizare a lui S în vecinătatăa lu 


a =r(u, v) compatibilă cu orientarea, atunci 


(y o rX(u, v) = y(r(u, v)) = ez iu) 


deci (Y) h e T,S, h =hF, + hof,, avem 


aer) Ier) 2 p ari o, an 
E av 10u ~ 


În particular, y'(a)F, => — =", (notație) şi Y (ar) = a =, (notație). . 
gu 


(a) AAA hp SET 


TEOREMA 3.4. Dacă S este o suprafață de clasă 0 anentabi 
atunci pentru orice a € S, operatorul fundamental f = ya): TST S 
este autoadjunct (deci are valori proprii reale şi este diagonizabil). Si 

DEMONSTRAȚIE. Avem de araa că (Y) p,ăâe TS, f(p-ă=b:f(â) S: 
observăm mai întîi că fE, F =F f0) l[intr-adevăr, aceasta revine la 
FF, SF"; dar neh = N şi if, =0 şi derivînd în raport cuu şi respectiv U 
avem ři, K + fi =0, AF, +A: =0 şi se ştie că 7, = ful: În mod similar 


Fir) eR T) “se e apoi cont că (Y) 5,deT,S esisti scalari real 


Pi Po qi; qo astfel încât Ð = pif, + Paps Q= Mi, + Q7, etc. 

Teorema este demonstrată. 
DEFINIȚIA 3.8. Fie S o suprafaţă de clasă c orientabilă. Pentru orice 
punct a e S digere te aplicaţia biliniară (simetrică conform teoremei 3.4). 
o? a (5, 4)—-Ff(p):a. | 


Familia de aplicații o? =f?) se numeşte a doua formă 


fundamentală a lui S. 
Funcţiile L= —, ñ, M =-7 ñ, =, ñu N =-7, ñ, se numesc coefic 

enţii celei de a doua forme ce A die a lui S. Se observă că 
~d -dñ = —F, du + 7,dv)- (Fi, du +ñ, dv) =L du? + 2M dudv + N du? 


(formă pătratică în du, dv). 
Deoarece F, Lñ, F, Lñ, rezultă 
0= F, Pe) = Fa BEE aa 
LF 


ags 


O= Ë Ah Ron tR hu 
0=F, -ñ) FRF, hu 
O= A) = Ro AER, Tys 
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Fi, M Fă, N =R Ñ. 

Yemarcăm că (V) ae S, matricea lui p, respectiv ọ®, relativ la baza 
: L M 

M NJ 

Fie S:7=F(u,v) o suprafață de 


7 ] a lui T S, este şi respectiv 


clasă C şi a e S un punct fixat. 
Considerăm o curbă C : v = p{u) si- 
tuată pe S şi trecînd prin a, v versorul 


normalei principale la C în a şi 
— 
ac = 3 vectorul de curbură (figura 


IV.28). 
Se numeşte curbura normală la 
C în punctul a, produsul scalar 


Figura 1V.28. k =ñ- ac. Aşadar, 


pa dT _ di - 


Pf 


plicat formula I-a a lui Frenet şi faptul că ñ 220). Dar î= £, deci 


~da: dr dr _ L+2Mv' (u) + Nv (u? 

| ds  E+2Fv(u)+ Gv)? 

oarece E, F, G, L, M, N depind doar de suprafata §, rezultă că numărul 
acelaşi pentru toate curbele care: trec prin a, sînt situate pe § şi au 
A tanara în a. 


k= 


notăm w'(u) = m deci & = de Luta Mă Valorile extreme ale lui $ se 


E +2Fm+Gm? 
 curburi principale ale lui S în punctul a (presupus fixat). Punînd 


ia, k'(m) = 0, rezultă imediat că aceste curburi principale verifică ecuaţia 
Ek-L Fk-M a 
Fk-M Gk-N ? 


(EG - FƏk? + (2MF - EN - a + LN - M? = 0. Notînd cu k}, kọ soluții- 


estei ecuații, numărul H = =a +k) se numeşte curbura medie a lui § 
SEn a LN — 

iar K = kiko = IM se numeşte curbura Gauss (totală) a lui S în a. 
urbele (C, situate pe S, în Mingi cărora curbura normală este nulă 
ă L + 2Mv'lu) + Nv'(u) = 0 sau Ldu? + 2Mdudv + Ndr? = 0), se numesc li- 
simptotice pe S; în lungul lor, avem vLâ deci planul osculator 
rminat de 7, v coincide cu planul tangent la suprafaţă. Curbele (C) situate 
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pe S în lungul cărora curbura normală este principală (deci extremă) 
numesc linii de curbură; din condiţia k(n) = 0 rezultă 
(2M + 2NMXE + 2Fm + Gm’) — (2F + 2GmXL + 2Mm + Nm”) = 0 


şi scriind m = z, un calcul imediat conduce la 
Edu+Fdv Fdu+Gdv 
Ldu+ Mio Mdu + Năv|” ” 
numită ecuația liniilor de curbură ale suprafeţei S. 
EXEMPLU. Fie S : F =ucosvă + usinv&, +u&. În acest caz 
P, = cosvă&, +sinv€ FE, ř, = -usinvë, +ucosvë, deci E =2,F=0, G= ul şi . 


SERIE E tt ata al 
ñn = aja atei + Sinv eg — 63). 


Apoi £,, =0, fu, =—sinvă, + cosv&, fi, = —ucosvă, —usinve,, deci 


Liniile asimptotice ale lui S verifică relația 
Ldu” + 2Mdudv + Ndv” = 0, 
adică dv?=0 deci v=constant. Iar liniile de curbură verifică ecuaţi 
du - dv = 0 de unde u = C}, v = C, (constante). ` 


OBSERVAȚIE. Se poate arăta că notînd cu à, À, valorile proprii al 
operatorului fundamental Y(a), numerele reale k] = —A,, ko = -Àg sînt tocm; 
curburile principale ale lui S în punctul a, iar Tetai proprii ant tangen 


liniilor de curbură (în a). 
Curburile principale şi "curbura Gauss permit clasificarea aieh 


suprafețelor. Punctul a € S se numeşte eliptic (respectiv hiperbolic) dac 
curbura Gauss a lui S în a satisface condiţia K > 0 (respectiv K < 0). Se poat 
arăta că în vecinătatea unui punct eliptic suprafaţa se află de aceeaşi parte. 
planului tangent; într-un punct hiperbolic, planul tangent "traverseazi 
suprafaţa. În cazul cînd K=0 punctul se numeşte parabolic. Dacă k=} 
(nenule), a se zice ombilic, iar dacă k, = k, = 0, a se zice planar. Se poat 
arăta că o suprafață conexă cu toate ak ombilice (respectiv planare 
este o porțiune de sferă (respectiv de plan). c 


3.5. Ecuatiile de mişcare a reperului natural al unei suprafețe ; 


Considerăm o suprafață simplă S în RE r: U S, r=r(u,v)o param 
trizare (r fiind un homeomorfism de clasă Ca ), S fiind orientată prin versoru 


O ai auto la a Sa AO B | E 
normală A “fs în punctul (u,v) € v. Pentru « orice punct (u, v) E€ U, s 


A; Tusa Tin 


poate considera reperul mobil (a; îi) în R°, unde a = rlu, v) pacturen 
acesta este numit reperul ail al ei S. 
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analogie cu cazul curbelor unde am stabilit formulele de derivare a 
ilor reperului Frenet în raport cu parametrul t (deci am calculat 
le de variație a acelor versori), vom stabili acum formule pentru 


Ea 3? 


a 
doui 
21 y? 


P = 23 a == Jj Me aaa udv ia vdu z = 929 (deci XA = da1) 


FE] g 


m 
M,N ai celor două forme fundamentale ale suprafeţei S. 

mulțind scalar relaţia (2) cu îi, rezultă f;=ii-0ji. Dar ni = 1 şi 
înd această relație în raport cu u, v obținem Fi - Oi = 0 deci p; = 0 pentru 
şi i=2?, ' 
otăm acum g; =0;F 9; deci 

gu =R h = E, gy = Bo =u To =F, By- h =G. 

asemenea notăm h; =-0F:0 i. Din relațiile ori ñor =0 
tă prin derivare ð ñd; +fi:0F =0 şi respectiv 0i-9jF +79; =0, de 
9-0 =0F:0fi AOF. Aşadar, h; =1i:0,f. Elementele A, se pot 
ma cu ajutorul lui L, M, N. Anume 


di di „dă di 
o du — =L, ho” a LE =M şi hop = -7 z = N, 


= n ia dit deci a, = h; Din (1), (2) se obțin relațiile 
i DR, 


o 
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Bu 812 7 
Matricea f = = (£; si jsa este nesingulară, deoarece 


&a 822 | 
det 7=EG-F= GG) EP xE zo. 


Dacă 7 = (gs; ja (cu indicii sus), din £. ~ = I, rezultă că 
2 
D Eng” = 8. 
k=1 
Din (4) înmulțind scalar cu 9;7, rezultă 
2 
= Fal 8, adică hy DX: PR 
k=1 
Înmultind cu g” şi însumînd după j, rezultă 
2 2 
z k z N l 
hi! =- J atgyg” =-9,aj5, = -a 
Jel 


şi ca atare, 


2 l 
(5) aq he”, 1si,k<2. 


i 


| | pei 
Pe da altă parte, din relația Ss înmulțind Ma cu d”, rezultă 


OF -oF = Sr FIF. Or = Şri jk 
k=l k=l 


Introducem notația 
(6) Dyg = -Èr Ep deci Ti, = yF -QF 


Înmulţind relația cu g™” şi numind a l, avem... 


-ŠT 


Apoi din relația 9;ř -9,3 = gy derivată î în raport cu variabila j, rezultă 
dř -OF + 0;F -0yf = 08, şi ca atare Tit Tpi li 


Prin permutări circulare, avem Tai ta > 9 2 Și Tuyt jiu d; gij de 
unde |, ; — pat Tyi Cai lay” BL 9; Su 0,8; — d; gy- 


Deoarece T; , =T; „(conform (6)), se obţine -2 Ti, > 0; — d; — 8, 85 şi c 
atare 


1 
Iaj” z O8 + dg i - d ga) 


În finalul acestor calcule, se obtine 
2 2 
"n 
(7) TA za ` Ty jg” a 3 S (e, + dg j 5 9,8 s?. 
j=l ^ j=l 
Formulele (7) dau expresiile lui Ta în funcție de coeficienții primei formi 


fundamentale a suprafeței. 
Am demonstrat astfel 
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TEOREMA 3.5. Fie r : U -— S, r = r(u, v) o parametrizare de clasă C? a 


2 
(8) aF = So + hyn; 
2 | 
(87)  an=-F $ hyg”ð,F, 


F 
unde (g;)is je = (his jo > şi 
F G J M N 


k 
“a E jp t d jEpi T A 


rta 3.9. Un drum parametrizat (I, p = p(£)) situat pe S se numeşte 
eodezică pe S dacă (V) tE Z, vectorul-accelerație este ortogonal spațiului 
gent, adică P'E L Ton: 


XEMPLE. 1) O dreaptă p(î)=a+t5, te R (ie 7⁄4\10}, ae R”) este o 
ică pe orice suprafață pe care este situată, deoarece p”(t)=0 pentru 
te R. | 

DE Fie sfera S:x2+y2+z2= R?; “ecuatorul” p(t)=(R cost, R sin £,0), 
i; 2n) este o geodezică pe S, deoarece p(t) = ~pt) = -Rcoste, ~ Rsintez, 
(£) este ortogonal planului tangent T S. Mai general, orice cerc mare al 
i este o geodezică. 

“Curba p(t) = (cos(at + b), sin(at + b),at +b), te R este o geodezică pe 
irul x? +y? = 1, deoarece P”(t) = -a° coslat + b)ă, — a?sin(at + b)ē, şi acest 
r este coliniar cu grad yp (z? +y? —1) = 2cos(at + b)ë, + 2sin(at + b)E, deci 
) L ToS. 


'EOREMA 3.6. Fie (I, p = p(t)) o geodezică pe suprafața S. Atunci: 
a) viteza pe geodezică este constantă; 
) geodezica este nesingulară (dacă nu este redusă la un punct). 


DEMONSTRAȚIE. a) Viteza în punctul te I este v(t) = P-DE) deci 
p-p. Dar pY =2p0 p =0, ultima relație realig din faptul că 
EI, pŒ LTS şi pt) e TpuyS. Aşadar, (v?) = 0 deci v* = constant. 
)) Ştim că v = vo, constant. Dacă vo + 0, rezultă că drumul este nesingular 
ip (£) 20 pentru orice te I). Dacă vo =0, rezultă p(t) = 0, (v)te I deci 
constant şi suportul drumului ar fi un punct. 


TEOREMA 3.7. Fie (U, r =r(u,, Ug)) o parametrizare a suprafeței S si 
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u =u (t) 
Pi: 


(BP „te Iun drum parametrizat de clasă C? situat în t: 


Drumul parametrizat (I, p=r-p,) este o geodezică pe S dacă F 


numai dacă 
(9) O+ Fr aA, u0) wt ut) =0, 1k32. 


1si, js2 

DEMONSTRAȚIE. Drumul p£) =r(p €) =rlu,(t), u(t), tel este o 
geodezică dacă şi numai dacă p(t) este paralel cu normala îi la suprafață în 
punctul p(£). Dar 


POs. u lt) + — E u > OF -ui(t) şi 
du, Jug ja 
p”) = 0; (-uj (+ Dai F- u(t) = LÈ iuu OPN 
iJ k=l j 
= Dry uud + Y, hiuiu D Du + > ru a + D ăi ñ. 
i,j,k -o hJ . 


Avem PE APE) e ug * du tuwu, =0 salii 19. 


Sistemul diferențial (2) se HPN sistemul geodezicelor lui S. Se poa. 
te arăta că pentru orice două puncte fixate A, B ale suprafeței S, dintre toate 
arcele de curbă situate pe S şi trecînd prin A şi B, cea mai mică lungime o a 
arcul de geodezică trecînd prin A,B. Exemplele date după definiția 3 
confirmă acest rezultat. 

În încheierea acestui paragraf, facem cîteva consideraţii de geometrie 
neeuclidiană.. Pînă în secolul trecut se cunoştea şi se accepta ca atare doz 
geometria lui Euclid. N. LOBACEVSEI (1792-1856) şi J. BOLYA 
(1802-1860) au avut îndrăzneala să construiască o geometrie care accepta 
toate axiomele geometriei euclidiene (de incidență, ordine, congruenţă ; 
continuitate), cu excepția axiomei paralelelor, pe care au înlocuit-o astfe 

"printr-un punct exterior unei drepte (D) se pot duce cel puţin două drept 
care nu intersectează (D). La prima vedere aceasta contrazice intuiţia, dar 0 
analiză mai atentă arată că, spre deosebire de celelalte axiome, aceasta se 
referă la drepte nemărginite, iar experimentul uman direct, limitat oricum la 
o porțiune mărginită . de spațiu, este deci imposibil. Aşadar, depăşin 
prejudecățile, axioma lui Lobacevski are acelaşi drept de existență ca şi 
axioma lui Euc.id a paralelelor. Experienţa noastră cotidiană ne-a sugerat că 
suprafaţa Pămîntului este un plan euclidian, dar îmbogățirea acestei exper 
enţe a impus modificări totale ale acestei reprezentări şi acum este dovedit ¢ 
Universul nostru fizic nu este euclidian, ci doar local euclidian! Felix Klei 
(1849-1925) a construit un model al geometriei plane lobacevskiene (numit 
şi hiperbolică). Anume, ca spațiu geometric S el a considerat un disc deschi 
de centru O şi rază 1, care este o suprafață pe care se poate defini o metric 
riemanniană. Punctele lui S sînt punctele uzuale, dreptele lui S sînt coard 
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ale cercului (fără capetele A,B) 
enența se consideră în sens uzual (de 
plu Ce AB, iar Me AB). Punctele de pe 
iera discului se asimilează cu “punctele 
“infinit” (figura IV.29). Se defineşte în 
zorespunzător congruența a două segmen- 
se reformulează (şi se îndeplinesc!) toate 
le din geometria euclidiană, cu excepţia 
i paralelelor. Într-adevăr, prin punctul 
AP se pot duce o infinitate de drepte (deci Figura 1V.29. 
)'care nu intersectează coarda AB, două 
“acestea, anume MA, MB intersectînd-o "la infinit”. Modelul anterior 
econtradictoriu deoarece oricărui rezultat de geometrie lobacevskiană 
dedus logic din axiomele respective) îi corespunde un rezultat de 
metrie euclidiană pentru punctele din interiorul discului D. 
emann a construit şi o geometrie plană numită eliptică, în care ca spațiu 
onsideră suprafața unei sfere, punctele sînt cele uzuale şi dreptele sînt 
ri-mari ale sferei (cercuri ale căror plane trec prin centrul sferei). Arcele 
uri mari sînt tocmai geodezicele sferei. Deoarece orice două drepte 
i mari) se intersectează, nu există paralele şi ca atare, printr-un punct 
pr unei drepte nu se poate duce nici o paralelă la aceasta. Alături de 
netria euclidiană (în care curbura Gauss totală K este nulă în fiecare 
se pot dezvolta o geometrie lobacevskiană, modelul anterior lui Klein 
inzînd geometriei unei suprafeţe cu K<0, precum şi o geometrie 
i (K > 0), toate avînd o deplină motivaţie logică. 
scoperirea geometriei neeuclidiene a avut implicaţii serioase în 
matică, în fizică, în cosmogonie dar şi în filozofie, arătîndu-ne că nu 
absolutiza reprezentările noastre asupra spaţiului. 


| 4. Varietăţi diferenţiabile 


eneralizaree noțiunilor de curbă şi suprafaţă s-a impus din rațiuni mate- 
ce puternice şi a condus la conceptul de varietate. Actualmente acest 
ept este utilizat de fizicieni şi chiar de ingineri, deoarece el apare firesc în 
e descrieri fundamentale ale realităţii fizice. 


XEMPLU. Să considerăm un circuit RL în care curenţii (ip, iz) şi 

nile (op, Vp) sînt legate prin relaţii de forma ip = ip, Up = 2up şi HE = filip) 
ncţie derivabilă. Circuitului i se poate asocia mulțimea M c R*, 

ip i Up: UL) lig = în Ur = 2vp; Up = fig) sau cu notatii schimbate, 

(X3, Xo, Xas X4) |x] = Xg, X4 = 2x3, Xa = fx, )}. Se observă că 

Xy Xy Rx), 2x1) |x; € R} şi că aplicația ọ : M — (0, +), 

p Rx), 2x,) > x este bijectivă; astfel x, apare ca o coordonată pe M, în 
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sensul că pentru a determina un punct al lui M este suficient de cunoscut 


valoarea lui x, corespunzător. 
Se pot însă concepe mulțimi mai generale de tipul lui M şi aplicații 
bijective care asociază elementelor lui M seturi de numere reale (coordonate 


4.1. Noţiunea de varietate (diferențiabilă) 


Reamintim că dacă X este o mulţime nevidă, o topologie pe X este o famil 
Jde submulțimi ale lui X astfel încît Ø, X aparțin la 7 şi 7 este închisz 
relativ la reuniuni oarecare şi la intersecţii finite; perechea (X, 7) se numeşte 
spaţiu topologic, iar mulțimile din Z se numesc deschise (sau deschişi) 

Un spaţiu topologic X (topologia nu se mai menţionează) se numeşte sep 
rat (sau Haussdorf) dacă pentru orice x +y din X există deschişi U, V ast 
încât x e U, ye V gi UaV =Ø. Dacă X, Y sînt două spații topologice, atunci 
aplicație ọ : X — Y se numeşte continuă dacă pentru orice deschis V al lui: 
p i(V) este deschis în X. Dacă ọ este bijectivă şi Ọ, g` sînt continue, se spune 
că q este un homeomorfism. = 

DEFINIŢIA 4.1. Fie M un spațiu topologic separat. Se numeşte hartă 
„dimensională (sau sistem local de coordonate) pe M orice aplicaț 
9: U— R” definită pe un deschis U € M astfel încît q(U) să fie deschis 
aplicaţia q : U — ọ(U) să fie homeomorfism. O astfel de hartă se mai notea 
pe scurt (U, q). sl 

EXEMPLU. Dacă S este o suprafață în R? şi dacă (U,r) este o param 
trizare a lui S, atunci perechea (r(U), r” este o hartă 2-dimensională pe S. 

Două hărți n-dimensionale (U, e), (V, y) pe M se numesc compatibi 
dacă aplicaţiile y o ot: AU nV e yU naV]; po yi: yU nV- e(U n 
sînt difeomorfisme de clasă C! (între deschişi din R”). Dacă Un V= 


PUER" 


Figura IV.30. 
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enim să considerăm hărțile respective compatibile (figura 1V.30). 

ie (U, e) o hartă (n-dimensională) pe M. Pentru orice a e U, ọ(a) este un 
t din R” şi coordonatele sale x'(a),...,x"(a) se numesc coordonatele 
Je ale lui a (relativ la acea hartă). Să presupunem că (U, e), (V, y) sînt 
„hărți pe M astfel încît U ^V Ø. Dacă ae UnV, atunci punctul a 
ite: două rînduri de coordonate locale. Fie q(a)= (xia), ..., x(a)) şi 
(la), ..., y"(a)). Deoarece yla) = (y o (pla), rezultă că y', ..., y” sînt 
tii de xl... x" deci y =f'@1, 3x"), lsisn. Dacă hărțile sînt 
mpatibile, aceste funcţii sînt difeomorfisme (de clasă C!) 

PUN Vo Un V), el, 3) yt, a YD. 


EFINIȚIA 4.2, Dacă M este un spaţiu topologic separat, se numeşte atlas 
mensional) pe M o familie (U,, q;), i € I de hărţi pe M, compatibile două 
două şi astfel încît (JU; = =M, presupunem în plus că orice hartă pe M 


iel 
este compatibilă cu toate hărţile (U,, ș;),: € I, aparține atlasului. 


paţiul M se numeşte varietate diferenţială (n-dimensională şi de 
i C!) dacă este fixat un atlas (n-dimensional) pe M (Se definesc în mod 
og varietăţi de clasă C*, C^). 

XEMPLE. 1) Fie M =R” cu topologia de spațiu metric. Alegem harta 
la») la care adăugăm hărțile compatibile cu ea. Se obține o structură de 
tate diferenţiabilă pe R”. 

Dacă M este o varietate (diferenţiabilă) şi V c M un deschis, atunci V 
o varietate diferențiabilă; într-adevăr dacă (U, ș,), i e I este un atlas pe 
tunci (U; OV, Q; lar av) ie I este un atlas pe V. 


Arătăm că orice suprafată S c R? este o varietate 2-dimensională. 
tr-adevăr, orice punct a € S aparține unei hărți pe S şi orice două hărți 
sînt compatibile. 

În mod similar, orice curbă este o varietate 1-dimensională. 


DEFINIȚIA 4.3. Dacă M este o varietate, o funcție f: M — R se numeşte 
ă pe M dacă este continuă şi pentru orice hartă (U, e) pe M, funcţia 
: Q(U) c R” o R este de clasă C}. 

ceasta este EVE cu faptul că (Y)x e M, există o hartă (V, y) pe M 
lîncîit xe Vşifowleste C! în punctul y(x). Se verifică imediat că mulți- 
a tuturor funcţiilor netede pe M este un inel comutativ, relativ la sumă şi 
dus, notat CHM); uneori trebuie considerate inelele de funcţii de clasă 
/) sau chiar C“(M). | 

Dacă M,, Mo, sînt două varietăţi, o aplicaţie continuă F : M, —> M se nu- 
te netedă dacă pentru orice hărţi (U, e) pe M, şi (V, y) pe M, aplicația 
sp: oU Aa FV) > yCV) este de clasă C!. (Dacă Un FYV) =Ø această 
diție se consideră automat îndeplinită). Se arată uşor că netezimea lui F 
“echivalentă cu faptul că (Y) x e M, există hărţi (U, e) pe M,, (V, y) pe M3 
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astfel încît x e U,F(o)e VşiwoF o pl să fie de clasă C! în punctul olx). 
O aplicaţie F : M, > M, se zice un difeomorfism dacă este un homeomor 
fism şi F, F 1 sînt netede. ' 
Se extinde fără dificultate noțiunea de vector tangent la o varietat 
M c RY (cu N 2 1 convenabil) într-un punet a € M, în analogie cu definiția : 
3.3. Mulțimea acestora se notează T M şi se numeşte spaţiul tangent | 
M în a. o | | 
Dacă F : M, — M, este o aplicaţie netedă, atunci se defineşte natural apl 
catia tangentă F(a) : TM > TpoMo V a e Mi. | Se 
Dacă F este un difeomorfism, atunci Fa) este un izomorfism R-liniar. 
„Dacă (U, ọ) este o hartă pe M astfel încît a e U, atunci există un izomo 


8 
fism R-liniar TM = TU >T ya R” = 700). 

Baza spaţiului vectorial TM care corespunde, prin izomofismul 8, baze 
canonice (6,,...» Ën}, se numeşte baza mobilă (9, -> Onal; aşadar 00) = 3 


lskán i. 
4.2. Cîmpuri de vectori pe o varietate 

Fie M o varietate (n-dimensională) şi U c M o submulțime deschisă. 

DEFINIȚIA 4.4, Se numeşte cîmp de vectori pe U orice colecție v = lv, le 
de vectori tangenţi v, € TM, indexată după punctele lui U. | 

Aşadar, oricărui punct x e U i se asociază un vector tangent v, € TM. 

EXEMPLE. 1) Cîmpul nul pe U este colecția O=(O,hu a vectorili 
tangenţi nuli. S i 

2) Dacă v, w sînt cîmpuri de vectori pe U şi à : UR este o funcție, atunci 
se definesc în mod natural cîmpurile v + w şi Av pe U. | 

Dacă (V, y) este o hartă pe M, atunci în fiecare spaţiu tangent TM, x e 
este definită baza mobilă O, =- On Pentru orice cimp de vectori v pe V ş 
pentru orice x € V avem o scriere de forma v, = fat eee tf a 

Se mai scrie v = f19, +.. +f”, şi se mai spune că fi, n f” sînt comp 
nentele lui v relativ la harta (V, y). Cîmpul v definit pe un deschis U c M 
numeşte neted dacă relativ la orice hartă (V, y) componentele lui v vor f 
funcţii netede U ^ V> R (în cazul cînd Un V= 9% se consideră că aceas 


condiţie are loc automat). | 
Indicăm acum o construcţie foarte utilă. Dacă D € R” este un deschis § 


F(x, eo Xp Yp eo Ind GU eo m Yo n yn) sînt două funcţii F, G : D > R d 
clasă Ci, atunci se poate defini comutatorul lor (sau paranteza Poisson 
H = [F, G] ca fiind funcţia H : D > R, 


A 


BS 
X 
1? ATEAN EA 


a 


l zf 3F ðG ƏF 9G 
Hix, vo Xm Yi A, = y ax, y dy, dx, i 


i=l 
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acă F = constantă, atunci evident [F, G] = 0 şi [G, F] = 0 pentru orice G. 

‘u notații transparente, se verifică uşor următoarele proprietăţi: 

7) = IG, F), [F] + Fa GHIF, G] + Fa, G], [F Fa Gl = FiF, G] + Fai G], 
um şi identitatea lui Jacobi: 

j, LE, [Fy Fl + LF, [Ep FI] + [Fp Fa Fol] = 0. 

XEMPLU. Să presupunem că E este un sistem dinamic în care parametrii 
are x(t); y£), 1 sin sînt funcţii de clasă C! pe un interval I. 
resupunem că există o funcţie F(x, ...» Xp Yr =: Yn) de clasă C? într-un 
his D din i şi că (vV)te L 1<i<n, au ide relaţiile: 


9H oH 
1 GE j a 
(1) ž; (è) Dy. J; (t) d 
; n (a3F IF o AF ƏH ƏF OH 
p(n = (Ș (t m a j LE, N. 
(t) n$ DENT SE n 37 d, [F,H] 


n ipoteza că paranteza Poisson [F,H] este nulă rezultă că funcţia F este o 
tantă, deci relația F(x, ou Xm Yp «es Ya) =k este o lege de conservare 
vu sistemul £ şi reciproc. 

in identitatea lui Jacobi rezultă că dacă Piz pet Se ea) > RSI 
jonkun Yi Ya) ha sînt legi de conservare, atunci [F], Fọ]=k are 
aşi proprietate; într-adevăr, 

IF, Fa, H] ii Fo [H, Fl] ži LE, [F HI] FAT LE, 0] — [F], 01=0. 

acă v şi w sînt două cîmpuri netede pe un deschis UCM, 


J fdn w= de, (relativ la o hartă (V, y) pe M), atunci comutatorul 
= i=l 
u paranteza Poisson) a lui v, w este cîmpul [v, w] pe Va U definit prin 


]= $, 4'3; unde hi = daf „gi gaf’) 


e: 
e exemplu [9,9 = o pentru orice 1<i,j<n. Se verifică uşor că 
= —lw,vl, lv, v]=0 Tub + Aguow] = Albi w] + doluz w] ete. De 


menea pentru orice cîmp neted v într-o hartă (V, y) şi pentru orice funcţie 
edă f: V— R se poate defini funcția D,f: V- R, unde D, Ax) = derivata 
'după direcţia vectorului v, şi se poate arăta că operatorul D, satisface 
prietăţile: 
DD e, = Dy, wp fV, w] = fo, w]- (D,fw şi lv, fw] =flv, w] + (D, Pw. 
Menţionăm că se pot stabili şi în cazul varietăţilor n-dimensionale 
tiile de mişcare a reperului mobil, utilizate în fizica modernă. Cîmpurile 
rectori vor fi reluate şi studiate în capitolul 5, consacrat ecuator 
erentiale şi sistemelor dinamice. 
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$ 5. Elemente de calcul tensorial 


Am studiat pînă acum vectorii în diversele lor ipostaze — vectori în plan, în 
spațiu, multidimensionali, vectori tangenți la curbe, suprafeţe sau varietăţi, 
cîmpuri de vectori etc. Introducem acum o nouă entitate fizico-matematică, 
anume tensorii. Pentru a localiza puţin acest concept, menționăm că scalarii 
sînt tensori de ordin zero, iar vectorii sînt tensori de ordinul 1. Pentru început 
ne restrîngem la cazul tensorilor de ordin 2, în spaţiul tridimensional. 


5.1. Tensori de ordin 2 în spaţiu 


Dacă ïe% este un versor dat, atunci se poate considera aplicația 
R-liniară ș;:'% — %, U — (© -u)ü = proiecția lui i pei. | 

Scalarul i-ă se numeşte componenta fizică a lui v în direcţia lui d. 

Dacă G, U e 44 sînt vectori fixaţi, atunci se poate defini aplicaţia R-liniară 


Wairi” >h, w > UU- w). 
Aşadar, apar în mod firesc diverşi operatori liniari ai spațiului Ya 
DEFINIȚIA 5.1. Se numeşte tensor de ordinul 2 în spaţiu, orice operator: 
liniar T : 74 > %3. Mulțimea acestora este L( 74). l 
Tensorul nul este 0: %3 > %3, U -> 0. Tensorul identic este 1: 73 > %, 
Ü—ü. Doi tensori T, T” se consideră egali dacă T(v)=T(v) pentru orice 
ie%. Adjunctul (sau transpusul) lui T este tensorul 7”, avînd proprieta- 
tea definitorie că î:T(5)=T'(u)-v, (v)ui,ie%. Un tensor este simetric 


(respectiv antisimetric) dacă T = 7” (respectiv T =-T*). 


Exemple de tensori. 
D a şi Yg p definiți anterior sînt tensori de ordinul 2. 


2) Din legătura dintre operatori liniari şi matrice, rezultă că orice tensor. 
are o matrice asociată relativ la o bază ortonormală fixată 4 = (€,, ë, ë} a lu 
Y, şi reciproc. Dacă My = (t; isi, ja este matricea unui tensor T relativ la 8 
atunci 


- Evident, tensorul T este simetric sau antisimetric după cum matricea M; 
are această proprietate. Valorile şi vectorii proprii ai lui Mp se consider 
ataşaţi tensorului T. Vectorii proprii determină direcţiile principale al 
tensorului. Spaţiul vectorial L( %3) al tensorilor de ordinul 2 are dimensiunea. 
9 şi admite baza (Tila, formată din tensorii T,= Vaz, dec 


ùj 
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ntr-adevăr, pentru orice tensor T e L( 73) avem o scriere unică 


t; T; deoarece cei doi membri coincid pe vectorii din 


BOS 46 = ST ED = Xtyâte; = = ti aaa tpar Tla, 
ii iJ i,j i 


rul <k<3]. 

Fie P un punct fixat, p şi i respectiv densitatea şi viteza unui fluid în P. 
poate atunci defini tensorul-flux al fluidului în P, anume 

HP) — 4P), care asociază oricărui vector pe Y3(P), aplicat în P, 
rul pyg z (p) = pu - p). 

„Fie un punct P al unui corp material. Pentru orice 
i ü EV (P) considerăm un element de arie plană A 7 

ală în Plai şi notăm cu Af forţa pe care materialul 
exercită asupra lui A. Se admite că aplicația 

A(P)— YP), î—t este liniară deci determină un 

r, numit tensorul tensiunilor în P (figura 1V.31). Figura IV.31. 


as 
uad 
g t 


5.2. Componentele vectorilor şi tensorilor 


egile sînt formulate independent de alegerea unor sisteme de coordonate 
repere). Se ştie că nu întotdeauna coordonatele carteziene sînt cele mai 
i şi rezolvarea unor ecuaţii poate fi mult uşurată de alegerea unor coordo- 
e convenabile, care să ţină cont de context, de diversele simetrii etc. 
fel, în probleme cu simetrie centrală se recomandă trecerea la coordonate 
are în plan sau sferice în spaţiu; iar în probleme cu simetrie axială, se re- 
andă coordonatele cilindrice). 

Ca şi vectorii, tensorii sînt mărimi invariante, nemodificate de o schimbare 
sperului. Un vector-viteză din %3, privit ca entitate fizică, nu depinde de 
erul ales, iar un tensor este un operator liniar al lui 74 şi atît. Doar com- 
entele vectorului sau ale tensorului se modifică prin trecere de la o bază 
lta a spaţiului! Trecem la ilustrarea acestei idei. 

Fie Z = (8,, 8, 8) o bază oarecare (nu neapărat ortonormală) a lui Y. 
Aşadar, vectorii £,, 8», gą sînt necoplanari şi notăm cu G = (81, 82, 83), 
imul (nenul) al paralelipipedului construit pe ei. Bazei Bi se poate asocia 
a vectorilor reciproci, 8, = (îi, 7, £*), avînd proprietatea definitorie că 


g= 57 „pentru orice 1 < i,j < 3, în mod necesar, 
Ji i ÎN x 1 se 
-1 = = -2 - 3 - 
di —( x ja = = x ), e = x ). 
B 8 G 82 Bah £ G E3 X82), £ G g1 * 8&9 
Dacă B este ortonormală, atunci G = 1 şi £ =g, 1<i <3. 
DEFINIȚIA 5.2. pa ÜE un vector oarecare. Atunci el admite o scriere 


că de forma i = s &,; scalarii vt, v?, v” se numesc componentele-etaj 
i=l 
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(sau contravariante) ale lui i relativ la baza B. De asemenea i admite o 


| 3 | | 
scriere unică de forma Ù = Pug şi scalarii v,, Vg, va se numesc componen. 
i=} | 
tele-subsol (sau covariante) ale lui i relativ la #. Dacă B este ortonor: 
mală, atunci cele două tipuri de componente coincid: v;=v' pentru orice 
lsisă3. | 
Vom adopta convenţia lui Einstein de a omite semnul "sigma" subînțele- 
gînd că, atunci cînd un indice-etaj şi unul subsol se repetă, se face î însumare 
după acel indice. Cu ACEA convenție, peratine de mai sus se scriu: 
(1) =v & 
(2) Usg, 
Din relația (2) înmulțită scalar cug ; rezultă 0- g; = VE E= vă; =v, iar 
; A a a Să seat ct a Pau sh a aci l 
din (1) înmulțită cu g7, rezultă 0 g =u g g =vâ; =u. Aşadar, 
(3) v; =Ü- g; giv’ =0-g, pentru orice 1 <i <3. 
Aceste formule dau modul de calcul al componentelor-etaj şi subsol ale 


unui vector. 
Dăm acum expresiile produsului scalar şi produsului vectorial a doi vectori 


i, 5 e 44, folosind componentele-etaj şi respectiv subsol (relativ la 4%). Avem 
=u g, Ü vē deci ü-Ü=uv, 2: 87 (însumare după ij) şi ca atar 


Si 


ü- ü= a =uiv, (însumare după i). De asemenea, i = ug, Ü=vẸ £; deci 
ü-Ü=uvİ g- E ;= uv 8; = ui. Reţinem deci 
(4)  ū-Ü=uv =uv;. 
Pe de altă parte, componentele-subsol ale produsului vectorial 
îxă sînt (xD), = (üxö) E, = tuia, xolă pda = ului (E; x E pă, 
Se notează e; =(£;X 5; E > produsul mixt (£;, 5; p) Atunci 
(xÜ), = E£; Ta i<k<3 

(însumare după i şi jJ) şi ü xÜ = (XU), g= Eip vi gk (însumare după i, j, k) 


Se arată de asemenea că (îi xi) = euv jp, unde 
k i ÎN akj 
= (gi x gi) E” = Ge. 
DEFINIȚIA 5.3. Fie T: %3 — Y4 un tensor de ordin 2. Atunci T(£,)e% şi 
3 
T(g,)= PA = 4,£ , scalarii t, numindu-se componentele-subsol (covari= 


i=l 
ante) ale lui T relativ la baza B. Evident, TE,) Ëp = tyg 8, = = t5 = tpj şi cå 


atare,schimbînd notaţiile i; = 8; TE) 1<iJ 3. În mod similar, T(g' e % 
şi avem scrierea T(Ẹ i j=tig;, scalari t  purtînd numele | de 
componentele-etaj (contravariante) ale lui 7. În acest caz, t“ =g T(g!), 
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ot.de asemenea defini două rînduri de componente mixte ale lui T (care 
cid dacă T este simetric) şi anume t} = -T(g;) şi t; = : id 

acă B' = (gi, 84, 84) este o altă bază a lui Y şi Æ ={g", 8, 8") este 
ei reciprocă, atunci se poate considera matricea A= i S „ja de trecere 
a la Z’. Aceasta este o matrice inversabilă şi fie B= (b; pisi jsa = = AT, 
a ei. Au loc relaţiile a; ibi =6, şi a2b, =67. Avem &; = ajë ;; înmulțind 
şi însumând după i, rezultă bi g/ = ajbi g = 5. g ; = 8, adică, modificînd 
ii, Ë= bi g E’, 1 sis3. (Se remarcă saptu că indicii de di se 


spund pe direcţia "). În mod similar, g” = = bg gi şi p =a} ie, „1<is3 
cji de contravarianță se corespund pe direcţia "/'). 

ie i e 4; conform (3) rezultă 

v = 8-0 = aj, Ü= afv;, ui = gi. = bg! J= biv. 

ținem formulele de legătură între componentele-etaj (şi respectiv 
ol) ale lui 5 relativ la bazele B, Z’: 

v; = ațv; (respectiv ui = bivi ) i etic 


mod similar, pentru componentele-etaj ale unui tensor T': VW Ya 


= 8; T(g;) =a g, Talg) = aal, TE) = aj at a; 
y pentru componentele-subsol. Reţinem formulele: 


îi; = apa tng t pi = =b; bi i (însumare după p şi q); 1 Sij <3. 


i m, aflată sub acţiunea unei forțe F. Presupunem că la orice moment 
articula este situată în punctul Mate) I) din D. Notăm cu p şi 8 


~ psin0e, + pcos0e,. 


=(8,, pl formează o bază - Figura IĮV.32. 
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(mobilă) a lui %, (mai precis pentru YM) cu Me D); g, este tangent ] 
curba 0 = constant, iar £, la p = constant. Baza ei reciprocă est 


g, = (81, 87), unde F! = p 2 = ză deci &,-gi =8f, 1si,js2 
Din (7) rezultă 

Ü = Pe + Öğ = pg! + pOg” (deci componeñ 

tele~etaj ale vitezei sînt p, 8 numite vite; 

za radială şi viteza unghiulară; iar. 

componentele-subsol sînt p şi pð). 


Determinăm acum accelerația ă = ò 
particulei. Aşadar, 


pi IV 33 a = Bă, + Pi + ÖB 082. 
igura 1V.33. Dar. 


E & = AL (cos, + sin 069) = (-sin 8e + cos 0, ) 0 = Së 
so D d goala ȘI an A 
ŞI g = pie Pan9a +peos8 éz) == (-psin 9 Să pcos -0)&, $ 


+(pcos6- psin6-6)ë, = -pââi + da i 


2 e sia te : O oa . Ò. E: S a 200) 
de unde a = Pë +P E +0g +0 -pbă, +E 8z = (5 - p62)z, + sila Ez 
Expresia a, = 6 —p02 se numeşte acceleraţia radială, iar ag = 8 + 205 
p 


acceleraţia tangenţială (ale particulei). 

Mişcarea particulei în D este descrisă prin legea lui Newton mă = F $ 
notăm cu Fi, F° componentele-etaj ale lui F relativ la baza 2, de 
F = F'& + F?g,. Ecuația mă = F conduce la sistemul 


| ral — p6?) = F} 
(8) ~ 20ô 
Hora 


Se e cunosc legile lui J. Kepler (1571-1630), guvernînd mişcarea planetele 
legi deduse din observaţii astronomice: 
I. Planetele descriu elipse în jurul Soarelui, acesta ocupînd unul'd 


sati a 
= 
II. Raza vectoarë SP descrie arii egale în timpuri egale; 
W. Raportul dintre pătratul timpului de revoluție şi cubul semiaxei m: 


este acelaşi pentru toate planetele (figura [V.34.). 
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gea I afirmă că dacă P(x, y), atunci 
j:=9; unde  a>b sînt 


elipsei, iar Soarele are 


S(c,0),  cava?-b2. 


x =c+pcos, y =psin0 
2 


. Legea II arată că 


Fa ecosă poa 
Figura [V.34. 
c, constant [într-un interval de eTe 


A = it hd 1 Li Ed 
it raza vectoare mătură aria dA = 3 p2d0 a unui sector de cerc de rază p 
a SE | ina dA -1 oo È 
shi la centru d9; în unitatea de timp aria respectivă este Pag zP = z 


(= - ac, şi pentru orice două momente de timp t, < to, 
Alt) CA ~4) şi acesta este sensul legii II; în particular, pentru 
= T rezultă nab = Er, deci iC = Zren, În fine legea III arată că du- 


a unei rotații complete în stai Soarelui satisface condiția —-= k, 
[9A : 


j „20 20 deci ame Din formula secundă (8) ziua că F? -0 


A C O zii 
= Fig, = mip -p^ Deoarece 8 = A avem 


dp _dpd® _ dp ¿deC c4 T 


“a ad d dop lp) 
s- a Cd] oaf) Sga 
dż d9  dðp? p? dð)  dƏðlp p? d8? lp) 
unci j-p- CE 1 -p c P i să 1 „l == 
p do kph “ip p [e pl pl 
C2| a? (=t) a+ cos | aC? 
= aaa | ata aaa 
p“ | d8 b OT i ue OPen 
= maC? 
(9) F = — 3 i 
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2 
În fine, deoarece C = îi şi T. =k, avem 
a? a 
„maci ma Anab Ama m _4n2 m 
pe pipe T” l p Te kp? k 


Introducină « constanta 7 e E aa M este masa Soarelui (m Riad maş 


planetei), rezultă ii y = pr. j şi înlocuind în (9),.. 
| | p P: 


Aceasta este foita de atracţie pe care Soarele o exercită asupra planetei d 


masă m aflată “la distanța ` p=|SP}. Constanta f a fost determinát 


experimental de Cavendish; în sistemul MKS, f = 6,67 - 10:1m%/kg-s?. Fizic 
modernă arată că este necesară o teorie mai elaborată a gravitației, deoarec 
formula (10) conduce la unele rezultate care nu se verifică experimental. . 
intrăm în detalii. 

b) Considerăm acum. cazul unor coordonate oarecare în spațiu. Fi 
12], E, Ea) baza canonică a lui Y, (asociată unui reper cartezian ortogon: 
Ox1x2x2). Fie ul, u’, u? un alt sistem de coordonate deci x = iul, ul, u 
1si : 3 (presupuse funcții de clasă c realizînd un difeomorfisı 
(ul, u’ u?) — bă x2, x a între deschişi din R3). Dacă ui = u(t), 1Si<3, te. 
atunci vectorul de poziţie al punctului curent la momentul ż va fi F= 2r 

| F 3F 


(însumare după k), iar vectorul-viteză este. =f = fi Notam & = 3 z 
| u u 


"e 


prin indicele,i deci — = £;. Reținem: 
du! bt 
id sai . e i k~ 
(11) =ù g; unde §; =f; =x ai 


B = G, în, a) a ui Yz. Să noaa: cu 4, = (ZI, g’ N: 3) baza reciprocă a lui i i 


deci g; -g7 = 5, 1<i „J S3. 
Ne iii aa acum să calculăm vectorul-acceleraţie; conform (11) 


— 


= dig, + ü$, unde &; = f; E je 


Dar vectorii SA ot fi exprimat cu autop bazei 8: 

| ij > jr | 
Scalarii ri (care sînt funcţii de ut, u’, u) se numesc simbolii lui E- | 
Christoffel (1829- -1900). Aşadar, : 
aD j=- Bij 
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ocuind mai sus rezultă ă = + TB, = (ü? + dia rý )&,. Notînd cu 
t4ù WT 1<ks3, componentele-etaj ale accelerației, rezultă 


i A 3, (însumare după k). În fine, dacă F = E Ër este vectorul-forță, atunci 
tia lui Newton mă= F se transformă în „sistemul ecuaţiilor de 


are: : 
müt + Thuidi)= F*, 1 Sk <3.. 


omparînd cu rezultatul din teorema 3.7, se observă că dacă F =0, adică 
0, 1<k<3, atunci mişcarea fără forțe are loc în lungul unor 


ezice. 


5.3. Schimbări de coordonate şi cîmpuri de tensori 
, să 1 x2 x’ coordonatele cartezie- 
i 3 şi (6, ëp, 8] baza canonică a 
unui TEDS cartezian 
nal Oxir a’. 
m considera şi disi sisterno de 
jate, presupunînd că schimbă- 
coordonate sînt difeomorfisme 
ă C? între deschişi din RS. Da- 
Ta u? este un alt matea de 
nate şi. dacă r = iul, Ta ud), 
-3 sînt formulele de legătură cu A IE 
onatele carteziene, atunci vecto- Figur a IV.35. 
e poziţie al punctului curent 
RS este ss 


F = le, tx E + kës = E, 


ui = constant, j zi). Vectorii 5, Ep; 8, formează o bază (mobilă) a lui 


A au j Me i 
Ca atare, au loc scrieri de forma £;; = 148, (însumare după k), unde 


ncțiile p (ul, u Zi) sînt simbolii lui i Christoffel. 


DEFINIȚIA 5.4. Sistemul de coordonate lulu”) se anul ortogonal 


& 1 g; pentru orice i #j; în acest caz scalarii K; =lē;f l <is 3 se 
esc parametrii lui G. Lamé (1795- -1870) prata sistemul respectiv de 
piu | 


e i 
P -— 83 formează O bază ortonormală : a tui V 
2 


| i pe 
date, iar 
2N -—— g i B 


R, —— fo, 
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ESEMELE: 1) Sistemul de coordonate carteziene ortogonale ul =x}, u? = 
u? = x’ este evident ortogonal, deoarece g, =e,,iar R= 1, 1 Ssk 33. 
2) Sistemul de coordonate sferice u! =r, u? = 9, u°? = ọ este ortogonal. Într- 
adevăr, avem ` F=rsincosqă, +rsinĝsingë, +rcos08,; 


S oF PEOR s , A ȘI STR 
& a TERANE + sinOsin g e, + cos0e; 


z DE | = nZ M 
Za = zii Aldea d di + rcosOsin pe, —rsin0eg; 


£g = a— = -rsinOsin pe, +rsin Ocospez. 


şi 8&1 “8 =0, 29:83 =0, s-a, =0. Parametrii Lam corespunzători sînt ` 
R, =|&=1, R =ë] =r, R = |gs =rsino. 

3) Sistemul de coordonate cilindrice ul =p, u?= 0, u? =z este ortogon: 
deoarece 


pe 


z j E a n OF. EA ai n 
F = pcospe, +psin pe, +zE3 şi £, sa du! +sinp&, 


f o "e Or — * ` 2? R | | U 
E, =—= -psingë, +pPcospe, Z3 = z = €3 deci parametrii Lamé sînt 1, p; 


Dacă se punos componentele unui vector sau tensor în sistemul.. d 
coordonate {u}, u?, u’), atunci se pot calcula componentele într-un nou sister 


de coordonate {u}, u u’). Fie 7 vectorul de poziție al punctului curen 
da ea IPL a rii a OP A apa EER PF 
5; sr E -F Atunci (Y) ER avem scrieri Ü=v i, wo ig şi tinii 


cont că g; = ale a du g, rezultă ja du vi (însumare după i 
73 du! du du T | ui A 
1<js3. a 
Aceste relaţii stabilesc legătura între cotaștazietital că ale lui i i o 
schimbare de coordonate. Au lor relaţii similare pentru componentele-—subsol 
E NE. 
ale lui 0: v} = STY De asemenea pentru componentele-subsol ale unui . 
ii a A , Ju” duf 

tensor T de ordin 2 avem: T; = a g =y Tp ete. Mulți autori consideră astfel 
de relații ca punct de plecare în definirea notiunii de tensor. De exemplu, ei 
numesc Leno dublu covariant de ordin 2 un set de 9 funcţii 

T (u u’, u), 1 <p, a < S astfel încît funcțiile 
Tlu’, u? u’) = T, Kür lu, A u’), utlu’, u’? u’), us(u'l, u'2, u®)) să satisfacă 
du” du? 


relaţii Ty = ENI Ju 377 pa pentru orice schimbare de coordonate 


(ul, u” „u es (ul, u? u”), În mod sinuan, un tensor dublu contravariant d 


ordin 2 este un Sak de 9 Anad Piu, udu 3) astfel încât T P4 = a ri 
u’ du 


pentru orice schimbare de coordonate ca mai sus, 
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MPLE. 1) Fie vut, uu), 1sis3 componentele unui . vector 


iriant, care la orice schimbare de coordonate ca mai sus, verifică relații de 


a Ov; 
„ Notînd £; -2% P j se obţine un tensor dublu covariant, 


, _ ov; d; d fu” 0 | Qu? 


I Du” Ju” dui | ðu” Pi Ju! du” T 


3 u? du? IV, 3 ul u! Ov, 
apa np TIE aa] aia a aa 
ðu Tou du” du” du 9u du” du 


vg du? _ ðu’ Ov, du? | du? du dup _ dv, __ duP du? 
du du” du” gu? Ju” “ayun reag du? Ju? “ou ui Pa 


]. 


) Tensorul metric în R? 


2 


entru orice sistem de coordonate ul, u?, u’ notăm 


ax 9 
13) Zj = T Ea (sumă după &), 1 <z Isa 
adar, gy = a cmi 8 


coordonate d iau jet Le sa u?) avem 
dx ox” 3x” Ju? g du _ du? du? gxt C Ju? du? 


du du” du” Ju” | Jul au” — Ju” du”? | du? du? Tau" du J 


pare că forma Pi ds” = = dx". dx (însumare după k) se 


= R (du? + Radu? + Radu”). De exemplu, în coordonatele sferice 

2 = dr? + r2d0? + r? sin0dQ7, iar în coordonate cilindrice | 

zi ds? = dp? + p?dq? + dz’. TO 
In general expresia dV = R,RoRa du du du se numeşte aléemèntil de + vo- 
“în coordonatele ortogonale u Luu u”. Aşadar, în coordonate carteziene 
spectiv sferice, cilindrice), elementul de volum va fi dV= Ax dd? 
spectiv dV = r? sin 0 drdode, dV = p dp dọ dz), ii 
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3) Ne PCU A acum de modul cum se modifică simbolii lui Christoffel 


zii EL) 
la o schimbare de coordonate. Conform (12) avem r =g"- i . Dar 
| u 


Paa 


=o şi EA aa duou T4 uT duri. Deoarece şi 


sînt functii de ut, u”, u? care depind la rîndul lor de ul, u?, u”, rezultă 
| EA N _ Ba ow i VU sait 
Ju du du” dy? TE” 
an ea 0 E N! 
du? | du du” du”! ðu” 1 
În general, dacă r,s 20 sînt întregi, se a tensor de tip (r, s) şi 
ordin r+s în R”, orice set de n'* funcții 7A wi (ul, ...,u”), care la orice 


Sea sate de 'Coordonake e (u', E A T m satisfac relațiile 
ia _duh „Qui duri DA pl 
ii „Duh du Jui OD hi 


Pentru r = 0, s = 0 se obţin scalarii; pentru r = 1, s = 0 vectorii covarianți şi 
pentru r = O, s = 1 vectorii contravarianți. 
În spiritul definiţiei 5.1 dăm: 
DEFINIȚIA 5.5. În general, dacă r,s > 0 sînt întregi, se numeşte (bisor d 
tipr +s pe un spațiu vectorial real V orice aplicaţie multiliniară 
T: Vx...xV xV” x...xV* o R unde V este spațiul dual al lui V, V“ = L(V. R). 
Ta Ce 
| [Definiția 5.1 se regăseşte observînă că dacă dimgV <a, aplicaţii 
biliniare V xV* 5 R se identifică prin aplicații liniare V > V: Y se poat 
identifica prin Yy: dacă 8 este o bază, baza vectorilor ei reciproci şi baz 
duală B pot fi identificate]. 
Dacă diMgV =n şi B = a e, este o bază a lui V, Ta se poate cons 
trui baza duală B= Sata lui Y unde o (e, j=, I1<i,jsn. Notîne 


TÄ: hz =T(e;, „e; pi. o componentele lui 7 y p ori covariante şi . 


ori cit TE se poate arăta că, prin trecere de la baza la o altă baz 
B = ders- . en J}, au loc relaţii de forma 
A vata ata var s va X > ù 1 BF, d: 
| „Iei -Je Pe Sah. „a$ Bă. , - Bre Ti A 
oo kt 


probe 


PTA (ai ) este matricea de trecere de la 2 la a, iar ( Bi ) este inversa ei. 


A da un cîmp de tensori de tip r +s pe o varietate diferențiabilă n-dimen 
sională M 'revine'la a asocia oricărui punct x e M un tensor de tip r+s pi 
spațiul tangent: T, M. Cîmpurile de vectori pe M (definiţia 4.4) în paragrafu 
anterior sînt cîmpuri de tensori de tip 0+ 1. Tensorii din definiția 5.5 se ma 
numesc afini; în fiecare punct x e M este fixat cîte un astfel de tensor T(x) ş 
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i baze în T M, i se asociază un set de funcţii de x = componentele 
orului Tœ). Schimbarea hărților induce formule de transformare a 


)BSERVAȚIE. Formulele (14) arată că setul de funcții i nu are caracter 


orial. Punînd însă Ti =Tj Ti se obţin componentele tensorului de 


iune al spaţiului (de tip 2 + 1). De asemenea, punînd 
| Ri Tis Cât Ta — CaTa 


ji i 
bţin componentele tensorului de curbură al lui Riemann (de tip 3 + 1). 


5.4. Operatorii diferențiali ai teoriei cîmpului 


ă notăm cu xl, x?, x? coordonatele carteziene şi cu u u’, u’ un sistem 


care de coordonate în spaţiu (schimbările de coordonate fiind presupuse 
omorfisme de clasă C°). 

eamintim că F = xë, (sumă după k) este vectorul de poziție al punctului 
oordonate xl, x?, x?. Am pus 


l 


„Qui du! du? A 
2 Aleea la ed toges (deoarece & E = p = 6; ). ; 


Li 


(15) Vf = grad f = ST (sumă după %). 


În coordonate carteziene x! = x, x? =y, x? =z avem §, = 8" =ë, şi 


Of. of. of 
Vf = me, teo tre 
f ax t Oy? az j 
În coordonate curbilinii ortogonale, notăm cu ü, versorul lui £, = 
| Up 
ngent la curbele u= constant, izk); aşadar, & = Fi, 82 = Rg, 
a : : X Z E 1 _ _ 1 _ . | i 
Rüya = Se E? =—üū,, E =-—ü, şi înlocuim în (15). Astfel, în co- 
R, R R; 
rdonate sferice, pentru o funcţie fir, 9, e) avem 
P REEI 


ar r 99 to rsin 0 09 
coordonate cilindrice 
x pa Hi Of. 5 plr e 


Vf(p, Q, z) = | 
f(p, 9,2) = me ee 


Aici dp; Ug; i, sînt versorii ME în punctul curent M respectiv la 


midreapta (8 = const, q = const), cercul-meridian {r = const, Ọ = const) şi 
cul-paralel {r = const, 0 = const). 
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Figura 1V.36. 


În mod similar, i; ip; ü, sînt versorii tangenți în punctul curent la semi- 


dreapta (q = const, z = const); cercul {p = const, z = const); dreapta {p = const; 
ọ = const) (v. figura 1V.36). 
DEFINIȚIA 5.7. Fie d un cîmp de vectori avînd componentele de clasă ct 


notăm v, = E Divergenţa lui v este scalarul 
; u | | 
(6)  V-i=divi=5,-&' (sumă după i) 
şi rotorul lui o este 
G7) Vxo=roti=gixă, (sumă după i) 
Pentru a da formule explicite de calcul, este utilă noțiunea de derivată 
covariantă. Avem î =v ő ; deci 
i, =o 8,;); = vg, +vwiă,;; =ulg,+ +viriă Ë, S0. + Tv B. 
Expresia din paranteză se numeşte derivata Coran (a componen: 
tei-etaj k în raport cu coordonata u') şi se notează V, v*, Aşadar, 
(18) 0; =(Va Digi unde V e =v] krpi, 
În mod similar se dèr neste Va; =U Tiv, (pentru com poezia abac): 


= zk 
şi avem i, =(V ppg. 


„cf (6) fag) _ i 
Atunci divi = Üp = (Vf E, g = (Vp? A =V". (sumă după iż). 


Analog, conform (17), 
rotă = gi xi, = 8 x(Vw pg =(Vp E xE = eVo; z 
Se poate arăta că, în coordonate curbilinii ortogonale, dacă 
Ü = fil + folo + fzüz, atunci 
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SAN 


S 


(0 


Su 


AES UIC CIA SS S ESTEA 
INN i 


(5 
ŞI 


= fı , 9fa _ 9fa 
Via SIL E E 
i de y 


Dacă Oul, u?, u’) este o funcție de clasă C?, atunci laplacianul lui & este 


A b = div (grad $) = V(V 0). 


1 


În coordonate carteziene x! = x, x? =y, x? =z avem 


să ri ðf 5. „9P O ( ._-9%b g 1 9% 
N AG = —|— see op IO | sa 
tea) r? sin | ər dai ar “p i 90 E sin 9 dọ 


In coordonate cilindrice: 


aa  Ap-1[2(22], 2 (120), 3 ( 30 


mmm | ape mm d —— iii 
popl" op) dolp ap) Z o 


Renunţind la variabila z, din (23) rezultă laplacianul în coordonate polare 
plan; anume pentru o funcţie O(p, 0) de clasă C? avem 


2 2 
(24) ap- 2o22), 2[1292]|_20,190, 190 
plopi p 


Vom folosi ulterior aceste expresii. 


e | | iei je ee PP pi ia 
99 | p 38 dp? pop p? 90% 


Capitolul V SISTEME DIFERENȚIALE 


$ 1. Clase de ecuații şi sisteme diferențiale 


1.1. Noţiuni fundamentale în teoria sistemelor diferențiale 
(ordinare) 


Teoria ecuațiilor şi sistemelor diferenţiale reprezintă unul din domeniile. 
fundamentale ale matematicii, cu largi aplicaţii în tehnică, ca de exemplu în: 
mecanică, în studiul circuitelor electrice, al oscilaţiilor şi în teoria comenzii. 
automate. Ea permite în esență să se studieze procesele de evoluție determi 
niste, finit-dimensionale şi diferențiale. Precizăm aceasta. O condiție esen- 
țială pe care trebuie să o îndeplinească un proces fizic pentru a fi "descris" de 
ecuaţii diferențiale este aceea ca prezentul să conţină predicția viitorului 
local, ca şi reconstituirea trecutului local, un proces fizic care satisface 
această condiție se numeşte determinist. Un proces fizic este fi 
_nit-dimensional şi diferenţiabil dacă este descris de un număr finit de: 
parametri de stare (mărimi dependente de timp a căror cunoaştere determină ` 
dinamica procesului), care sînt funcţii derivabile de variabila timp. | 

În liceu s-au considerat doar ecuaţii de forma f(x) = 0 cu f funcţie reală 
ecuațiile algebrice, logaritmice, trigonometrice etc, erau de această formă. Se 
impune însă şi studiul unor ecuaţii în care necunoscuta este ea însăşi o func- 
ție (astfel de ecuaţii se mai numesc funcţionale). Printre acestea se află ecu- 
aţiile diferențiale ordinare (în care necunoscuta este o funcţie de o singură 
variabilă independentă), ecuaţiile | 
diferenţiale cu derivate parțiale, 
ecuaţiile cu diferențe finite, 
ecuaţiile integrale etc. istoriceşte, 
primele ecuaţii diferențiale au 
apărut din "probleme nevinovate; 
de exemplu, problema găsirii 
tractricei: dacă  stapinul S 
“merge” pe o axă, iar cîinele său C 
este ţinut cu zgarda întinsă, 
tangentă la curba y descrisă de 
cine (S şi C fiind presupuşi 
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cte materiale, se cere să se determine ecuația curbei y (numită tractrice), 
Alegînd un reper ortogonal XOY şi presupunînd că ecuația lui y este 
y(X) cu y funcție derivabilă, ecuația dreptei SC va fi Y - y =y" - - (X — x) deci 


tul S va avea coordonatele | x - 2 0|. Condiţia ca distanța |SC| să fie 


Eee 2 
stantă, egală cu lungimea [ a zgardei, revine la a +y? = 2, egalitate care 
J 


ituie o "ecuație diferenţială de ordin 7": 

Rezolvarea ei va fi dată ulterior. 

Descoperirea legilor dinamicii a condus la o mare dezvoltare a studiului 
aţiilor diferenţiale. Dacă F = F(£) este vectorul de poziție, la momentul ż, al 


particule materiale, de masă m, aflată sub acţiunea unei forțe F, atunci 


=e 


P. Raportîndu- -ne la un reper ortogonal Oxyz de versori i,j,k avem 


yi + yj + zk, F= Fi = Fj j+ Fk şi egalitatea anterioară este echivalentă cu 
ătorul "sistem diferenţial de ordin I". 
mă = F(x, y, 2). ; l 
my = F(x, y,z) (am notat i = = =x ($), X= Eg = Z = x (£) etc). 
mž = F(x, y, z) E 

perioada mecanicistă a fizicii, s-a degajat "principiul determinismului” 
form căruia cunoaşterea stării unui sistem material la un moment fo 
mit ad-hoc prezent) implică atît posibilitatea predicției viitorului (adică 
erminarea stării sistemului la momente t > tg) cît şi reconstituirea stărilor 
ute, pentru t < tọ Acest principiu îşi are însă limitele lui: este valabil doar 
I, doar pentru procese şi fenomene descrise prin ecuaţii sau sisteme 
renţiale (problema Cauchy) şi nu poate fi extins necenzurat, de exemplu, 
omene biologice sau sociale unde este valabil "determinismul statistic”. 
Mişcarea unei particule în spaţiu este bine determinată dacă se cunosc 6 
amstri (coordonatele carteziene ale poziţiei şi coordonatele scalare ale 
torului-viteză). Spaţiul stărilor particulei este RS. Notind x, =x, xp = i, 
Ey, x= 5, Xs =Z, Xe = £, sistemul anterior se scrie esențialmente echivalent 
b forma 

Š, = Xa 

ža = F (X1, Xa, Xg) 

žg = x4 

Xa = Fa lx, X3, Xg) 

že = Fy (x1;X3; X5) 

ci "un sistem diferenţial de ordinul I" cu necunoscuta setul de 6 funcţii 
c(t) = (x, (£), xolt), ..., xg(0)) care reprezintă tocmai cei 6 parametri indicaţi mai 
s. Se constată că evoluţia în timp a particulei (pentru t aparținînd unui 
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interval de timp 7) este strîns legată de curba parametrizată I — RÔ, t-> x(t); : 
numită şi curba ei de evoluţie în spațiul stărilor; traiectoria particulei este de~ 
sigur curba  — R, t> (22, (0, x(t), xs (6). £ 

Mecanica teoretică a punctelor materiale oferă numeroase exemple de ecu- : 
ații diferenţiale ordinare (legate de viteze de variație a mărimilor în procese ` 
deterministe, finit dimensionale şi diferenţiabile). În schimb, în mecanica ` 
fluidelor există procese care nu pot fi descrise doar cu un număr finit de para: . 
metri, iar în teoria ciocnirilor, parametrii naturali de stare nu sînt funcții E 
derivabile. i 


Subliniem că ecuaţiile diferenţiale care îl interesează pe T ouale. 
oricărei porţiuni din realitate sînt deduse prin raționamente modelatoare, as- 
cund o anumită imprecizie şi rezultatele obținute trebuie confruntate cu eX- 
perimentul. În cele ce urmează, vom prezenta îndeosebi studiul unor ecuații 
sau sisteme diferentiale deja explicitate; altminteri depăşim cadrul unui curs 
de matematică. 


EXEMPLE. 1) Ecuația pendulului. Să side 
un pendul ca în figura V.2 (OA fiind poziţia verticală, 
OM o poziţie curentă); asupra masei m acționează forța 
(scalară) mg; presupunînd firul inextensibil, aceasta se 
reduce la componenta ei mg sin a = mg qa (am presupus 
că oscilaţiile sînt "mici" deci sin a = a). Pe de altă parte, 
lungimea arcului AM este s =la şi pila lui Newton 


ms = —mga devine 10 = go. N otînd £ 75 o? (@> 0), se 


obţine ecuaţia diferenţială de ordinul II & +70 =0, nu- 

i des V.2. mită ecuaţia pendulului. Mai general, o ecuație de for- 
ma ţ+ w?x = f(t) se numeşte ecuaţia oscilatorului armonic, cu perturba: 
ţia în timp fi?) şi necunoscuta x(t). De rezolvarea acestor ecuații ne vom ocupa 
mai tîrziu. 

2) Fie un circuit, alcătuit dintr-o rezistenţă R şi o inductanţă L legate în 
serie, alimentat începînd de la un moment tọ de la o sursă de tensiune 
constantă Æo. Notînd cu i(?) curentul în circuit, rezultă că pentru orice £ > tọ 
avem R - i(t) + Li (t) = Ep o ecuaţie diferenţială de ordinul I. 

3) Să considerăm mişcarea unei particule materiale de masă constantă m. 
şi energie totală constantă E, aflată într-un cîmp de potenţial U(x), aici 
x = x(t) este parametrul de stare şi avem aici un proces cu un grad de libertate 
(sau I1-dimensional). | 

Ecuația mişcării (din legea conservării energiei) este: 


„2 
T +U(a) = E, 


deci (presupunînd că i = i >0) rezultă . 
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i ZE- 
dr m 


a ce reprezintă o ecuaţie diferențială de ordinul |. 

Revenim acum la cazul general şi dăm cîteva noţiuni şi definiţii 
idamentale. 

Fie U un domeniu al spaţiului euclidian real R” şi v : U > R” un cîmp 
ctorial, adică v= (fp -o f) unde f: UR este funcţie diferențiabilă 
ntru i = 1,2, ..., n (se poate considera şi cazul în care f;, i = 1,..., n, sînt doar 
neţii continue). Relaţia 

i (1) x =u(x), xeU, 

numeşte sistem diferenţial autonom (sau invariant în timp) definit 
cîmpul de vectori v. Domeniul U se numeşte spaţiul de faze (sau 
aţiul stărilor) sistemului diferențial (1). Dacă n = 1, atunci relația (1) 
jrezintă o ecuaţie diferenţială autonomă de ordinul întîi. 

EFINIŢIA 1.1. Se numeşte soluţie a sistemului diferenţial (1) pe un 
terval I, orice funcţie diferențiabilă p:1-— U, care are proprietatea că 


9 2 v(p(£)), pentru orice te I. 


maginea aplicației ọ se numeşte orbită a sistemului diferenţial (1). 
DEFINIȚIA 1.2. Se spune că o soluţie ọ : I — U a sistemului diferenţial (1) 
isface condiţia inițială 

| (2) Plg) = xo (to eh, xo EU) 

i to E I şi valoarea lui ọ în ţy este egală cu xp, deci dacă orbita dată de ọ 
e prin punctul xp la momentul to. 

acă xy e U este un punct singular al cîmpului de vectori v, adică 
= 0, atunci p=x, este evident o soluţie a sistemului (1), care satisface 
;diția inițială (2). O astfel de soluţie se numeşte soluţie staţionară sau 
zitie de echilibru. Evident, în acest caz, punctul xp este o orbită. 
Problema de a găsi o soluţie a sistemului diferenţial (1) care satisface 
diţia inițială (2), se numeşte problemă Cauchy pentru sistemul 
erenţial respectiv. Datele tọ, xy se numesc date Cauchy (A. L. CAUCHY, 
89-1857). Problema Caychy îşi are originea în mecanică, în determinarea 
şcării unei particule cunoscînd poziţia şi viteza ei inițială. 

EFINIȚIA 1.3. Se numeşte spaţiul de faze extins al sistemului (1) 
neniul RxUcR™!, Se numeşte curbă integrală a sistemului (1) 
ficul unei soluţii oarecare a sistemului. 

Deşi în general legile naturii nu variază în timp, uneori se întîlnesc şi 
iații diferenţiale cu membrul drept dependent de timp. Fie U un domeniu 
spaţiului euclidian real R”*! cu coordonatele t, x,, ...,x, şi v: U — R” un 
ip.vectorial care depinde de timpul £. Egalitatea 

a (3) x = v(t, x), (£,x)eU 

iti i ast sistem diferenţial (neautonom). 
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DEFINIȚIA 1.4. Se numeşte soluţie a sistemului (3) orice funcţie 
diferenţiabilă ọ:IZ-> R” (=(a,b)ch) al cărei grafic este conţinut în 
domeniul U (adică (V) t e I, (t, pt) e U) şi care are proprietatea că SE 

do 

A dt | | 

În acest caz, spaţiul fazelor este format din acele puncte x € R” pentru 
care există te R astfel încît (£, x) e U. Domeniul U se numeşte spaţiul de 
faze extins, iar graficul unei so- 
luţii oarecare a sistemului dife- 
renţial (3) se numeşte curbă in- 
tegrală a sistemului. Se spune 
că soluția ọ:I— R” satisface 
condiţia iniţială (p) =x dacă 
to € I, (too) e U şi valoarea lui ọ 
în tp este egală cu. xp, deci dacă 
(to xp) este un punct al curbei in- 
tegrale asociate soluției. Geo- 
metric, o curbă integrală este situ- 
ată în domeniul U şi are în fiecare 
punct (£, o(t)) tangentă de coefici- 
ent unghiular v(t, e()), ca în figura V.3. 

Vom prezenta acum modelul matematic al unui proces E E Fie M 
spaţiul stărilor (fazelor) unui proces şi fie x e M o stare oarecare (inițială). - 

Dacă notăm cu ge M starea procesului la timpul t, determinată de 
starea iniţială x, definim fiecare t e i aplicatia g* : M — M, care se numeşte 
evoluţia la timpul £. Avem atunci gi = g'o g°, (Y) t, s € R, căci starea y = g°x 
în care trece x după timpul s, trece după timpul ż în aceeaşi stare z =g ty în ca: 
re x trece după timpul t + s şi anume gx = z (procesul este determinist). 

Dăm acum definiții riguroase: 


= p(t, 0(t)), pentru orice t e I. 


Figura V.3. 


"DEFINIȚIA 1.5. Se numeşte grup cu un parametru de transformări ale 
mulţimii M, o familie (g')„-p de aplicaţii ale mulțimii M î n ea însăşi, 
g: M— M, avînd proprietățile: pentru orice t, së R, g =g og? şi g= = lyr 
DEFINIȚIA 1.6. Se numeşte curent (M, (g”)) o pereche formată dintr- o 
mulţime M şi un grup (e!) cu un parametru de transformări ale acestei 


mulțimi, A 
Multimea M se numeşte spațiul fazelor (stărilor) curentului. Pentra fie- 


care stare x e M definim aplicația e: R -> M, pt. =g ty (V)że R, care se nu: 
meşte mişcare a punctului x sub acțiunea curentului, iar imaginea acestei 
aplicaţii se numeşte orbită a curentului. Se numeşte poziţie de echilibru 
sau pioner fix x e M al unui curent orice punct care este orbită, adică pentru 


care gx =x,(v)te R. 
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numeşte spaţiul de faze extins al curentului (M, ig) mulţimea 
M, iar graficul unei mişcări se numeşte curbă integrală a curentului. 
entru modelarea unui proces determinist, finit dimensional şi diferențial, 
următoarea noțiune: 

EFINIȚIA 1.7. Fie UCR” un domeniu. Se numeşte grup cu un 
metru {g} de difeomorfisme ale lui U o aplicaţie g:RxU-U, 
> = pix, (Y) te R, (Y) x €e U, cu proprietăţile: 

g este o aplicație diferențiabilă; 

familia (g'),-p este un grup cu un parametru de transformări ale lui U. 
BSERVAȚIE. Din relația g =g og" obținem că z og“ =g = ly, deci g 
} ijecție PR once te R şi are ca inversă pe gi. Din proprietatea 1) re- 
că atît g! cât şi g” sînt aiferenţiabile, deci g‘ este un difeomorfism pentru 
te R. 


„de _dgota ag (g*a) ez) 
| „At i, dt dt dr 


t=to t=0 q=0 


= v(g"x) = voli )), 


TE = g'x este soluție a sistemului diferențial x = v(x). 

XEMPLU. Fie ecuația diferenţială 

| t=kx, xe R,te Rşike R (constantă). | 
om arătă că unica soluţie a acestei ecuaţii, cu condiţia inițială (0) = xo, 


PE) = ex, (v)ze R. 


tr-adevăr, funcția este soluţie, căci (4) = ke” xo=k ọọ) şi în plus 
= Xo; fie apoi y : R — R o altă soluție a ecuației (4) ce verifică condiția 
lă (0) = xọ. Atunci, pentru funcţia 0: R —> R, O) = y(t) - e*t (WteR, 


PE = y eT — kye = kye — kytee” = 0, 
9(£) =c (constanta). D te R. În particular, pentru t=0 obținem 
(0) =xp deci w(t) =e"x = ¢¢), (v)te R, adică avem unicitatea soluției 


finim acum aplicația g' : R -> R, (Y) te R, prin EN = exp. 
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Pentru (V)t,se R avem (g "E ho = g'(E° xo) = elro) = ea = g gi 
(Y) xp e R, deci eg" =g". Evident g°xo = x, deci familia le ep gie un grup 
cu un parametru de transformări ale lui U = R. În plus, aplicaţia 
g:RxR=R, a, x) = gix =e"x, (v)te R, (v)xe R este diferenţiabilă, dog 
curentul (R, (g']) este dat de un grup cu un parametru de difeomorfisme. 

OBSERVAȚIE. Teorema 1.1 ne arată că un curent (U, (g*)) definit de ua 
grup cu un parametru de difeomorfisme ale unui domeniu U c R”, defineşte 
un sistem diferențial autonom, iar mişcările sub acțiunea curentului sînt 
solutii ale acestui sistem diferențial asociat. În exemplul anterior am văzut cà 
şi invers, plecînd de la soluțiile unei ecuații diferențiale autonome, am definit 
un curent (R, (g%}), printr-un grup cu un parametru de difeomorfisme. 

Reciproca teoremei 1.1 nu este adevărată, în general. În anumite condiții, 
cu ajutorul soluțiilor unui sistem diferențial autonom, se poate obține doar un 


curent "local". 


1.2. Ecuatii diferențiale integrabile prin metode elementare 


Fie f(x,y), fF: UR o funcție continuă pe un deschis Uc RÊ? atunci Se 
poate considera ecuația diferențiabilă de ordinul I asociată lui f, y = flx, y). 

Conform definiției 1.1, prin soluție a acesteia pe un interval 7 se înțelege 
orice funcție derivabilă ș:I—hR astfel încît (V)xe l, (x, e(x)) e U şi 
g'(x) = fix, p(x)). Aici spaţiul stărilor este Rt şi un proces descris prin ecuaţie 
y = fix, y) se consideră cunoscut dacă se ştie y ca funcție de x; graficele de s 
luții se mai numesc curbe integrale. Problematica principală constă în d 
terminarea soluţiilor prin metode exacte sau aproximative, precum şi în st 
diul calitativ al soluţiilor. DA 

Mai general, dacă fix, Yp -o9 Ya) Sin sînt n funcţii continue pe un de 
chis U c RL atunci se poate considera sistemul diferenţial de ordin I asoi 
at, anume y = f(x, Y- Yn), Lin. Considerînd funcţia F : U = R”, sist 


mul se scrie "vectorial" Y = F(x, Y), unde Y = (13 sc m Fe (Oa Ya). 
Punctul (y4, -- Yp) din R” este starea unui proces descris prin acest siste 
Soluţia unui astfel de sistem pe un interval I este o funcție derivabi 
ọ:I—= R” astfel încît (Ytre I @m oeU şi gH = Ft, 00). Notînd 
Ọp-Ọ, componentele lui ș, relatia anterioară se scrie explic 
p(t) = KE, PE), -s PE), Isisn, tel. Dacă (a, by, bp) E U problem 
Cauchy corespunzătoare revine la a afla soluțiile ọ în vecinătatea lui a, 
p(a) = (b, ..., 5,). Este inutil de spus că notațiile anterioare pot fi înlocuite ! 
altele (iar în aplicaţii de întîlnesc cele mai variate situaţii). E 
Cea mai simplă ecuație diferențială este y = fix), unde f: JR este. 
funcție continuă dată. Problema Cauchy y(x9) = Yo, Xp € T are evident o soluț 


unică, anume y(x) = f f(Ðdt + yọ- Iată că determinarea soluției revine la a i 
Xo 


cula o integrală şi prin extrapolare lingvistică, rezolvarea oricărei ecua 
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ențiale se mai numeşte integrare. Cu notații schimbate, dacă x’ = f), 


= xo, atunci x(t) = xo + | (oda. 
i 
EXEMPLU, Dacă x”@)=-g (g constant), atunci x(î)=-gi+C, şi 


2 
-E + Ct + Ca. Dacă în plus x(0) = xp, x'(0) = Vo, atunci C, = xg şi C} = vo 


i : 
t í 
x(t) = -Eto -£+%9, pentru orice t e R. 


Se: 
Ad 


o 


jm prezenta cîteva ecuaţii diferențiale de ordinul întîi pentru care există 
de elementare de a obține o soluţie oarecare ("soluția generală”). 
'Ecuaţie cu diferențială exactă. 


a) z = fl, 9) = Ray) 


(2) o = P(x, y)dx + Qi, y)dy 
‘o formă diferenţială exactă pe D; aşadar, există o funcţie F: D —R, 


XD), cu proprietatea că dF = o sau, echivalent, £ =P şi < =Q. 
x y 


OREMA 1.2. Dacă ecuaţia diferenţială (1) este o ecuaţie cu dife- 
ală exactă atunci, cu notaţiile de mai sus, o funcţie y = ọ(x) defi- 
pe un interval oarecare este soluţie a ecuaţiei (1) dacă şi numai 
verifică ecuaţia implicită F(x, y) = C, cu C constantă reală oareca- 


EMONSTRAȚIE. Fie o;1-— R o soluție a ecuaţiei diferențiale (1), unde 
x, b) CR. Atunci pentru orice xe I punctul (x, p(x))e D şi se verifică 
itatea 

| P(x, e(x)) 

Qx, (0) 

“se poate scrie sub forma ca olx)) + Qix, p()) - p'(x) = 0, sau încă, sub 
a echivalentă, 


g(x) = — 


Ti, o) Ee olx) p(x) =Q. 


entru orice x € I avem, wa egalitatea (Pe p(x)) = 0, de ünde rezultă 


£, pl) = C, (Vaze L 
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Reciproc, fie y = e(x), ọ:I— R o soluţie a ecuaţiei implicite P(x, y) = C; 

Pentru orice xe I avem (x, 0(x))e D şi F(x, p(x)) = C, de unde derivi 

9F aF i P(x, olx) : 
obtinem — (x, ọ(x)) + — (x, ¢(x)) -x)= 0, sau p (x) = = = f (x, pla 

pa eh : aoao NE 
deci y = q(x) este o soluție a ecuației diferențiale (1). 

În aplicații se foloseşte mai ales următorul rezultat: 

COROLAR. Presupunem că ecuația diferențială (1) se scrie si 
forma | 


dy P(x, y) 


unde P,Q :D—R sînt funcţii de clasă cj pe iomaalul iile con 
D c R2,Qz0pe D, astfel încît forma diferenţială (2) să fie o formă di 


renţială închisă 2-2 pe D). Atunci orice solutie a ecuației di 
| Po 

rențiale (1) se obține din ecuația implicită F(x, y) = C (C constantă r 

lă oarecare), unde 


X Y 
(4) Fæ, y)= a yo)dr + f Q(x, y)dy, cu (xo, Yo) € D fixat. 
Xo Yo | 
DEMONSTRAȚIE. Se ştie din cursul de analiză matematică că pe 
domeniu simplu conex orice formă diferenţială închisă este exactă şi: 
funcţia F a cărei diferenţială este œ este dată de formula (4). Afirmația: 
corolar rezultă atunci din teorema 1.2. 


EXEMPLU. Considerăm ecuaţia maS ye” jdx +e” dy=0 în deschis 
E | “op dQ = A 
simplu conex D = (x > 0, y > 0). Deoarece p = gre ), sîntem în condi 
yY -QX : 


aplicării corolarului. Fixînd (oo) € D, rezultă 


F(x, y) = j(-2 + yoe” Ja + fe dy = Ley E pi oa | 
Xo Yo CN 
| . [ . w . i EF w | . w P UPE 
Orice soluție verifică relația — + ye” =C cu C constantă arbitrară şi solul 
x 


E n Cx -1 | i st a a 
generală a ecuaţiei este y=———. Se putea raţiona şi direct, prelucri d 
xe E- 


ecuația dată: 


--} dx + yetdy + dy =0, -Jrd +de") = 0, a+ rye )= 0, 
En 


de unde Tags = C (folosind faptul că dacă f este o funcţie de clasă Ga 
: ; 


df = 0 într-un deschis conex, atunci f este constantă). 
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ecuaţia diferențială autonomă 


(5) x = f(y), cu f: J — R de clasă C! pe un interval J şi fy) #0 


u orice y € J. Ecuația se scrie dx — =ne 0. Forma diferențială 


fF) 


neori forma diferențială œ = P(x, y) dx + Q(x, y) dy nu este închisă în D, 
rin înmulțire cu o funcție u(x, y), u: D->R de clasă C!, convenabilă 


ită factor integrant), forma diferențială 


(9) uo = uP -dx + uQ -dy 
e închisă şi ecuația po = 0 se rezolvă ca mai sus. Aşadar, este verificată 
i condiția 


| (10) O (up) = 2 uQ) în orice punct (x, y) e D, 
Oy Ax 


cuaţia cu derivate pla: 


ðu | oQ _9P 
(11) Q7 -pIE yy = -Pro 


n practică metoda factorului integrant se aplică "î 
d numai de x sau numai de y. 
EXEMPLU. Fie ecuaţia diferențială ydx + 2xdy =0 în domeniul simplu 


FÀ 


ncercînd" funcţii care 


ex D=lx>0). Notînd P(x,y)=y, Q(x,y)= 2x, se observă că TR şi 
aa | y gx 

ätia nu este exactă. Căutăm un factor integrant de forma u(x), ecuaţia 
: P Q 

BR gea : i ii ðP  9Q d 
e u(x)ydx+2xulx)ăy=0 şi punînd condiția Ei a rezultă 
y ox 

p(x) (x) E 4 1 m” 
apx) + 2x (x), deci RE i ea) în |ul= Ina +In|C]; se observă că 
xX 

em lua (dă = TA Ecuația iniţială devine exactă după înmulțirea cu 


| Vx 
dx + 2x dy=0, adică [2 yx ) =0 şi soluția generală este 
xX 


i C + C . Li ` X > Ei bi + 
=T deci ARI pu Din nou, ecuaţia inițială putea fi rezolvata mai 
x 
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dy 


simplu (ceea ce nu se poate face totdeauna), scriind-o sub forma n -2—5 
X d 


integrînd dea in x = —2 In y l+ lC], xy? = C ete. 
b) Ecuaţii cu variabile separate 
O ecuaţie speli de forma 
(12) ka fx) giy), 
unde f:I—> R, g:dJ i sînt funcţii continue, g +0, pe l iar I= (a, b) ; 
J=(c,d) cR, se numeşte ecuație cu variabile separate. Forma 


diferențială o = fade d este exactă pe D=IxJ fiind diferenţial: 
gly 


funcției F:D—R, F(x, y)= Í fc) dx ra „,y)e D, unde x€ I ş 
Yg € J. Aplicînd teorema 1.2 spui că orice soluţie a ecuaţiei (12) este dati 


sub rmi implicită j fix) dx — 2 =C, Ceh. 


EXEMPLE. 1) Ecuația piciul y aky (ke R constant) are o soluții 
unică pe intervalul I =(-æ%, œ), pentru orice problemă Cauchy Y(%9) =Y) 
anume ylx)= yo „e5, Forma curbelor integrale după valorile k şi yo est, 
indicată în Figura V.4. 

2) Indicăm un exemplu cînd problema Cauchy are soluție neunică (pe) 

Fie ecuaţia y = A] „cu condiţia y(2) = 1. Pe intervalul I = (~~, co) aceast: 
problemă Cauchy admite soluții distincte, anume 


(Xo, Yo) 


k<0 
Yp<0 


Figura V.4. 
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1 2 
Să + 2 < <9 
(x ) xS 


Q x < 0 
p(x) = 1 y , ya) = 0 x € (-2,0) 
ra x20 i 
Zy? x20. 


4 
Este suficient să observăm că funcțiile ș, y sînt derivabile pe R, 


ye ea) | şi VW'(x) = N! (ac) | pentru orice x € R şi că ọ(2) = 1, Ww(2) = 
j În exemplul care urmează arătăm rolul important al datelor Sai G 
mbare mică a datelor poate avea efecte mari). Fie ecuația diferenţială cu 


ut ; : , , dx 
riabile separate x =e" -sint, ecuația se scrie echivalent — =e”. sint, 
dt 


dx = sin tat şi prin integrare, -e"* = —cost-C deci x(t) = -in |C + cos tl, 0 
d o constantă arbitrară. Evident, problema Cauchy x(0) =0 are unica 
ție x(t) =- In lcos |, iar problema Cauchy x(0) = — În 3 are soluţia unică 

— In (2 + cos £); în primul caz avem o soluţie nemărginită în vecinătatea 


T ; i seta i a sint 
z) a lui t = O, iar în cazul secund se obține o soluție mărginită pe întrea- 


reaptă reală. 
) Ecuaţii omogene 
O ecuație diferenți E = forma 


dy 


: . y=x: u obţinem uni p Fäcind deci, în ecuația (13), 


5 dii Ia 
(13 ) pai (fu) u), 
e este o ecuaţie cu variabile separate şi se integrează prin metoda de la 
ctul procedent. 
BSERVAȚIE. Ecuațiile diferențiale (13) şi (13^ sînt echivalente, în sai 


px) 


din orice soluţie y = ọ(x) a ecuaţiei (13) se obţine o soluție u = a ecua- 


(13°) şi reciproc. 
d) Ecuaţii diferenţiale liniare de ordinul I 
O ecuaţie diferențială de forma 
14) y=PQo-y +a), 
de P,Q:I—R sînt funcţii continue (I =(a,b)c R) se numeşte ecuație 
iară neomogenă (de ordinul întîi). Ecuația diferențială 
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(15) y =P(x) y 
se numeşte ecuația liniară omogenă ataşată ecuației (14). 
TEOREMA 1.3. Orice soluție a ecuației liniare omogene (15) ar 
forma 


Padt 
(16) y=Ce" , (V)xel,cuxpelşiCe R. 


DEMONSTRAȚIE. Fie D =] x O, +) c R°. Pe domeniul D ecuaţia (15) este 
ecuație cu variabile separate şi orice soluție a sa se scrie sub forma im pclta 


[PO dt = E +C, unde xọ€ T, ype(0,to) şi C eR. Se obține că 
*p Yo d 
AI y Pia 
JPG dt -C = In, deci y = ype e% 
Yo 
Xo 


Par 
Notînd Yoe Ci =C >0, se > obține y = Cer 


Analog, pentru domeniul D, =I x (~, 0), se obţine că orice soluție 
Pdt | | 

ecuaţiei (15) are forma y=Ce'*  ,undexgelşiCe R,C<0. Observînd c 

y = 0 (funcția nulă pe 1) este solite a ecuației (15), rezultă că orice soluție 
Pedi 

acesteia are forma y=Ce' , Ce R,xpel. 

Remarcăm că oric2 soluţie a ecuaţiei liniare omogene este definită pe to 


intervalul I de definiție al funcției P. 
COROLAR. Fie S mulțimea solutiilor pe I ale ecuatiei liniar 
omogene y=P(x)y. Atunci $ este un spațiu vectorial real d 
dimensiune 1, i 
DEMONSTRAȚIE. Aşadar, S = fọ: R lọ derivabilă şi ọ'(x) = P(x) - plac 
(v)x e I. Se verifică imediat că dacă ọ, y€ S şi ae R, atunci p+wyes 
ape S deci S este un subspaţiu vectorial al lui CI). În plus, fune i 
[poa 
Po: R, Pox) = Ce™ este o soluție, deci pye S; deoarece q, este un 
vector nenul din S, el este liniar independent. Teorema 1.3 arată că l 
formează o bază a lui S, deci dimpS = 1. că 


TEOREMA 1.4. (Lagrange). Ecuația liniară neomogenă (14) are 
soluţie particulară de forma 


x -f Poar [Poat 
a)  y,=|]QwWe* dtje™ ,(v)xel, undexje l. 
0 
DEMONSTRAȚIE. Vom folosi metoda “variației constantelor” a lu 


y au d că : l Pdt 
Lagrange, adică vom căuta o soluție de forma y, = = C(ac)-e"* , unde. 
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uția ecuației liniare omogene ataşate, în loc de constanta reală C, am 
rodus o funcţie necunoscută C = C(x) de clasă C? pe I. Derivînd şi înlocuind 
ecuaţia (14) obținem: 


[Poa P(t)ai P(t)dt 


C(xc)e*» + C(x). P(x) e™ = P(x)C(a)e'* + Qx), 


- Pa 
| C'(x) = Qa) e a , (w)xel. 
Rezultă 
Pla) dr 
C(x) = j Qie dt, 
Xp 
i avem soluția particulară 


x [Poa -f Pat | EF 

IOL œ dije ™  ,(V)xe Ilcurne D). 

Xo 

OROLAR. Fie / mulțimea solutiilor (pe 1) ale ecuației liniare 
nogene y = P(x)y + Q(x) şi S spaţiul vectorial al soluțiilor ecuaţiei 
re omogene asociate y =P(x)y. Dacă y, e /, atunci Z =y,+S 
S este prin definiţie mulțimea tuturor sumelor y,+z cu ze S) şi 
lus, soluția explicită problemei Cauchy y' = P(x)y + Q(x), yŒ) = Yo 
I, y€ R) este 


l fpe (7) dr - [2 dr 
(18)  y(x)=| Yo + fae = d? j-e * xel 


Xo 
) EMONSTRAȚIE. Arătăm prin dublă incluziune că /= y, +8. 
ie (Y) ye Z deci y = Ply + Qa). Deoarece y = Pay, + Q(x), rezultă 
scădere că (y— Yp) = = Pœ -y,) deci y ~ Yp € S adică y€ Y, tS. Apoi, 
Ey, +8, Y=Y, +ze 8. Avem y =y tZ = Picy, + Q(x) + Pl) a 
oy + Qx) deci y e Z. Alegem soluția y, dată de (17) şi aplicînd teorema 
zultă că orice y e ./ (deci soluţia generală a ecuaţiei (14)) este dată de 

eee x -Poa Piedi 
ya)=Ce +| [QO dé | e 

Xo 


nînd condiția y(xg) = yọ rezultă C = yy şi se obține formula (18). 
practică formula (18) se mai scrie 


- | Peod [pia 


. e 3 


(18)  y@)=|C+ [Que 


C este o funcţie constantă oarecare şi | Pax este una din primitivele 
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1 : 

EXEMPLE. 1) Fie ecuația y +— y=x? pe intervalul = (0). Soluţi 

a i 

generală este 


y(x) = | C + jali ja =: 


(am folosit faptul că po = x% (V)ae R,x>0). 

2) Arătăm că ecuaţia x(t) = -x + f) unde f: RR este continuă 

mărginită admite o soluție mărginită, pe [0, œ). Conform (18), avem 
du 


t T Ei t 
x(t) = | x(0) + frok dtl- e j, = ko + [poe arh te R. 
0 0 


Fie M >0 astfel încît (Y)te R, |A5| <M. Considerăm soluția x = x( 
verificînd conditia x(0) = M; atunci (V) £ 2 0 | 


t t t 
jet) = e” |M + [Ae d1| < au + rapa] < [a + Mf e” ar =M, 
0 0 0 a 


e) Ecuatiile Bernoulli şi Riccati (J. Bernoulli, 1654-1705; C. J. Ricca 
1676-1754). O ecuație diferențială de forma SE 

(19) y =P) y +a) y", | 

unde P, Q : I — R sînt funcţii continue (I = (a, b) © R), ae R\{0, 1lşiy>0; 

numeşte ecuație Bernoulli. Pentru a = 0 sau «= 1, ecuația (19) devine 

ecuaţie liniară. Pentru a€ R\ (0,1) împărțim ecuaţia (19) cu y” şi obținei 


Z = Plx)}y * + Q(x). 


Efectuăm substituția de funcţie yi4 =z şi derivăm z'=(1 EA Atur 
yY ; 


ecuația (19) devine z' =(1- 0)P(x)-z + (1 — 00)Q(x), adică o ecuaţie linia 
neomogenă, care se integrează ca mai sus. 
O ecuaţie diferenţială de forma 
(20) y= Play +Q&æ)y + RX), 
unde P,Q,R:I—R sînt funcții continue (I = (a, b) c R), se numeşte ecuă 
Riccati. Dacă se cunoaşte o soluţie particulară a sa, y, : În > R en 
tunci ecuația Riccati se reduce la o ecuație liniară neomogenă efectuînd sii 


stituţia de funcţie Y=Ypt A Derivînd şi îniocuind în ecuația (20) obţinem 
z 


pe TE. 1 
Y, ag = P| y? roy 15 ea +1) R(x). 


Ținînd seama de formula yg = Pyp + Q00)yp + RU), rezultă peni 
funcţia z ecuația z’ = —(2P(Q)y x) + Qw - P(x), adică o ecuaţie Jin 


neomogenă. 
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EXEMPLU, Integrăm ecuaţia Riceati 3y'+y2+ sc =0 pe intervalul 
i x 


(0, o), încercînd o soluție particulară de forma Yp = z (k e R). Punînd con- 
A e a 


2 
a ca y, să fie soluţie, rezultă af- bii =0; putem lua $= 1 deci 
| x y“ x 
RER IER | d 1.a : 
—. Făcînd schimbarea de funcţie y=—+—, y ==>- >y, se obține o 
x * z y“ z i 


ație liniară în z etc. 

f) Ecuatiile Lagrange şi Clairaut (J. L. Lagrange, 1736-1813: 
C. Clairaut, 1713-1765). O ecuaţie diferențială de forma 

20D) y= o) +yg), 

le ọ, y € CHD U=, b) R)şipz 1, se numeşte ecuaţie Lagrange. 


Remarcăm că ecuația (21) nu are forma normală, adică nu are forma 


fix, y). 


Derivăm ecuaţia (21) şi efectuăm substituţia y’ = p: 


(22)  p=0(p)+xe(p)-p'+w'(p)-p'. 
\vem p= p(x) şi inversăm local această funcţie, adică schimbăm rolul 


abilelor x = x(p); atunci p'=-% = ti Lg obținem ecuația 
dy d x 


Te o(p) SE Y'(p) | 

p-0(p)  p-0(p) 
nită pe un interval /, CI, care nu conține puctele p,, Po, ... € I pentru care 
= p; (9 nu coincide cu funcția identică a lui 1). Ecuația obţinută este o 
ție liniară neomogenă şi obținem o soluţie oarecare a sa sub forma 
(p, C), cu C e R constantă. Din ecuaţia (21) rezultă y = xp, O - o(p) + yp) 
luţiile ecuaţiei (21) se dau parametric. | 
n cazul 0(y”) =y, (adică ọ = 1), se obține ecuaţia Clairaut y = xy + y(y”). 
onform (22) rezultă sau p’ = 0 [deci p =C şi y = xC + e(C)] sau x = -w'(p) şi 
| x = -W'(p) 
y = PY (p)+ yp)’ 
ține din soluția generală y = Cx + (C) pentru nici o valoare a constantei 


xcuația inițială se obține soluția "singulară" care nu 


72 


XEMPLE. Fie ecuaţia Clairaut y = ap Procedînd ca mai sus se obţin 


i 2 9 
le y -C-L CeR şi soluția singulară x= -p, ya adică 


2 2 
xX - w p . . w xX A - 
bola y= Se observă că soluția singulară y= z este înfăşurătoarea 
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familiei de drepte, reprezentînd soluția 
2 
generală y = Cx -£ (deci în orice punct 


2 
al curbei y = este tangentă o dreaptă 


din familie; Figura V.5). 

OBSERVAŢIE. Există şi alte clase de 
ecuaţii diferențiale pentru care soluțiile 
se dau parametric. Pentru o ecuație de 
forma x = g(y”), cu g de clasă Ct, punem 
y’ =p şi rezultă x =g(p), 


Figura V.5. 
| x = g(p) 
dy =y'dx = du = pg“(p)dp şi curbele integrale vor fi s 
y= | pg (p)dp +C.. 


În mod i i pentru o ecuaţie de forma y = Ay), cu h de clasă Ct, pu- 


h'(p) 
| , = dp +C 
nem y =p şi rezultă y = h(p), dx = dy = AS IE de unde 3 p 
ý p y = hip) 
EXEMPLU. Ne propunem să determinăm efectiv tractricea (descrisă la în- 
2 5 
y | 


ceputul acestui capitol). Am văzut că ecuaţia ei y = y(x) verifică =g ty 
y 


y(0) =l, Putem presupune y 2 0, y > 0 şi rezultă y= TF Să punem 


1+y 
E! d. cos tdt 
y=tgt,te (o, z) şi rezultă y = sin î; apoi dx = dy = Lcos" tdi de unde 
N 2 tgt sin £ 


na? 
x= If COS l Ge (inte? + cost) +c. 
sint 2 


Pentru t— = rezultă că y tinde către Z şi x tinde către C deci C=0, 


Ecuatiile parametrice ale tractricei vor fi 


A 
r= inte + cost) te(0,5). 


y = (sint, 


Suportul acestei curbe este indi- 
cat de Figura V.6. Simetricul aces- 
teia faţă de Oy are aceleaşi ecuații 


T 
parametrice, cu t€ E 1) Se adau- 


gă şi punctul (0, ), obţinut pentru 
7 


2 
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-Este de remarcat că suprafață născută prin rotirea tractricei în jurul axei 
se numeşte pseudosfera de parametru 7, care a constituit pimul model 
tru geometria lobacevskiană (hiperbolică), datorat lui E. Beltrami 
35-1900). Precizăm pe scurt o proprietate interesantă a pseudosferei. 
Pentru a obţine ecuaţiile parametrice ale pseudosferei, considerăm în 
anul xOz tractricea 


x = lsinu 
y=0 
z = Intg 5+ cosu} O<u <n 


Figura V.7. 


Suprafața obținută prin rotirea tractricei în jurul lui Oz (fig. V.7) va avea 
'ametrizarea 

x = sinucosv 

y = Îsinusinv 


e= dinte cosu } O<u<n, 0O<u<2n. 


În acest caz notînd F=F(u,v), avem E=F,-F, =l ctgĉu, F =F,-F,=0, 
iR F, = l° sin’u, L=-Actgu, M=0, N=lctgu - sin2u şi curbura Gauss 


i LN-M? 1 A 
ală va fi K = GRI =: după calcule uşoare. Aşadar, curbura Gauss 
pseudosferei este constantă şi negativă. 
Se poate arăta că orice suprafaţă de clasă C? avînd curbura totală Gauss 
K, constantă este local izometrică sau cu un plan (dacă K} = 0), sau cu o 


eră de rază A (dacă K> 0) sau cu o pseudosferă de parametru 
0 
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A (dacă Ko < 0). Aceste trei situații corespund respectiv geometrie 


1 
J-Ko 
plane euclidiene, geometriei neeuclidiene eliptice (a lui Riemann) şi geme 
triei neeuclidiene hiperbolice (a lui Lobacevski — Bolyai). 


A 
a 


1.3. Teoreme fundamentale pentru sisteme diferéni tiale 


În acest paragraf vom demonstra, urmînd textul devenit clasic al lui V 
Arnold [1], cîteva rezultate de bază: teorema de existență şi unicitate 
soluției x = x(t) a unei probleme Caychy x(to) = x, pentru un sistem de form 
x = v(t, x) şi teoremele de continuitate şi derivabilitate a soluțiilor în raport 
cu parametrii şi cu condiţiile inițiale. Vom introduce mai întîi citeva noțiun 
şi rezultate preliminare. 

Fie f:M, >M, o aplicație între două spații metrice. Se spune că 
satisface condiţia R. Lipschitz, (1882-1903) (cu constanta L) dacă exist 
L > 0 astfel încît (V) x,y e M,, d(fix), Ay)) < L dlx, y). 

Fie f: U — R” o aplicaţie de clasă C! pe domeniul U din R”. Pentru oric 
punct x e U diferenţiala fe, = dfx) a lui f în x, fu: R” — R” este o aplicaţi 
liniară, identificată cu aplicația tangentă a lui f în x. Aplicaţie 
f.: U > Homg(R”, R”) = AR”, R”), x > fac) = dfx), este o aplicație continui 
de la domeniul U c R” la spațiul metric complet Homg(R”, R^) = R. 

Considerăm pe acesta din urmă distanța definită cu aual normei 


[A|| = supa) (V) A e Homg R”, R”). 


Remarcăm că pentru orice x € R”, avem |A(x)| < IAI] fxi] 
LEMA 1.5. Orice aplicație de clasă C! pe domeniul U c R”, f: U — R” 
satisface pe orice compact convex V€ U, condiția Lipschitz cu cons 
tanta L, unde L = sup] f 


xx H 


DEMONSTRAȚIE. Deoarece aplicaţi 
f, : U — Homg(R”, R”), este continuă ş 
V&U este compact, rezultă cœ 
L = Do fil există şi este fi 


nit. “ie x,y E v. două puncte oarecare 
deoarece V este convex putem uni în 
punctele x şi y prin segmentul de ecuaţi 
parametrice z(t)=x+t(y-x), OS: 
(Figura V.8). 
N se Aplicînd formula Leibniz-Newton pu 
Figura V.8. tem scrie 


d, 
dt 


1 
Fo- Fa) = |> end = fest (2 dr. 
O 
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Deoarece z'(1) = y — x, rezultă 


IF - Fo] fi fr 


wl — zlat < L-a], 

ică f satisface pe V condiția Lipschitz cu constanta L şi lema 1.5 este de- 
strată. 

je U un domeniu al spațiului euclidian real R™*! cu coordonatele 
„3 Xp Şi v : U — R” un cîmp vectorial de clasă C” (r 2 1) pe U. Fie 


(1) xox) 

mul diferențial asociat şi (fọ, xo) € U un punct fixat. Deoarece U este 
his există numerele reale strict pozitive a şi b astfel încît “cilindrul” 
act S = (t, x) e RT! | li- A <a, |x -= xol < b} să fie inclus în U. 

otăm tot cu v, diferentiala lui v în raport cu x (£ fixat) şi fie 


C= C eeo} L= sup 


Uait, x) i 


xistă numărul real strict pozitiv a” astfel încât "conul" 
Ro = it, x) e RI |k- tsa, ke- xs C iE- tol 


e inclus în interiorul cilindrului S. De asemenea, există numărul real 
t pozitiv b astfel încît conul K, , obţinut din comul Kg printr-o translație 


îrfului (fo, Xo) în punctul (ty x), unde |x; —xp| <b’, să fie inclus în interio- 
ilindrului S (Figura V.9). Vom căuta soluţia diferenţială (1) verificînd 
ițiile inițiale Cauchy: 


Figura V.9. 


D (to) = x, unde dee i <b’. 
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E ED (E Nera dud 


/ 
x, = Vf Xps eeey Xa (Po gyes x )eU, 


iar condiţia (2) devine x,(£9) = aa, -o Xp(to) = a, unde x, = (ax -s a). 
Fie Sc S > 
= (£, x) € RY [emil ca, lx -xol sb} | 
şi fie M=(h:S ah h continuă şi AGa) <Clt-t9], Ce S);1 
particular (Y) A e M, h(ty, x1) = 0. Definim pe M metrica | 


(has ho) = | =A 5 sup | h (E, x1) ~ holt, x)|. 


LEMA 1.6. (M, d) este un spatiu metric complet 
DEMONSTRAȚIE. Faptul că d este o metrică (adică distanță) este evident. 
Convergența în M față de această metrică este convergența uniformă şi 
limita unui şir Cauchy de funcții din M (care există!) rezultă o funcţie conti 
nuă. În plus, dacă toate funcţiile şirului verifică inegalitatea 
8) Între = o GES, 
atunci şi funcţia limită verifică această inegalitate, deci se află în M. 
Definim acum aplicaţia 7: M —> M prin 


¿ 
(4) (ARX x) = fult, z +A x Ddr, (V) A € M. 


to 
Deoarece lt~ tg] $ A sa'şi lx, + A(T, xp ul <C. Pekha rezult. 
că (T, x, +h, xD E Ky CS, 


t 
Avem că (Ah), x)! < folt, x + hr, 2) dr <C- [t-t], şi cu Xh est 
| - 
continuă, rezultă că Xh e M. 


LEMA 1.7. În ipotezele şi notaţiile de mai sus, dacă a <+, atunc 


A :M -M este o contradicţie. 
DEMONSTRAȚIE. Trebuie să arătăm că 
AC Ah,, Aho) < dlha, ha), (Y) hı, hE M, unde 0 SÀ <1. 
É 
Avem (Ah, — Ahat, x,) = fluc, x, + hilt, x) VlT, x, + ol, x )))dr 
to 
Conform lemei 1.5 functia v(4,x) satisface condiția Lipschitz cu constanta ; 
în raport cu argumentul x, adică 
vtr, xı + Alt, x4)) ~ul, xy t h(t, x.) | Lih; (7, x4) — halt, x1) l, 
(Y) (tx) e S. Atunci rezultă că 
rc, + Pula, 0) — br, + hal, 20) SL | - ha), 
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A 
(th, — hote, x)| < || La - Polar Za] 
to 
“of - Ahol s La” -hal adică aCXhi, Lho) SA- Ahi, ho), unde 
1 = La < 1. Deci X este o contractie. | 
TEOREMA 1.8. (de existenţă şi unicitate a soluţiei problemei Cauchy 
+ F (2)). Presupunem că funcţia v din sistemul diferenţial (1) este de 
să “Cl pe domeniul U. Atunci există o soluţie x=0() a sistemului 
erenţial (1), definită în vecinătatea 1] = (te R l= tal <a) a lui î, 
verifică condiţiile iniţiale (2). Orice două soluţii ale sistemului 
erenţial (1) care verifică condiţiile iniţiale Cauchy (2) coincid înti- 
ecinătate a lui î,. 
DEMONSTRAȚIE. În mnotaţiile anterioare, conform lemelor 1.6 şi 1.7, 
tracția Y: M -M are un punct fix he M, adică h =h. Atunci, penni 
(La xı) e S’ avem 


ear 


Fa aa 
h(t, x) = A + h(t, dr. 


to 


Definim ọ : I R” prin oŒ) =x] + ka x), Wrel adică 


56)  o@=n+ fot, p(7)) dr. 

to 
Din formula (5) rezultă că q este derivabilă pe 7 şi avem că plt) = v(t, p(£)), 
€ I, deci q este soluţie a sistemului diferenţial (1). În plus, Pl = xX; deci 
atisface şi condiţiile iniţiale Cauchy (2), existența unei soluţii fiind 


Fie e, :1, — R” o altă soluție a sistemului diferențial (1) care verifică şi 
diţiile inițiale (2), unde 1, = (te R ||t-tg| < a. 
Fie œ =min {œa}, 0< <d şi Ip=lzeli | TRA <a} Notăm 
= suplett)| şi loi = suple, ©. 

tel, tel, 
Din formulele Q; (t) =v, 91), (V) te L si Qf =x, obținem formula 

t s 

(6) (= + fol pdr Vte le 


to 


; | 
 Scăzînd (5) şi (6) obţinem ọ(ż)- 912) = f (v(t, e(0))-u(r, Q, (0))ăr 

ta | 

unde |ọ -q,||< Lo” |. Dar Lo” < La’ < 1, deci |p-q,|=0, de unde 
ultă că e(?) = o), (V) t € I, deci unicitatea locală a soluției. 


JOROLAR. Soluţia sistemului diferenţial (1) care verifică condițiile 
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DEMONSTRAȚIE. Din demonstraţia teoremei anterioare am văzut că 
soluția căutată este dată de formula e(£) = x, + h(tx,), (V) że I(undeh e M). 
Dar h este continuă în raport cu x, deci soluția ọ depinde continuu de 
punctul inițial x. : 
+ OBSERVAȚII. 1) În general sistemele diferențiale nu pot fi rezolvate 
efectiv, adică exprimînd soluţiile prin funcţii elementare. Totuşi este 
important să ştim dacă un sistem dat admite, sau nu, soluții sau dacă acestea 
sînt unice. În acest sens, teorema 1.8 arată că dacă funcţia v este de clasă C? 
pe U, atunci problema (1) + (2) admite local o soluţie şi aceasta este unică. , 
Teorema 1.8 nu are loc pentru orice v. Astfel, ecuația x'= 2 ix| 
condiţia Cauchy x(t) = 0 admite cel puţin două soluţii distincte (soluţii pe R 
anume, să luăm ¢4, @z : R — R, definite astfel $ 


(ft), ist 
Plt) = 0; palt) = a 3 
| ei (t-o), t>to 
În acest exemplu avem n = 1, U = R? şi funcția v(t, x)= A] nu este « 


clasă C? pe U. 
Teorema 1.8. se aplică, aşa cum vom vedea în paragraful următor, pentru 
sisteme liniare, în care v este liniară în raport cu x,, ..., %, deci pentru sisteme 


de forma x; = d apt); +8,(î), Isisn, cu a; b; funcții de clasă ct pë 
jel 

intervale conținute în pr (U). : 

2) În condiţiile teoremei 1.8, pentru orice (fọ xp) € U există o soluți y 
x = e(£) a sistemului (1) cu fo) = xp, definită într-o vecinătate a lui to. Aceas 
vecinătate poate fi extinsă pînă la un interval deschis maximal. Precizăm 
ce sens. O soluție x = ot) definită pe un interval deschis I se zice o prelun 
gire a soluției x = w(7) definită pe un interval deschis J c I dacă (V)te J, 
ọ(t) = y(t); în particular, orice soluție este prelungirea ei înşişi. O soluție ca: ; 


ti 


ai Figura V.10. . 
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admite ca altă prelungire decît pe ea însăşi se zice neprelungibilă. Se 
te arăta că (V) (to a € d există o soluţie a x = pt), te Mj, Mo), a lui (1), 


56: 1941): Po Špo, F? o O alea aban: 
emonstrația dată prezintă însă avantajul că rezolvă orice , fel de problemă 
chy x(t) =x; cu x, într-o vecinătate a lui x, şi va permite în plus 
cerea dependenței continue a soluției de punctul inițial x}. 

m nota soluția sistemului (1) care satisface condiţiile iniţiale (2) prin 
= x, +A, xı), pentru a pune în evidență dependenţa de data inițală x}. 


“XEMPLU. Rezolvăm ecuaţia diferențială x = 12+x2 cu condiţia x(0)=1 
„metoda aproximaţiilor succesive a lui Picard. Notăm cu M mulţimea 
țiilor continue pe un interval conținînd originea şi fie operatorul 


ï — M definit prin (Zo)t}=1 + jr + p(T) 2 Jar. 
A egem Po = 1 şi calculăm succesiv A =Á Po deci 


| f l 
"OE 1+ fe (is E ttl o = Žo, = 7290, 
0 


é É 3 2 
Pat) =1+ |? +o] | t? +| 01 dT = 
0 0 3 


uţia “exactă” va fi e(t)=limo,(0); în practică P= 0 cu N>>l 
| -yeo | | 
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ina o zst, x) -  xe UCR” 
y= vdt, y, yETU =R" 


se numeşte sistemul de ecuații în variații asociat sistemului difer enţie 


(1); el este liniar relativ la vectorul tangent y. 
o Vom considera de asemenea şi sistemul diferențial 


BO i.  =v(t,x), xeUcR' 
: (T) ; 
z= v(t, x)2, 
z : R” > R” fiind o aplicaţie liniară; acesta este obținut din (7) prin înlocuire 
vectorului y cu transformarea liniară z. 
0 TEOREMA 1.9 (de diferenţiabilitate a soluției). Fie cîmpul v di 
sistemul diferențial (1) de clasă C? într-o vecinătate a punctulu 
(fo, 9). Atunci soluţia gG, *,) a sistemului (1) cu condiţia inițial 
glo XX depinde de condiţia iniţială x, continuu diferenţiabil, cîn: 
t şi x; variază într-o vecinătate jfeventai mai mica a punetah 
E Xo). so di f : 
DEMONSTRAȚIEI: Evident ve C2=>v,e Ct. Atunci sistemul de ecuații î 
variaţii (77) satisface condiția din teorema 1.8 şi şirul de aproximaţii Picar 
(al contracţiei respective) converge uniform către soluția sistemului (7°) într- 
vecinătate mică a lui tg. Alegem condiţiile inițiale qg = x, (într-o vecinătat 
mică a lui xo) şi Yọ = Id (aplicaţia identică). Notăm cu q, aproximațiile Pic 


(pentru x) şi cu y, (pentru z), deci 


[A 
(8) Pat, x) = Xi + fot, P(T, x ))dr, 


to 


(9) Ypa) =d+ [vlt plt) Wl dr. 
fo 
Evident Qo, = Yọ Presupunem că $,, = W, şi derivăm pe (8): 
t 


Payr É» x)= Id + fvt, P(T, X% )) Pal, Xi jdt = 


iy 


deci 9,14 = Vp ţinînd seama de (9). Atunci şirul fy} este şirul derivatelo 
şirului (q,) şi ambele şiruri converg uniform pentru up ~ A suficient de mi 
Rezultă că funcția limită g(t, x1) = lim 1 Qk C, xı) este continuu diferenți- 


abilă în raport cu x,. 
- Reţinem deci că pentru v de clasă C2, g este de clasă C? în variabila x1. 


COROLAR. Diferenţiala g, a unei soluţii a sistemului (1) cu condi 
iniţială x, satisface sistemul de ecuaţii în variaţii (7) cu condi 
inițială z(ţ) = Id, adică 
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Sat x) = ut, gl) 


Ey 2 ac, x) = v+(£, git, a g(t, LA 


glio x) =x Belo, 4) = Id. 

EMONSTRAŢIE. Rezultă direct din demonstraţia teoremei 1.9. 

EOREMA 1.10. Fie cîmpul v din sistemul diferenţial (1) de clasă C 
2) într-o vecinătate a punctului (fyx). Atunci soluţia g(¢, xı) a 
emului (1) cu condiţia iniţială g(t}, x) =x; este de r- 1 continuu 
rențiabilă în raport cu condiţia iniţială x,, cînd t şi x, variază 
io vecinătate (eventual mai mică) a punctului (ż} xo) [deci 


EMONSTRAȚIE. Inducţie după r. Cazul r = 2 s-a demonstrat în teorema 
Deoarece ve C => v,e Cl, rezultă că sistemului de ecuaţii în variaţii 
se poate aplica E de OR Rezultă deci că 

e Cu 2 gE Ca 

LEMA 111. Fie Uc ia un sila ai. ICR un interval şi fa IxU3 R”, 
C; Ten Atunci funcția 


Fu, = [pa aie i, ne Isize U,. 
Éo CEE. 

de clasă C” în raport cu £ şi x simultan, OERE ial ea 

EMONSTRAȚIE. Orice derivată parțială de ordin 7 ra ui: F în raport cu 

abilele x, şi t (care, evident, există), care conţine derivata î în raport cu £, se 

mă în funcţie de f şi derivatele parţiale ale lui f, de ordin mai mic decit 7 r 

te prin urmare, continuă, deci F este de clasă C”. 

'OROLARUL 1. În condiţiile teoremei 1.10 avem că 

U e C=ge Ee 

EMONSTRAȚIE. Depans avem 


git, me Xy + [ot g(t, x) dt 
; to E 
mg e CO (vezi teorema 1.8 şi corolarul ei), din lema i: 1 rezultă 
ge Clage C>. gE C, 
cînd teorema 1.10 în mod repetat. 
JOROLARUL 2. În condiţiile teoremei 1.10, dacă v e C, atunci ge C. 
)BSERVAȚII. 1) Se poate demonstra că dacă U este o funcţie analitică, 


ici şi soluția g este analitică. 
).Se poate demonstra (mai greu!) că dacă de fapt are loc rezultatul mai 


ve C—geC. 
TEOREMA 1.12. (de dependență a soluţiei de parametri) Fie familia 
isteme diferenţiale saN 
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(10) z=vt, x,a) xe UCR”; aeAcR” telok 
definită în spaţiul de faze U de cîmpul vectorial v de clasă C (r 2 2) (în 
raport cu ż şi x), care depinde diferenţiabil de clasă C” de paramet 
ae A, unde A este un domeniu. Atunci soluţia q(7) a sistemului dif 
renţial (10), cu condiţia iniţială ọọ) =x,, este funcţie diferențiabilă 
(de clasă cr) de £,x, şi œ pentru valori suficient de mici ale lui 
[E tol; TEE aol (ae A fixat). | 

DEMONSTRAȚIE. Vom considera în domeniul U xA c Rim cîmpul de ve 
tori (v(£, x, i, 0), 0) şi sistemul diferenţial 


> lġ=vult, ie a) 
ao f 
&=0; 


asociat lui. Conform teoremei 1.10 şi corolarului 1, soluția acestui siste 
diferențial, care verifică condiția inițială (x(4g), Oto) = (x, 0), este funcţ 
diferenţială de clasă C”! de t, x, şi & pentru t-il, leo şi |a- X 
suficient de mici. Dar soluția respectivă este (o(7), ai unde q(ț) este solut 
sistemului diferențial (10) cu condiția inițială Plg) =x}. Rezultă că şi p 
depinde diferențiabil de ż, x, şi a. 
COROLAR. Fie v=v(ż,x) un sistem diferenţial, unde v:/xU— 
este un cîmp de vectori de clasă C'(r>2), U c R” un domeniu şi Ie 
un interval. Fie condiţia iniţială (£,xpe xU. Atunci soluția ọ(ż) 
sistemului diferențial, cu condiţia inițială q(ţg) = x4, este funcţie dif 
renţială de clasă C”” şi de to- | 
| DEMONSTRAȚIE. Fie î=1 + to. Pentru |t| suficient de mic te T şi f 
atunci d(7, x, tg) =o(T+î9,x). 
Soluția y(t) a sistemului diferenţial c cu parametrul fo X = D(T, x, do), ca 
verifică condiţia iniţială y(0) =x,, este funcţie diferenţială de clasă C” d 


parametrul tọ Dar funcția ọ(t) = y(t — tọ) este soluția sistemului diferenți 
x =v(t, x) cu condiţia inițială ot) =x}, deci este funcție diferențială de clas 


C”! de parametrul ży. 

OBSERVAȚIE. Tinînd seama de observația anterioară, rezultă că, de fap 
soluţia sistemului diferențial este chiar funcție de clasă C” în raport cu par 
metrii şi cu condiţiile inițiale. 


$ 2. Sisteme diferentiale liniare | 


2.1. Sisteme diferenţiale liniare cu coeficienţi oarecare 


- Teoria ecuațiilor liniare este utilă atît prin aplicațiile ei directe î 
probleme liniare, cît şi în calitate de primă aproximație în studiere 
problemelor. neliniare. Această teorie are marele avantaj de a fi definitivă; d 
exemplu, ea permite rezolvarea tuturor ecuațiilor liniare autonome. 
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Fie I=(a,b)chR un interval şi pentru (v)trel/ fie A(t): R” — R” 
eratorul liniar definit de matricea A(t) = (a;4î))is; jn unde a,;:I—R sînt 
netii continue. Fie bŒ) = (D420), <i<n unde b; : I — R sînt funcţii continue. 
Sistemul diferenţial cu spaţiul fazelor R”, dat de cîmpul de vectori 
) = At) + b(t), adică 
z (1) — ž=A4At)x +b), 
numeşte sistem diferenţial liniar neomogen (de ordinul întîi), cu 
eficienți variabili. Dacă b(£) = 0, sistemul diferenţial 
(2) X = A(t)x, 
numeşte sistem diferenţial omogen, cu coeficienţi variabili. 
Sistemul diferenţia! (1) poate fi scris sub forma scalară 

ty = Qy (Ex + apt) +: + af), + bt) 


a’) Žo = Qoy (EX, + agg lE) Xg + + Aon (0) + bole) 


Ýn = a, EX tapol t)Xo ++ ann (d + O, CE. 

În cazul sistemelor diferențiale liniare se poate întări teorema 1.8 (de exis- 
ä şi unicitate) în sensul că solutiile sînt globale, definite pe tot intervalul 
leci prelungibile la întreg 7). 

TEOREMA 2.1. Pentru sistemul diferenţial (1) există şi este unică o 
utie ọọ: — R”, care verifică condiţiile inițiale 

(3) x(î9) = Xp, CU é E I şi xp e R” fixate arbitrar. 
DEMONSTRAȚIE. Raționamentul este în linii mari acelaşi ca în teorema 
, doar că nu vom mai obține o contractie. Fie intervalul J =[0, B]c R 
fel încît a<a<tiy<B<b şi fie M={h:I -> R” |h continuă). Definim 
ratorul SI: M -M prin aa 


(4) — (AhXE) = xo + ft [A(Dh(0 + b(0)]ar 

to 
Diferenţiala î în raport cu x a funcţiei v(t, x) = A(Px + bE) este v(t, x) = Ab). 
Pe intervalul compact I, funcţiile a, (t) sînt mărginite, deci există o cons- 
tă L astfel încât | AŒ) - TORIA Ial, Vte L. 
Fje Po E M o funcţie oarecare şi 0, = y E M. Pe intervalul compact I 
€ tiile Po SI Q; sînt mărginite, deci există o constantă C astfel încît 
PO- 009| sc, We. 
Construim şirul aproximaţiilor Picard, Po, Ș = fQo, - s Piu = = Ap Şi 
m pentru (V)te I; ii 


| 


(-a(0)= JAO- dri <| [JACON Ko = Pot) dr] £ (LO |t- toh; 


i po tg, PER A AA ra tă 
T Kan na [Sta et g 
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aaa e e at ore ae aug T ca a a a a ai) Mi LD E Tea R A aie oa ae MONI ti 


pal, 


„tb KADE flac]: 9,7) - -gaas EO- 


{é 


Dacă notăm pentru orice h e M cu |h]|= sup! h(t)|, obținem inegalitățile: ` 
tel, 


© lono -0,1,2 


Scriind şirul (q,); < o Sub forma Q; = Po + (1 ~ Po) t- + (9; — | Ọ;_ı) rezultă că 
ọ; este termenul general al şirului sumelor parțiale ale seriei 


(L(B-0)) 
i! i 


Po + 5 (Or; ~z). Din inegalitățile (5) rezultă că această serie de funcţii este i 
k=0 : 
majorată pe intervalul I de seria numerică convergentă 


pol $o EE 


“Atunci, din „criteriul Weiertrasă, “rezultă că seria de funcţ 


ör + pa si 0), adică sral Tihao converge uniforma pe intervalul /, ia 
e ke0 us l 
funcție continuă g0, definită pe d; Putem scrie pentru tey 


„Ira. -wols safa lo;t0)- go) dts L-0- lo; -0l 


Rezultă « că ; girul T o), “i converge uniform pe intervalul /, la funcția: 
g. Trecînd la limită în egalitatea q;,, = 270, obținem : 

(6) P= AP. 

Deoarece 1, a fost ales arbitrar cu „condiţiile a <a < ty < B <b, rezultă e 
şirul [Ọ;};> p converge în orice punct al intervalului I = (a, b), deci funcția ọ( 
este definită şi continuă pe tot intervalul Z Atunci, pentru orice te 


egalitatea (6) se scrie: 


O R q0= agt -ji [Aol + bo) dr 
E 
La fel ca în demonstraţia teoremei 1; 8, rozaa că q este de clasă C! pe 
este soluție a sistemului (1), verifică condițiile inițiale (3) şi este unică. 
TEOREMA 2.2. Fie x = A(t)x un sistem diferenţial liniar omogen c 
coeficienți variabili, AH) = (ai si, js unde a: 7- R sînt continue. 
Fie S = {x : I -> R” |x soluție a sistemului x' = A(t) x) mulțimea soluțiile 
sistemului diferenţial liniar omogen. Atunci avem: 
a) S estè spațiu vectorial peste R.. 
b) Fie, € I fixat şi x € S cu x(t) = 0. Rezultă x = 0. 
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c) Fie x”, x? xE S şi t € I fixat. Soluțiile 


t liniar independente dacă şi numai dacă vectorii (x Pg), x(t), 
to)! sînt liniar independenţi în R”. 

| d) dimpS =n. 

DEMONSTRAȚIE. a) Multimea V= {[f:I— R”) este, evident, un spațiu 
etorial real şi S c V. Vom arăta că S este un subspațiu vectorial al lui V. 


Pentru (Y) x, y € S avem 
x'(t) = Alt) x Œ) şi y W) = Aty), (v) te I, 


D xP x) 


ERES: 


(x — y) (0) = Atx - yt), (Y) te I, adicăx ~y e S. 

Pentru (Y)xe S şi (Vae R avem (axy) = AtXoxXt), (V)te Z, deci 
e S. Conform criteriului subspatiului, rezultă că S este un spațiu vectorial 
ste R. 

b) Sistemul x’ =A(tx are, evident, soluția nulă care verifică condiția 
tială Oo) = 0 = x(4o). Din unicitatea soluției rezultă x = 0. 

c) Presupunem că {xto a Nio - | udă este un sistem liniar 


ependent de vectori în R” şi fie DER x =0, a;ehR, o combinație liniară 
i=l 


peen s k 
lă între funcțiile h 02, ..,x%). În particular, obținem Faaa) =0, de 
i=1 


de rezultă că a; = 0, i = 1, 2,..., k, deci soluţiile È P., x) 


ependente. 


sînt liniar 


Reciproc, fie (xD, x”, ..., x) un sistem liniar independent de soluţii şi fie 
P k | 

Yax” (fo) = O, a; € R 

izi 


combinație liniară nulă între vectorii (P0, x t), x t). Funcţia 


J ax” e S (conform punctului a)) şi y(tọ) = 0, deci y = 0 (conform punctu- 
i=] 


b)). Deci avem Saa” =0, de unde rezultă că a; = 0, i = 1, 2, ..., k, adică 


torii (t), 2), „x t) sînt liniar independenți. 

d) Fie 2 = fe}, e, ..., e, baza canonică a lui R” şi tye Z fixat. Notăm cu 
€ S soluția sistemului diferenţial omogen care verifică condiţia iniţială 
=e, i= 1, 2, .., n. Deoarece (x(t), x dt), ..., x (4)) = B este un sistem 
ar independent de vectori în R” rezultă, a Ata punctului c) că soluţiile 
x”, „.., x) sînt liniar independente în S. Aplicînd din nou punctul c) şi 
tul că orice sistem cu mai mult de n vectori în R” este liniar dependent, 
zultă că orice mulțime din S cu mai mult de n soluţii este liniar 
endentă, deci dimgS = n. 


DEFINIȚIA 2.1. Orice Se a spaţiului S al soluţiilor sistemului diferenţial 
ar omogen x’ = A(î)x se numeşte sistem fundamental de soluții. 
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Fie (xD, x”, ..., x) c S un sistem fundamental de soluții 
xy (0) 


(7) 
AE) 
MOES R E ES 


xe (E) 
unde xP? :I—R sînt funcţii de clasă C! (de fapt de clasă C” dacă a, sîn 
functii de clasă C”). | 
DEFINIȚIA 2.2. Matricea de funcţii 

IP PE e 200) 

y faH (2) (n) ( 

t) xo (E) = x3 tt 

X= (x DHI WI IH) = (2) (£) 2 (E) 
se numeşte matrice fundamentală a sistemului diferențial şi deter- 
minantul ei, det X(t) = W(), se numeşte wronskianul sistemului funda- 
mental (x, x”, ..., 09), după numele lui J. M. H. Wronski, 1778-1853, 
COROLAR. Fie X(:)e M (C}) o matrice fundamentală a sistemului 
diferenţial liniar omogen x =A(t)x. Atunci orice soluție xe S are 


forma x(t) = A(t) - C, unde C = M,„ı(R). Soluţia problemei Cauchy 


Cn 


x’ = A(f, x(t) = xp € R”, are forma x(t) = X£) - XD xo 


DEMONSTRAȚIE. Deoarece coloanele matricei fundamentale XG), {x 
x) c S formează o bază a lui S, pentru orice xe S există constantele 
reale Cy Cos a C, € R astfel încît x =e t ea? + n + e a. 
Rezultă că RO te I avem x(t) =X(t)- C, ado c € M, (R). Impunînd 
condiția x(î) = Xo soluţiei oarecare x(t) = X(7) . C, obţinem sisterul algebric 


liniar 


D 2 
i 


(8) Xh) C= xg 

Deoarece (xD, x?, ..., x} este un sistem fundamental de soluţii, coloanele 
matricei Xp) sînt liniar independente, deci rang XĂ(tg)=n, adică 
Wip) = det (to) +0. Atunci sistemul algebric liniar (8) are soluția unică 
C = KE ' Xg deci soluția problemei Cauchy este x(£) = Xt) - (XET 
OBSERVAȚIE. Soluția x(t) =X): C, cu Ce M,R) se mai numește Şi 
soluția generală a sistemului diferențial omogen. pp 
TEOREMA 2.3. (J. LOUVILLE, 1809-1882). Dacă W(t) este wronskianul 
sistemului fundamental de soluții {(x®,x®,...,x™}) al sistemului 
diferenţial liniar omogen x = A(?, atunci i 


ze 
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Te At) dr 
Wit) = Wife» ; 
de Tr AŒ) =a; E) + aalt) +... +a nt) este urma matricei A(?) şi 4e T 
e fixat. 
DEMONSTRAȚIE. Fie W(z) = det X(¢). Scriind W(ż) cu ajutorul definiţiei 
terminantului şi derivînd în raport cu ż, obţinem că 
WE) = WE) + Wa +... + WCE), 


A a O e a A 
W. (t) = naie PE) xP) R (0), 


| P(E) x(t) API x(t) 
1,2, ..., n), are aceleaşi linii ca şi W(¢) cu excepţia liniei i-a, în care apar 
ivatele funcțiilor x”, x”... x. Deoarece coloanele matricei X) sînt 


luții ale sistemului x" = A(ż)x, obținem relatiile 
xP A) = Xa r(t) xP A; î,j=1,2, 


niseni pe x (£) în wE obținem că W(t) este egal cu suma an 
erminanți, dintre care n — 1 au cîte două coloane proporționale, deci 
W(0 =at) WO, (Vte r 
Rezultă atunci că W'@)= Tr A) Wa), (vre, adică functia W(t) 
sface o ecuație diferențială liniară omogenă. Aplicînd teorema 1.3 rezultă 

"Te At) dr 
Wit) = Coe „cu Ce R constantă. 
: Pentru t = to obţinem C = Wo), T 

Tr Al) dr 

Wit) = Whig) e” 
OBSERVAȚIE. Din teorema 2.3 rezultă că wronskianul unui sistem 
damental de soluții nu depinde de sistemul fundamental de soluţii decît 
in. intermediul constantei multiplicative nenule W). Se observă că din 
ndiția W(t) + O, rezultă că W(t) + 0 pentru orice te I. 
EMA 2.4. Fie S mulțimea soluţiilor sistemului diferențial liniar 
nogen x = A(ţ)x şi / mulţimea soluţiilor sistemului diferential liniar 
omogen x = Ala +b), unde Alt) =a; Ð sijem OO = Osien 
:I -R sînt functii continue. Dacă x, e f este o soluție fixată 
articulară), atunci avem /=S +x, = x +x, |xe S}. 
DEMONSTRAȚIE, Atît soluțiile din S cît şi Sa din Z sînt definite pe 
intervalul real I = (a, b), deci în egalitatea /= § + x, adunarea funcțiilor şi 
alitatea funcțiilor se consideră pe intervalul 7. 
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Pentru orice x e S avem xit) = A(t)x(4) şi adunînd cu relația 
Xp (i) = Atx, (t) +b) obtinem (x +x) = AC + x, XE) + bH, (V)te I, deci 
S +e Cf Racipbot pentru orice y€ / avem Js A(y(0) + b(t), de unde 
(y =x nY) = AMOY - x, X6), OEE I, adică y - x, =x € S, deci y =x +x; € S +x ; 
şi e S+ xp i 

Remarcăm de asemenea că dacă x(t) şi xo(£) sînt respectiv soluţii ale siste: 
melor ă = A(t)x + b(t), = A(t)x + ba(t), atunci x(t) + x(t) este soluție a siste- 
mului ă = A(t)x + b (t) + ba(t). va 

TEOREMA 2.5 (Lagrange). Fie XŒ) e M (C}) o matrice fundamentală a 
sistemului diferenţial liniar omogen x = A(t)x. Atunci orice soluţie 
x e are forma 


j 
x)= XO C+ [XT badr |, 

fo 
unde że este fixat şi Ce M,R). Soluția problemei Cauchy 
x = Ax + bC), xto) = xp e R” are forma | să | o 


xt) = XO Xx+ i XH(t)blT) dr |, 
to | 
DEMONSTRAȚIE. Din lema anterioară rezultă că este suficient să aflăm 0 
soluție particulară x, € v. Vom aplica metoda "variației constantelor” a lui 
Lagrange, adică vom căuta o soluție particulară de forma d 
x E) = XE) - CU) = ce) + bo) + colt) - LPE) +... + e OO, 
unde constantele Ci: Cao -- C, din "soluția i nad a Eta Ve tii au 
fost înlocuite cu funcțiile necunoscute de clasă c’ „cg :I R, i=1,2,. 
Calculăm derivata | 
x (0) = ca MORSET AO +0). PROE n + e. 
Impunem condiţia ca x, să fie soluție a sistemului diferenţial neomogen. 
x"= A(x + b(t) şi ţinem seamă de faptul că XP j= 19, sînt soluţii ale 
sistemului diferențial omogen, adiga x (£) = AH) x (ji, 2, 
Rezultă egalitatea: 
AO OE e (tx KOELIOR OEE ci (= 
= HAHP E + n + ep (DA) + bE), 
deci ci (HLP E) +... +e ' (Ex) = B (v) tel e scrie d ic de n m 


sus sub forma x. Ct) = b(t), unde . 
[ete 
C't) =. 
C AD 


Pie rang Ă(t)=n anie că. WO = det X(t) + 0, deci X) es 
inversabilă. Atunci avem C) =X. It bO Nte L. 
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ntegrînd pe fiecare cita obţinem, în scriere vectorială 


C(t) = f X (t)blt)dr, 


to 


ci soluţia particulară are forma 


' AO ; 
x(t) = XU) [Xa (Vte T 
o 
Atunci o soluție oarecare x e Z va avea forma 


t 
x(t) = XO C+ [XT badr), VEI. 
fo 
mpunînd condiția x(t) = x obţinem, ca şi în demonstraţia corolarului 
erior, sistemul algebric liniar X(9)C = xp; cu soluţia unică C = ela (A 
Atunci, soluția problemei Cauchy are forma 


i 
xlt) = XO Xa + | X (Dot ar |, (Vte 

to 
OBSERVAȚIE. Reţinem că rezolvarea unui sistem diferențial liniar 
mogen revine la aflarea unui sistem fundamental de soluții pentru 
emul diferențial liniar omogen, o dată cu aflarea unei soluții particulare a 
temului neomogen. În general, este dificil de aflat un sistem fundamental 
‘soluții pentru un sistem liniar cu coeficienți variabili. În cazul coeficienți- 
-onstanţi vom folosi, aşa cum vom vedea în continuare, rezultate profunde 


lgebră matriceală. 


Interpretare sistemică 

Să considerăm un sistem diferenţial de ordin I, x= A(t)-x, liniar şi omo- 
n (cu coeficienți continui pe un interval J). Fixăm to € T şi definim aplicația 
GR” o S, care asociază oricărui xp € R” acea unică soluție x(t) pentru care 
o) = x. Pentru orice że J, aplicația p,,:R* —> R”, xo > Py (Xot) se numeş- 
peratorul de tranziție de la tọ la £ Se arată uşor că aplicația Ọ,, este 
i | i 


ară şi matricea ei asociată în baza canonică (ej. a lui R%, 


ine Aita js m este definită prin aceea că u TS ad e;, 
isl 


Jae e; rezultă că în EAA k tranziţie P(o £) ai aula sînt soluţiile 
Xi), ..., X) care pentru tg iau respectiv valorile ej, = €,. Aceeaşi propri- 
ate o are matricea X(t) - X(t) *, oricare ar fi matricea fundamentală a siste- 
ului x = A(fz. Deci bt, È) = x. DC 
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Ca o consecinţă a teoremei 2.5, se obţine următorul 
COROLAR. Soluţia problemei PALY x = AX + biz), x(to) = xp este 


x(t) = lég, Exo + fon, É). btt) dt, (V)tel. 
fo hy 
Aşadar, cunoscînd legea diferențială de evoluție x’ = A(7)x AT a unui 
sistem dinamic E şi vectorul de stare x, la un moment dat t, se poate 
determina explicit starea sistemului £ la orice moment ż € J (ceea ce justifică 
termenul de matrice de tranziţie). 
Matricea de tranziţie are următoarele proprietăţi, uşor de verificat: 
1. C, £) = ign, (v)te I; 
2. P, s) - O(s, u) = P, u), (V)t, sue I; i 
3. Pentru orice £, s e I, matricea O(£, s) este inversabilă şi b(z, s)! = b(s, t): 


4, Sat AC) D, £); 


5. Soluția generală a sistemului x'(t) = A(t) x este x(£) = Dlt DCi cI 
fixat şi C vector-coloană constant; 
6. Soluţia sistemului x’ = A(ţ)x + b(t) care verifică x(£,) = xp este 


x(t) = (4, 2xg +f (s, t)b(s) ds 


partea liberă ta fată e 

În particular, soluţia sistemului omogen x = A(7). x cu condiția cc A x 
este x(t) = (tot) - Xo a 
Vom avea ulterior că, în cazul cînd matricea A este constantă, matricea d 
tranziție pentru sistemul x = Ax se exprimă explicit prin exponențial 
matricei At. 


2.2. Sisteme diferenţiale liniare cu coeficienţi constanți. 


Fie A : R” — R” operatorul liniar definit de matricea 
A = (a; si jsn E€ M, (R). Sistemul diferenţial autonom cu spaţiul Bedo Ro 


dat de cîmpul de vectori v(x) = Ax, adică 
(1) ž = Ax, 
se numeşte sistem diferențial liniar omogen cu coeficienţi constanţi. 
Deoarece elementele a, (d <i, J sn) sînt constante, din teorema 2.1 rezulti 
că soluțiile sistemului (1) sînt definite pe intervalul = (—c, +). Deoarece 
cîmpul vectorial v(x) = Ax este de clasă C”, din corolarul 2 al teoremei L. 10 
rezultă că soluțiile sistemului (1) sînt functii de clasă C pe R. 
PROPOZIȚIA 2.6. Fie = Ax un sistem diferenţial liniar omogen cu 
coeficienţi constanti (A € M (CR) şi fie S spatiul vectorial real a 
soluţiilor sale. | 
a) Dacă x e S atunci x e S. 
b) Fie à e o(A), à € Rşixye V,. Fie tye R fixat şi fie x e S soluţia care 
verifică condiția inițială x(£,) = x}. Atunci x(ż) e V, pentru orice te R. 
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Fie à € o(A), à € Rşiue V,. Atunci funcţia x(t) =e" .u, (Y) te R este 
utie a sistemului (1). 


DEMONSTRAȚIE. a) Fie xe S; atunci x = Ax şi deoarece x este funcţie de 
ă C” putem deriva relaţia anterioară: x” = Ax +A - x! sau (x) = Ax”, deci 


)) Dacă xy = 0 atunci x(t) = 0, (v)te R, (teorema 2.2, b)) deci x(t) e V,. Fie 
0; din x€ V, rezultă că Axy=Axg. Funcţia y=Ax—Ax=x Axe S şi 
= Axy — Axg = 0, deci y(¢) = 0, (V) t e R, adică Ax(t) = Ax(), de unde rezultă 
(£)e V,, (v)ze R. 

). Avem x(î) =1e“-u; Axlt) = e"Au =“ -u, deci x'(£) = Ax(t), (te R, 
AXE, 

OREMA 2.7. Fie x =Ax un sistem diferenţial liniar omogen cu 
ficienți  constanţi, astfel încît matricea Ae M,R) este 
onalizabilă peste R şi fie {u,, uo ..., u,} o bază în R” formată cu 
€ töri proprii ai matricei A. ADEI mulţimea de soluții 

D px) e, unde x0) = e u; cu à € R, (= 1, 2, ..., n} valorile 
oprii ale lui A, este un sistem fundamental de soluţii. 


EMONSTEAȚIE. Din propoziţia anterioară punctul c) rezultă că x, 


2, ..., n, este soluție a sistemului diferenţial x’ = Ax. Pentru t = 0 obținem 
pu u, deci (i 2(0), x20), ..., 200) = lee, up ., u,) este sistem liniar 
pendent de vectori în R”. Conform teoremei 2.2, c) mulţimea 
a x? x) cS este sistem liniar independent. Deoarece dimpS=n 
orema 2.2, d), rezultă că lib, x, ..., x} este bază în S, deci este sistem 
idamental de soluții. 

OBSERVAȚII. În concluzie, în cazul cînd matricea A e M, (R) este diagona- 
abilă peste R, A, Ào, ... A, E R sînt valorile sale proprii şi {U}, Ug, .-.» ul! este 
ază în R” formată cu vectori proprii corespunzători, atunci o matrice fun- 
amentală a sistemului diferenţial x’ = Ax este 


XE) = (e ua led. "AE lei j tu) 


Să studiem acum cazul cînd matricea sistemului diferenţial (1) nu este 
gonalizabilă, dar are proprietatea că toate valorilor sale proprii sînt reale, 
i polinomul caracteristic al matricei A se descompune în factori liniari 
e R. În acest caz matricea A poate fi adusă la forma canonică Jordan 
te R (teorema 1.3.20 din capitolul 1), deci există Te M, (R), T nesingulară 
fel încât TAT =J, unde J este matrice canonică Jordan. Vom folosi forma 
onică Jordan pentru rezolvarea sistemului diferențial (1). 


PROPOZIȚIA 2.8. Fie x = Ax un sistem diferenţial liniar omogen cu 
veficienţi constanţi, astfel încît matricea A € M,(R) să aibă toate 
alorile proprii reale. Atunci rezolvarea sistemului diferenţial x’ = Ax 
> reduce la rezolvarea unui număr finit de sisteme diferenţiale 
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liniare omogene cu coeficienţi constanţi de forma y = J,(A), unde J 
este o celulă Jordan (de ordin r > 1). 

DEMONSTRAȚIE. Fie Te M (R), T nesingulară astfel încât J = T AT. est 
matrice canonică Jordan. Efectuăm schimbarea de funcţii x = Ty, deci: 
x = Toy + Ty =Ty. Sistemul diferenţial (1) se scrie echivalent sub form 
Ty = ATy, sau y =T “ATY, deci sub forma 

(2) y =dJy. 

Deoarece J = diag (J, Ai), Jn Ao) --- J, (Ap) unde J, (à;) î=1,2,..., 
sînt celule Jordan, iar k este numărul de celule Jordan din matricea « 
rezultă că sistemul diferenţial (2), este echivalent cu k sisteme diferențiale d 
forma 

o B ay d, AY, 
unde am notat tot cu y Stana de funcţii obţinut cu o daia di functii] 
necunoscute y,, Yoy =: Yw Dacă rezolvăm sistemele diferențiale de tipul (3 
atunci aflăm soluțiile sistemului diferențial (2) şi din formula x = Ty, obținer 
soluțiile sistemului diferențial inițial (1). 

Trecem acum la rezolvarea sistemelor diferențiale de tipul (3). 

TEOREMA 2.9. Fie y =J Qy un sistem diferenţial liniar omogen e 
coeficienţi constanți, unde ,(A) este o celulă Jordan de ordinul r E 
i e R. Atunci o matrice fundamentală a sistemului este următoarea: 


l 0 0 a 0 
WI! 1 0 sai 30 
(4) Y=] EP! t/1! 1 RE 


ste ‘t’ 


(PIAr-D! P2Ar-2)! PAr-3) = 1 
DEMONSTRAȚIE. Scriem sistemul diferențial (3) sub formă scalară: 


yi = YI 
Ya = Yi t Ya 
(5) y3 = Ya + AYa 
Y; = ea +AYp. 
pei y; = dy, este o ecuaţie diferenţială inar omogenă şi are soluți 
ytt) = M (vezi teorema 1.3). Înlocuind pe y, în ecuaţia a doua a sistemulu 


(5) Te ecuaţia liniară neomogenä y = Ayo + C.ei!, care are soluți 
yt) = Coe + C teii (vezi corolarul teoremei 1.4). Înlocuind acum pe Vai 
ecuaţia a treia a sistemului (5) obținem ecuația liniară neomogenă. 
| ya = Aya + (Coe + Cite”), 
care are soluţia y(t) = Case + Cot /1! e% + Cut? /2! ek 
Presupunem că am aflat funcția necunoscută 
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ewy (=O + Cite +... CEN- 3) + CENT — De”. 
nlocuind pe y,_, în ecuația a r-a a sistemului (5) obținem din nou o 
ție neomogenă, care (conform corar teoremei 1.4) are soluția 
Ce” +O tlle +. + CE Ar- De + CINT — Lle. 

n final, obținem adala sistemului (5) sub forma 


T 4/1! 1 O -.. Olc 
Ypit 
lei 2/11 10 1 Oc 
y(t) 

Pr DD! EPAr-2)) -= ije 


'o matrice fundamentală a sistemului (3) are forma indicată în formula 


)BSERVAȚIE. Pentru sistemul ditai cui (2), obţinem o matrice 
citată sub forma 

(6) Y(t) = diag(Y (t), Ya (t), ..., Vl), | 
erate Yt), i = 1, 2, ..., k, are forma (4). Atunci, o matrice anmak 
ru sistemul diferenţial (1) are forma X0) = 7. Y). 

in rezultatele de mai sus se observă rolul important pe care ilj joacă valo- 
roprii ale matricei unui sistem diferenţial liniar cu coeficienți constanți. 
‘azul cînd valorile proprii sînt complexe se tratează similar; exponențială 
„matrice permite o tratare unitară. 


2.3. Exponențiala unei matrice; aplicații la sisteme diferențiale 


ie A e M,(0) o matrice oarecare, A = (2; is, jsn €a se poate identifica deci 
5 oder vi UE Ce PORNIRE + ARID PORTO + ADR A Lisi C" şi are loc izomorfismul de spaţii 
oriale complexe M (C) = cr În particular, structura de spaţiu Banach de 


r? se poate transfera la M (C). Mai precis, definind 


ține o normă pe M,(C); se verifică imediat că dacă A, Be M (C) şi dacă 
3 (x vector-coloană), atunci |AB]< JA]-]8], Axl <lAl-lel si |a*| Jaf, 
ke N*. 
PROPOZIȚIA 2.10. Fie o serie de puteri peste c, 
f (x) = MALI a = ap tax + apti... 

k20 
aza de convergenta R > 0. 
tunci pentru orice matrice A € M,(C) astfel încît |A} < R seria de 
rice 


(1) pă a å? = aoln 4 QÅ + apA? Foys 
k>0 
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este o serie convergentă în spaţiul Banach M (C). (Suma ei se notează 
cu AA) şi se numeşte funcţia de matricea A definită de f). 
DEMONSTRAȚIE. Alegem r > 0 astfel încît |Al<r<R. Se ştie din teoria 
seriilor de puteri că seria numerică Dar’ este absolut convergentă, deci 
PES ue si ia SE 
seria de numere reale pozitive e Jla r” este convergentă. Avem pentru orice 
k20. 
k 20, 
k k 

lasa J- leat fa*]s katal <he: 


Conform criteriului de comparație rezultă că seria > lea” | este 


convergentă, to seria de matrice X aA* este absolut convergentă. Atunci 
k20 
rezultă că seria Y aA" este convergentă în spațiul Banach M,(C). 
k20 
PROPOZIȚIA 2.11. În condițiile propoziției 2.10 matricea fA) 'se 


poate exprima ca o combinație liniară de 1, A, ..., A" cu coeficienţi 
compiecşi. 

DEMONSTRAȚIE. Conform corolarului 1 al teoremei [.3.2 a H 
Hamilton-Cayley, puterile A% k>n, sînt combinaţii liniare de puteri 
I,A, ..., A”. Fie V c M,(C) subspaţiul vectorial generat de (Z, A, n A") 

Din cele de mai sus rezultă că orice polinom de matricea A aparține 
subspaţiului V. Deoarece AA) este limita sumelor parţiale ale seriei (1), adic 
limită de polinoame de matricea A, rezultă că AA) e V, fiindcă V e. M,„(C) es 


închis în M (C), ca orice subspaţiu finit dimensional al unui spațiu Banach. 
2 A 


DEFINIŢIA 2.3. Fie seria de puteri e” =1 Tri Aa . avînd raza de cor 


vergență R = co, Pentru orice matrice A e M,(C) condiţia |A|< R este îndepl 
nită şi aplicînd propoziţia 2.10, rezultă că seria de matrice 


1 P : M i i 
I +—A+—A2+... este convergentă. Suma acestei serii se notează că sau 


exp A şi se numeşte exponenţțiala matricei A. 
Aşadar, se MO) şi 
i 1 


„d 
2 4 
(2) acr ETa * a Lira 


Proprietăţile exponențialei de matrice sînt date în următoarea: 
TEOREMA 2.12. a) e™ = I„; e =el, (V) Ae C. 
b) Dacă A = diag (A, Ào, --- A) € MAO), atunci e^ = diag(e™ , e°?,...,e 


c) Dacă A, B e M, (C) şi AB = BA, atune câ .eB ae o hae, 


d) Pentru orice A € M (C), matricea eĉ este nesingulară şi (êy 
e) Fie A e M,(C) şi Te MC), nesingulară; atunci e? ^T = A gts T 
f) Dacă A = diag (A, Ap, u A) e M,(C), atunci 


Sa (E E 
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e o celulă Jordan, atunci e dă | 


1/1! 1 0 0 
er = e| 1/2! 1/1! 0 l, 


V(n — 1)! V(n-2)! Mn-3)! = 1 


Dacă A e M,(C) şi te R, atunci (e) =A . e4 (derivarea unei matri- 
e funcţii înseamnă derivarea fiecărui element al matricei). 
DEMONSTRAȚIE. a) rezultă direct din formula (2); b) rezultă din formula 


leoarece A* = diag(ii, Waan Dke N 
} Avem 


A+B IS k! : ii 
e —(A + By —- e AB y 
- Za = di AT Bi 


“AB | az E aw A B 
e = ZAL — B" jee’. e?, 
etsy y i [sta] 34 
k20} Osi,msk 0 | m20 ` 
lemek 


tima relație rezultă din teorema lui Mertens asupra produsului de serii, 
se extinde direct şi la serii de matrice. 
JAGA) = CA) - A şi aplicînd punctul c) rezultă pf e m ehte = on = În 
) Pentru orice k e IN” avem Sg ii = TTAŻT. Atunci 


Pier = 71| Y LA |r = 5 L(TIATp = 747. 
| k20 k! z0 k! 
"Rezultă sia nou direct din formula (2), deoarece 

AY = diag(Af, A3,..., AŻ). 
Avem 
5 TO) a hirtie = er H, ee, 


e = e r=e 


řece AIDH, = H (A],) şi aplicăm punctul (c), unde 
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0 
e M,(C) 
1 0 
Avem 
0 
Q 
100 
deci, din formula (2) obținem: 
10 0 0 0 | 0 0 
H N 0 1 ha 1 0 4 100 
e™ = r ++ 
1! í (7-1)! 
O i 0 1 0 1 
adică | 
i O 0 1 
1/1! 1 1/1! 1 
el =] WE S şi et set] Va! Mibo ne 


h) Aplicînd teorema de derivare a seriilor rezultă că putem deriva term 
cu termen seria 


T T SR Topa? Akak 
e = În tura A arii Ar. 
Obţinem 
1 


tå v 2, Í 2,43 1 
= A +> tA" +t A? + tome 
i T T EU! 


= a(i, + A) +AA) i ) = Ae“, 


POLAR + = 


OBSERVAȚIE. Dacă Ae M,R) atunci, evident, ete M,(R) şi ci 
ee GL(n,R). | | 

TEOREMA 2.13. a) Fie A € M„(K) (K=R sau C). Atunci soluţia sis 
mului i=Ax, care verifică condiţia iniţială x(î)=xpeK, € 
xlt) = et x, te R. 
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diţia inițială x(î9) = xp € K", tọ € Z, este 


£ 
POETAE: [amog . b(t) dr. 
A 
EMONSTRAȚIE. a) Avem 
tlt) = (ett”tA g = Act „x = Axl), V)te R, 
(t) verifică sistemul. Apoi (29) =e%4 xp = xo=Xp deci conform 
ei de existenţă şi unicitate a soluțiilor, x(7)=e%4.x) este soluţia 
mei Cauchy date. 
ivem 


; pi 

lE) = AeA x + Ae“ [ef bo) dt + ett -e™ .b(t) = Axlt) + b(t), 
to 

deci x(t) verifică sistemul. Apoi x(to) = xg + 0 = xo, deci 


tA 
x(t) z pto) -Xo + pas | b(t) dr 
to 


1 


-. 


luția problemei Cauchy date. 
ROLAR. a) Matricea eĉ este o matrice fundamentală a sistemului 


-wå este matricea de tranziţie de latylat. 


iatricea P(,î)=e 
terpretare sistemică. Să presupunem că x = (x, -u x este vectorul 
re al unui sistem dinamic a cărui lege diferențială de evoluție este 
x + b(t) cu b(t) vector-coloană de funcții continue pe un interval Z. 

anci formula din teorema 2.13, b) permite determinarea vectorului de 
a orice moment ț € I din cunoaşterea lui la un moment fọ. Aceasta este 
din cele mai frumoase şi importante formule de matematică, arătînd 
ată utilitatea exponențialei unei matrici, 

Dacă în sistemul x = Ax+b(t) se face schimbarea de funcţii x = Ty cu T 
e nesingulară, atunci x = Tý şi sistemul devine y = TATy +T}. b(t). 
gînd T convenabil, TTAT =J (forma Jordan) şi notînd Tb) = bt), 
ul: devine y=Jy+b(). Dar J = diag (J}, J) cu Jaen J, celule 
in. Sistemul se ”decuplează" în r subsisteme de forma z = Jz + b(t) cu J 
Jordan. Această decuplare este folosită intensiv în teoria sistemelor 


A e MR); pentru orice te R să considerăm aplicaţia g‘: R” -> R”, 
prin gi) = eÅ x, (Y) x e R”. 

MREMA 2.14. Perechea (R”, (g')) este un curent definit de un grup 
parametru de difeomorfisme ale lui R” şi orice mişcare 
R”, ot) =g*(x) a unui punct xe R” este o soluție a sistemului 
ential x = Ax. zi 

ONSTRAȚIE. Aplicația g : R x R"— R”, gG x) ze x, (Vte R, 

€ R” este diferenţiabilă şi în plus, 
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ga) = gis ia eiA .e să s (gi o g°X2), : 
iar g°(x) = x pentru orice x e R”. Aşadar, (R”, (g”)) este un curent definit de un 
grup cu un parametru de difeomorfisme ale lui R”, Aplicînd teorema 1.1 este 
suficient să calculăm cîmpul vectorial al vitezelor curentului în punctul 
x e R”. Avem ; 
dg’x 


= d (eta -X) 
dr |, d 


= Ay, 
t=0 


v(x)= 


deci orice mişcare este o solutie a sistemului x = Ax. 
COROLAR. Soluţiile unui sistem v = Ax, A e M,R) definesc un cureni 
global pe R”. pa 
Acest rezultat generalizează stă care urmează teoremei 1.1. 
EXEMPLE (relatii la calculul lui e'4). | 
1) Calculul lui e'f se poate face folosind forma Jordan a matricei A ş 
proprietăţile din teorema 2.12. Atunci el se reduce la calculul lui e! unde 
J (À) este celulă Jordan. Procedînd ca în demonstrația teoremei 2.12 g), se 
obţine formula 


1 0 O O 
Vl! 1 0 0 
0 


er e) AL M! 1 


Ir! E A= MA 

care este aceeaşi cu matricea fundamentală (4) din teorema 2.8. E 
În cazul cînd valorile proprii À}, Ào, =, À, ale matricei A sînt simple există 

o formulă directă pentru calculul lui ef, fără a apela la jordanizare; anume 
ei Teh d sia da th 

sa E, E e N E i 

(simbolul "—"” semnifică eliminarea factorului respectiv). DIE să 
alegem cîte un vector propriu v, pentru à, € 0(A), 1<k sn. Conform pro 
2.11, există Qp Os, --: Op. astfel încît ef = og, + OytA +... + Ob A”. D 
A - V, = Ap, deci AP - v, = Au, pentru orice întreg p 2 0 şi ca atare 


P 
o 4PAP r E - 
ei -y, = 5 i Up = > T v, =e .v,, 
p=0 P: p=0 P: 
Înmulţind relația e4 = 07, + tA +... +04” la dreapta cu 


rezultă e^ = 0y + Odă, +a + OPTA a, „1 e <n şi rezolvînd acest siste 
relativ la Oo, Qp -o Oua Se abis minuni anterioară (*). 


r 


Ca un exemplu, fie A = k s} atunci o(A) = (1, 2) şi conform (*), avem: 
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A_ e A-2l, 2 A-la e 2e%-2e' 
e“ me. +e”. = 
1-2 2-1 0 e% 
Re Ea i 
2) Fie A=|-3 -4 -3 |. Conform exemplelor date în capitolul I, după pre- 
4 76 
9 ! 
 zentarea algoritmului de jordanizare , avem o, = {-1, 2} şi luînd 
A F 
— 0 -2 1 00 
1 1 Ol avem TAT =| 0 2 O|=diag(B, B), unde B, =(-1) şi 
1, B2 1 
— -1 0-1 012 
(20 = ml At -£ Bot 
- 1 9 . Conform teoremei 2.12 e, f, rezultă T> -e~ - T = diag (e *, e°? ). 
E e* 0 0 
ar e” =e”. j | deci ef! =T] 0 e” 0 LT 
| 1.40 
mi -į 3 01 coala f ; 
3) Fie A = orm exemplelor aminti erior O, = i 
3) Fie A i 0-11 Conf lelor amintite anterior o, = {1} ş 
0 -i -1 1 
(1000 
1100 
rezultă TAT =J = 01190 deci 
0001 
e 000 
te! e 00 
e“ = Te” T=T| a d da a, 
ye te e Q 
0 0 0g 


3) Să presupunem că o particulă materială se află la momentul £ în 
netul (x (t), x2(£)), astfel încât x, =x; + 29, X9 = 2x3, iar la momentul t = 0 
se află în punctul (1, 7). Ne propunem să determinăm la ce moment ea se 
găsi pe dreapta x, = 14. 


Aşadar, + = Ax unde A = deci x(t) = et . x(0) = (14e% — 13e, Te”. 


O 2 


Rezultă Te” = 14 şi t= Žin 2, momentul cerut. 
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2.4. Ecuatii diferenţiale de ordin superior 


Se numeşte ecuaţie diferenţială de ordinul n orice ecuaţie de forma 
(1) x = Fit, Ra E oara xy, 

unde F: U R este o funcție diferențiabilă (de clasă C’, r > 1) pe domeniu 

U c R™L, Forma (1) se mai numeşte şi forma normală a ecuației diferenția 

le. Uneori se consideră ecuaţii diferențiale de ordinul n şi sub formă implici 

tă, adică | 

(2) Pt, xxx Dx) = 0, 

unde ® : D > R este o funcţie diferenţiabilă (de clasă C”, r 2 1) pe un domeni 

Dc R, 

DEFINIȚIA 2.4. Se numeşte soluţie a ecuaţiei (1) o aplicaţie de clasă 
ọ : I — R definită pe un interval I = (a, b) C R, pentru care: 

a) punctul (t, p(), g’), ..., oI) aparţine lui U, (v)te F; 
b) pentru orice ż € J, GPE = FE, o), P, ..-, PEPE. 

Se numeşte dată inițială orice punct (fu) din U; problem. 
Cauchy corespunzătoare constă în a determina o soluție ọ(¢) definită pe o ve 
cinătate a lui łą astfel încît Qg) = uz, PUp) = ua os pb.) =u, deci functi 
ọ şi primele ei n — 1 derivate au valori prescrise în tg. 

TEOREMA 2.15. Ecuația diferenţială (1) este echivalentă cu sistemu 
diferențial de n ecuații de ordinul I 

Xy = Xo 


Xo = Xg 


(3) 


E A E AE poiana P 


în sensul că dacă ọ este o soluție a ecuaţiei (1), atunci vectorul forma 
din derivate (0,9, 6,....9%”) este soluţie a sistemului (3), iar dac: 
(9... P,) este soluţie a sistemului (3) atunci ọ, este soluție a ecuaţie 


(1). 
DEMONSTRAȚIE. Fie q soluție a ecuaţiei (1) şi notăm $, = $, 


P=, oo Pan = pb, Atunci Pi = 03, 02203, -o Po SP şi 
On, = F(t, Q1:@2 n), deci vectorul de funcții (9, $,....p”P) este soluţi 
sistemului (3). Reciproc, fie (0, P» -= 0) o soluție a sistemului (3) şi not 
q, = e. Din ecuaţia întiia a sistemului (3) obţinem $ = 02, din ecuația a do 
avem = 3,..., din ecuaţia a (n - 1)-a rezultă pb = P, şi, în sfîrşit, din e 
aţia a n-a obținem ọ™ = F(t, 0,0,..., 0), adică e = q, este soluţie a ecu 
ei diferenţiale (1). g 
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OBSERVAȚIE. Fie (fp Up -n U) E U un punct fixat. Soluţia q a ecuaţiei (1) 
țisface condiţiile iniţiale 


(4) Pl) =, Pl) ziua, -- POD) =u,, 


că şi numai dacă soluția corespunzătoare (01, 0, ..., $,) a sistemului (3) sa- 
ce condiţiile iniţiale 

| Pilo) = Us Palo) = Ugress Prulto) = 

a ce Tnii evident din demonstrația teoremei 2. E 


ar, corespondența între ecuațiile (1) şi sistemele (3) conservă soluțiile 
; probleme Cauchy formulate corespunzător. 


'OROLAR. Fie (Egr Tips eu „Ye U un punct fixat. Atunci soluţia ecua- 
(1) cu condiţia inițială (4) există şi este unică într-o vecinătate a 
g (de fapt orice două soluţii cu această condiţie iniţială coincid pe 
rsecţia intervalelor de definiţie). 


JEMONSTRAȚŢIE. Se aplică teoremele 2.15 şi 1.8. 


MPLE. 1) Legea a doua a dinamicii conduce la ecuaţii diferenţiale de 

mä = f(t,x,ă), unde x(t) este poziţia unei particule de masă m la mo- 

tul £ într-o mişcare rectilinie, sub acțiunea unei forțe f. Se obţine astfel o 
ie de ordin II. Punînd x, =x şi x =, rezultă x, = xp şi | 


a | , , Š l | N 
sf tu) deci ecuația este echivalentă cu sistemul de ordinul 
e de 


Xy = Xp 
: 1 
Xoy Ko N Xis Xa). 


Problema Cauchy pentru ecuația anterioară revine la a fixa un moment tọ, 
numere U;, Ug şi a determina soluția x(t) pentru care xlig) = u4, (%) = lo 
lte cuvinte, a determina poziția particulei la orice moment cunoscînd 
itia şi viteza ei la momentul tg). De fapt prima problemă ateu a apărut 


__ 2) Fie un circuit electric R-L-C (figura V.11). 
Notînd cu q sarcina electrică care trece de la o pla- 


că la cealaltă a condensatorului şi cu i= < curen- 


tul, rezultă LŠ +Ri+ =0. Presupunînd cunos- 


C 
Figura V,1l. 


cute qpy=a(0) şi iv=a(0), se obţine o problemă 
Cauchy pentru ecuația Lä + RQ + za =0, 


troducînd notaţiile x, =q, xp =% = q=i, această problemă este echiva- 
cu rezolvarea unei probleme Cauchy pentru sistemul liniar 
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X = Xo 
A Í R x,(0) = qo: xo(0) = io 
ner A N e, | 
0 o 
care este de forma x = Ax, x(0)=xp, unde A=|__1_ Roz. | 
CL L to 


Tipuri particulare de ecuaţii diferențiale de ordin superior 


Modificăm notaţiile (fie şi pentru evitarea automatismelor) şi considerăm 
cîteva tipuri de ecuaţii de forma F(x, y, y’, -s 9) = 0, cu necunoscuta y(x 
xe ICR. | i 
a) y = Ax) cu f:I— R funcţie continuă. Această ecuaţie se rezolvă prin + 
integrări succesive; soluția generală depinde de n constante arbitrare. 
EXEMPLU. Fie ecuaţia y” = — cos x. Atunci 
x? x? | 
y” (x) = sint, WAL) = a Cuza şi 


xt x? 
y(x) = S sinx + d. z + Cox +C} cu Ci Co Cg constante arbitrare (aici 


poate lua 7 = R). 


b) O ecuație de forma F(x, y®, y 


y, y’, Y îşi reduce ordinul cu k aan, Doni y 


EXEMPLU. Fie ecuaţia de ordinul IV : ui - y” = x; punînd y” =z se obține 


ecuaţia de ordinul întîi z ~ z =x. 


D. y®)=0 în care lipsesc expli 


O 


+ 


c) Ecuatii omogene în y, y’, ..., "9. În acest caz se notează u = > (adic 
y 


se face schimbarea de fanepe y(x) -> ulx)); rezultă y =u- y, 
y =wyt+tu y =u y+ Ta -y = (U + Tar y etc. şi ecuația îşi scade ordinul cu € 
unitate. 

EXEMPLU. Fie erap omogenă y: y”—2 d = 0. Punînd y=u-y, rezul 


y- (w +u’). y — 2u?y? = 0, deci y = sau = 0, de unde 
Zor, S = dx, Datu -2 - 7 = =x +C, z i-a Şi yo- 

d) Ecuaţii autonome (invariante în timp). Acestea sînt ecuații în ca 
lipseşte explicit variabila independentă; revenind la notaţiile mai vechi, si 
ecuații de forma F(x, x,...,x0) =0, în care necunoscuta este x(t) dar t lipse 
te explicit. Majoritatea legilor fizice diferenţiale sînt de acest tip. În acest ca 
se notează x= p şi de consideră ca necunoscută plx) deci se face schimbar 


x(t) -> p(x); avem 


TI seeen J m a —— 
pa pan per 


Ert 
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Ecuația iniţială îşi reduce ordinul cu o unitate. 

ustificarea denumirii de ecuație invariantă în timp provine de la faptul 
acă x(ż) este soluţie, atunci pentru orice t # 0, funcţia x(t) = x(t + 1) este de 
emenea soluţie. 

) Ecuațiile liniare de ordinul n (de gradul întîi în funcția necunoscută şi 
i erivatele acesteia) vor fi studiate în detaliu în paragraful următor. 

“Printre ecuațiile de acest tip menționăm: ecuațiile cu coeficienţi constanti, 
uaţiile Euler, ecuaţiile Bessel, Legendre, Lagrange, Schrödinger, Mathieu, 
ry etc., unele studiate la cursul de fizică sau la cursurile de specialitate. 
‘Asupra unora dintre ele vom reveni ulterior (de exemplu în capitolul de 
icții speciale). 


2.5. Ecuaţii diferențiale liniare de ordinul n (n > 1) 


Folosind echivalența dată de teorema 2.15, vom studia acum ecuația 
erențială de ordinul n, cu ajutorul rezultatelor de la sisteme diferentiale 
jare de ordinul I. Forma generală a ecuatiei diferențiale liniare neomo- 
> de ordinul n, cu coeficienți variabili este 


(5) aE ta EEP +... a, Eit a, x = bE), 


de a; b : I > R, 0 <i <n, sînt funcții continue pe intervalul Z CR şi ag #0. 
Dacă b = 0 (adică b@) = 0, (V)te I), atunci ecuaţia (5) se numeşte omoge- 


N icşorînd eventual I, putem presupune că a(t) +0, (V)te T şi atunci 
ţia (5) poate fi adusă la forma normală 
(6) p(n) = — a, (£) Sl a, 1 (£) E EN: a (t) aH a LO b(t) 

ag(t) ag(£) apt) ag(t). 


Din teoremele 2.15 şi 2.1 rezultă că soluțiile ecuaţiei (5) sînt definite pe tot 
rvalul I c R. 


TEOREMA 2.16. a) Fie S mulțimea soluțiilor ecuaţiei diferențiale 
are omogene 
(7) y™ iai An (£) x — CASI (t) x’ Enga On (£) pan DD 
dolt) ag (t) ag (t) 
Atunci S este un spațiu vectorial peste R şi dimpS =n. 


) Fie / mulțimea soluțiilor ecuației diferențiale liniare neomoge- 
6) şi x, e /o soluţie fixată (particulară). Atunci /= S + Xy 


EMONSTRAȚIE. a) Faptul că S este spațiu vectorial peste R este evident 
demonstrează ca în teorema 2. 2 (a). Sistemul diferențial (3) se serie în 
ecuaţiei (7) sub forma 
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Xy Ea Xa 
A = g | 
(8) 
i, =- a, (t) x- mae E a a dy (7) x, 
E a(t) apt) o ag 
şi este un sistem diferenţial liniar cu matricea 
$ i j i 0 | 1 ; Denr 
0 Q 10) 
(9) A(t) = 
ao) ap aE) 


Fie S spațiul vectorial peste R al soluțiilor sistemului liniar (8) şi 
0: S -> S, aplicaţia dată de teorema 2.15, Pr Po -> Ph) = 0. Din teore 
2,15 rezultă că 9 este bijectivă şi cum este evident liniară, rezultă că 8 este u 
izomorfism de spații vectoriale, Aplicînd teorema 2.2 (d), rezulta | 
dimgs =n, 

b) Demonstrația este imediată şi se face la fel ca în lema 2.4. 

DEFINIȚIA 2.5. a) Orice bază în spațiul vectorial S al soluțiilor ecuați 
omogene (7) se numeşte sistem fundamental de soluții. 

b) Fie {91 Qp -- @,} un sistem fundamental de soluții pentru ecuația (7 

Se numeşte wronskianul ecuaţiei (7) wronskianul sistemului asociat (| 
şi are forma | o : 

N Po saa On 


Pi P2 ho On 
10 W@)= 
pb po -. ea -1) 


Pe baza rezultatelor: i la sisteme diferențiale liniare obținem următ 


rele: 
OBSERVAȚII. 1) Din teorema 2.3 (Liouville) rezultă că 


i. AGPS 
 Wa@)= Wit Je o so 
2) Din teorema 2.16 rezultă că orice soluție x € Sa are e forma 
x = Cupa + Co + + e e, e R,i=1,2,. | 
(C; constante), unde !9,, 0, =; i este un sistem en de soluții.. 
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plicînd metoda: "variaţiei constantelor” (teorema 2.5), se poate afla o 
e particulară x, € ” pentru ecuația neomogenă (6). Se caută 
xE) = COPE) + COPE) + ... + CARE). 
în demonstraţia teoremei 2.5 (Lagrange) se obţine, pentru funcțiile 
a C;, sistemul algebric liniar: | 

Cupa + Capa +... + 010 =0 

Cipi + Capa +... + Cup =0 


Li 


C vorde; oe- Di 40o (4-4) a RU), 


aid)! 

erminantul nenul W(£), sistem care se poate deci rezolva. 

Dacă pentru ecuaţia (5) se cunoaşte o soluție particulară x (t), atunci 
d x = x,y, se obține o ecuație în y(t) în care coeficientul Joi y este 
tie nul; ca atare, punînd y =z, ordinul ecuației scade cu o unitate. 


2.6. Cazul coeficienţilor constanti 


e numeşte ecuație diferențială liniară cu coeficienți constanți 
genă o ecuație de forma 

| (11) x) + ab + +a = 0, 

a; € K(K=R sau 0). Aplicind teorema 2.15 şi rezultatele de la sisteme 
ontiale, rezultă că soluţiile ecuaţiei (11) sînt definite pe R şi sînt funcţii - 
lasă C”. Folosind teoremele de la sisteme diferenţiale cu coeficienți 
anți am putea da forma soluţiilor ecuaţiei (11), dar vom face aceasta 
r-o metodă directă. 

DEFINIȚIA 2.6. Polinomul P(X)=X" +a A Rieti KIXI, asociat 
ției diferențiale (11), se numeşte polinomul caracteristic al ecuaţiei 
nțiale liniare cu coeficienți constanți omogene. 

BSERVAȚIE. Se verifică imediat că P(X) este polinomul caracteristic al 
icei A a sistemului diferenţial asociat ecuaţiei (11) (vezi formula ( (9)). 
svom situa în cazul K = C şi fie 

(12) P(X)=(X -A )" Capa X-A, Ny tng +... +n, EN, 
mpunerea polinomului caracteristic P(X) în factori liniari peste C. 

otăm cu D operatorul de derivare în raport cu £ 


D = dc) — CR), 
qi 


i | aplicaţia identică a spațiului CR) (funcții cu valori complexe). 
isociem polinomului caracteristic PO) operatorul diferenţial 
D): C” (R) CR), P(D) = (D-14D* (D -A1 0...0 (D-A,D”. 
MA 2.17. Pentru orice xe C” (R) avem 

13) | P(Dyx = o +a Di, + ax, 


ix este soluție a ecuaţiei (11) dacă şi deal dacă P(Dyk = 0. 
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DEMONSTRAȚIE. Vom demonstra afirmația în cazul n = 2, cazul genera] 

rezultînd în mod analog folosind relațiile lui Viète. Fie deci x e CR) şi 
P(D)=(D -I)o (D ~ Aai). 

Atunci 
P(D)=(D -ADAD — 9) = (D ~ 1) (Dx = Ag) = 

= (DA — Ag) = (č — Ag) —A (t — Àg) = 

3 — (Ag Ag) + Aigă = X + apă + apă. 
Remarcăm că avem şi relația 
(D-o (D= AD = (DA) (D-A, 

deci operatorii (D -à I), (D-Agl) comută între ei. 

LEMA 2.18. Avem | | 

(D- AD (e™x(t)) = e -x (8). 

DEMONSTRAȚIE. Aplicăm inducția după k. Pentru k = . 1 avem. 
(D ~ Me™ x(t)) = (ext) -re xlt) = he x(t) + ea” (t) ~ he xlt) = a(i). 

Presupunem afirmația adevărată pentru k — 1 > 1 şi rezultă că 

(D — AP (ex) = (D-ADo(D - MY (e™x(t)) = 
=(D -AE (e™ xP (t) = e xP E). 

LEMA 2.19. Fie A, o rădăcină de multiplicitate n, a polinomul 
caracteristic P(X). Fie Qe CIX] cu grad Q<n;-1. Atunci funcți 

et) este soluție a ecuaţiei diferențiale (11). 

DEMONSTRAȚIE. Din lema 2.18 avem 

O (DAD (P QU) =e QE) =0, (V) tE R. 
Aplicînd lema 2.17, obținem AE ma a 
P(DX Q0) =(D- MD” 0...9 (D-A,D" (D AA: (eQ(t)) =0, 


(V)ze R, deci funcţia ei'Q)(t) este soluţie a ecuației (11). 
TEOREMA 2.20. Fie à, ào- cu multiplicităţile ri na, 
rădăcinile polinomului caracteristic (12) al ecuaţiei omogene cu de 


ficienţi constanţi (11). Atunci mulţimea cu n=n+np+..tn, funct 


£ T. 
X; = e1 „Xa = teit, ne m = ¿"1 let. 
l 1 Agt e’, 2 ngil gt. 
Fa É n -lo À pÉ 
a pp Za 
Knyt.. Htp RE a! D 3 rreg Xa a É E a 


este un sistem fundamental de solutii al ecua (10. 

DEMONSTRAŢIE, Conform lemei 2.19 toate cele n funcţii sînt solutii i al 
ecuației (11). Deoarece spațiul soluțiilor S are dimensiunea n (teorema 2. 1 
(a)) este suficient să verificăm că sistemul celor n funcţii este linia 
independent. O combinaţie liniară a acestora ne dă o relație de forma: 


(13) Q (e! QHA. +Q DA = 0, (W)te R; 
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grad Q; =n;- 1 (i = 1,2,...,p). Facem observaţia că derivata unei funcţii 
rma Q(t)e cu A = 0 are forma Q(t)e™, unde grad = gradQ. Într-adevăr, 
vînd obținem 

(HeY = Qe +A =A”, 

(t) = AQ) + Q(t) şi, cum A # 0, rezultă că grad) = grad Q. 

criem acum relația (13) sub forma 

l QE Qe +... +Q Ae 0, (V) te R, 

rivăm de atîtea ori pînă Seas Q(t). Obţinem o relaţie de forma | 

Qa HeC t., + (tepe =0, (te R, | 


| „gradA, = gradQ,, i=2,...,„p. Repetînd procedeul obținem în final o 
ie de forma 


a: 


Q, (tje®r ~- = =0, (V)że R, 
lē gradę? = = grad Q. De aici rezultă Q; = 0, de unde avem Q, = = O şi relaţia 


(13) Que +... +Q Eert =0, (Wte R. 

tepetînd raţionamentul rezultă ~ că 

Q, ai Pc = O, Q,_2 0, -3 Q = 0, 

stemul celor n funcţii din mad teoremei este liniar independent. 
ROLAR. Presupunem că polinomul caracteristic al ecuatiei (11) 
:oeficienți reali, P(X) e RIX], şi fie (12) descompunerea sa în fac- 
liniari peste C. Atunci din sistemul fundamental de soluţii dat în 
ema 2.20, se poate obţine un sistem fundamental de soluţii reale 
ru ecuaţia (11). 

DEMONSTRAȚIE, Deoarece P(X) are coeficienţi reali, rădăcinile sale 
eale se grupează în perechi complex conjugate. Atunci şi funcţiile din 
ema 2,20 se grupează în perechi complex conjugate. 

BSERVAȚIE. Trebuie reţinut că în expresia soluţiilor unor ecuații 
rențiale sau sisteme Au anale (x =A :x) cu coeficienţi constanţi, apar 


ai polinoame, exponenţiale e , funcţii trigonometrice cos Bf, sin Bt şi 
se ale acestora. 


EMPLE. 1) Să considerăm o ecuaţie liniară şi omogenă de ordinul doi cu 
cienți constanți ¥ +a% +bx=0, a, be R. Polinomul ei caracteristic este 
X? +aX +b. Dacă rădăcinile lui, notate À;, ào, sînt reale şi distincte, 
ci un sistem fundamental de soluții este (el, ež} şi soluţia generală a 


ei va fi x(t) = Ce! + Coe?! (pe R), cu C,, C constante arbitrare. Dacă 

ie R, atunci «x(t)= Oeh! +Cote™, iar dacă 1p=atfi (a, Be R), 

(20, e(t) +C, ela-Bi)t = "(C eibt + Coe -ibt Deci 

at) = (D, cos Bt + Da sin fit)e“ cu D,, D, constante reale arbitrare. 
Determinăm efectiv soluţia generală pentru ecuațiile x +2x - 3x =0 şi 

ectiv 4# +4% +x =0; în primul caz PX) =X? + 2X - 3 = (X - 1X + 3) şi în 
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al doilea caz fni a + 12. Soluţia generală va fi x(t) = Ce + Coe“ ADR 


tiv x(t) = Ce 2 +Cye 7 ], cu C}, C, constante arbitrare. l 

3) Pentru ecuația penduluiui ¥+@ 22 =0 (@> 0) avem PRQ =X +o? şi. 
àg = & ie deci soluția generală va fi x(t) = C, cos œt + C, sin o, t€ R. lar pen- 
tru ecuaţia y” +2y'+7y=0 cu necunoscuta y(x) avem àg = MIE i6 şi 


y(x) = e™* (C, cosxv6 + Ca sinx+/6). 
4) Determinăm soluţia generală a ecuaţiei xV -2% + =0; în acest ca 
PX) =X* -2X +X = XX- 1) şi Ap = O, Àg 4 = 1 deci 


x(t) = Ca + Cot + Cae + Cate! cu Cp: is k < 4, constante arbitrare. 
OBSERVAȚIE. Fie 
14) Ptax"? +... +a x =b) te ICR, 


o ecuaţie diferenţială neomogenă, cu coeficienți constanți a, i= 1, 2, yr 
(a;e K; K=R sau ©). Pentru calculul unei soluții particulare a sa Eek m 
aplica metoda variaţiei constantelor. În cazul unor funcţii particulare b(t) s 
poate aplica metoda "coeficienţilor nedeterminaţi”. Îndicăm citeva asemene 
cazuri pui | 
I) b(t) = *; Aae C. | S E ii 
a) Stei aei p d=1,2,...p, atunci se poate afla o soluție particular 
X = Ce” şi în loci stă A în siaii (14) se determină constanta CEK 
b) Dacă & =À, , atunci se poate afla o soluție particulară x(t) = CP iet 


CekK. 
II) b= A con Be Ap sin Ba mpa e C,BeR. 
a) Dacă ip + ÀJ = 1, 2, ..„„p, atunci se poate afla o soluţie parilar. 
x(t) = C cos Bt + C, sin Bé, C), Co € K. 
b) Dacă iĝ = À, , atunci se poate afla o soluție particulară 
x (t) = t° (C; cosft + CasinBt), Ci, Ce K. 
HE) b(t) = polinom de gradul k cu coeficienți î inKo | 
a) Dacă Oz, j=1,2,.-„p, atunci se poate afla o soluţie particulari 
x (E) = Q), polinom de gradil k cu coeficienți nedeterminați din K, care s 
află prin verificare, | 
b) Dacă 0 =A; „atunci se poate afla o soluţie particulară x (7) = "do QO, 


Jo 3 


polinom de Au k. 


EXEMPLE. Determinăm solutia generală a ecuației liniare- 
x+% =5t+cos3t. Soluția generală a ecuației omogene este xy(7) = Ci + Ce 
există o soluție particulară de forma x {6 = (At + B)-t+C cos 3t + D sin 3t., îi 
Scriind că z, (£)+xp() = 5t + cos at pentru orice te R, rezultă 2A +B = o 
2A =5, 3D- 9C = SE 3C +9D =-1 şi se determină A,B,C,D, iar soluții 
căutată va fi x(£) = xolt) + x €): Lag 


SISTEME DIFERENȚIALE 297 


= d nie 1 Á 
9) Determinăm soluția generală a ecuației ă + 4x = T Soluția generală 
cos 


ecuației omogene este xot) = C, cos 2t + C, sin 2t. O soluţie particulară se 
ate obține doar prin metoda "variaţiei constantelor ; anume 
x (t) = C (ż) cos 2t + Cat) sin 24, unde Cj cos2t + Ca sin2t =0, 


C(-2sin 2t) + Ca(2 cos 2t) = sa, etc. 


APLICAȚII. (1) Metoda eliminării pentru sisteme diferenţiale liniare 


jogene cu coeficienţi constanți, 
“Fie i=Ax, Aec M K), un sistem diferenţial. Folosind operatorul de 


rivare D = LCR) — C7 (R), extins pe componente, putem scrie sistemul 


Ax sub forma Ax — Dx = 0 sau (A -D.1,)x=0. 

„Aplicând ` regula lui Cramer" (în forma în care o prezentăm este valabilă şi 
inele, nu numai în corpuri), obţinem: 

det (A - D - L(x) = 0, ..., det (A -D-1,)(x,)=0, 

ide x (pa x). Dacă P(X) e KIX] este polinomul caracteristic al matricei 
atunci det (A - D- L) = (-1) - PD), deci am obținut ecuațiile diferențiale 
iare omogene cu coeficienţi constanți (de ordinul n) pentru componentele 
f torului de functii x: 

P(D)x = 0, PDx = 0, ..., PD, 

“Rezolvînd una dintre ecuații, de exemplu P(D), = 5 şi substituind x, în 
stem, obţinem un sistem cu n — 1 funcții necunoscute, dar neomogen. 
Procedînd ca în cazul algebric (cu Cramer) se poate aplica procedeul şi 
tru sisteme neomogene. 

EXEMPLU. Fie sistemul 

X = X to 


Xa = X4 — Xa — Xg 


Xg = TX] + Xa. 
 Derivînd prima ecuaţie şi ţinînd cont de ecuațiile date rezultă 
Xi = ġ +$ = (x1 xg) +(X — Xg — Xa) = 2x1 — Xg; 
rivînd încă o dată, 

X = 2ăy — a = 2(x] + Xp) — (Taia + Xa) = -5x1 + 2x3 — Xz. 
Eliminînd xp, x din ecuaţiile x, =x; + X9, ţ = 2x] — Xz ŞI 
= 5x] +2% — X3, rezultă o ecuație diferențială cu necunoscuta x(t). 
Anume, avem Xp =, — %4, Xa = 2x, — ý şi înlocuind în ultima, 
XE 3 — 2% +9 =0. 
Metoda derivării şi eliminării permite reducerea sistemelor de ordinul I la 
uaţii de ordin superior. Aşadar, sistemele de ordinul I sînt esențialmente 
hivalente cu ecuaţiile de ordin superior. În plus se vede uşor că sistemele 
iferențiale ordinare de orice ordin se pot reduce la sisteme de ordinul I prin 
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mărirea corespunzătoare a numărului de ecuații şi necunoscute. De exemplu, 
sistemul 


y” =z” =y” +2% = 0 

z” +y =0. | 

se reduce la un sistem de ordin I punînd y =u, z =v deci u'—v'=u2- 2x: 

v’ = —u şi se obține un sistem cu 4 ecuatii şi 4 necunoscute y(x), z(x), ut), væ). 

(2) Rezolvarea ecuațiilor Euler. | 

Se numeşte ecuaţie Euler o ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţi 
variabili, de forma 

(15) x" n) + ax E pda n-1%y tay = bl), PE: 

unde q; € K, i= 1,...,7, b:I>K şi O g A O ecuație Euler se poate transforma 

într-o ecuaţie cu Is Je ARTE constanti prin schimbarea de variabilă |x! =é, 


Vom analiza cazul x > 0; cazul x < 0 se tratează analog. Avem: 
2 dy dy dż DR 


dx dt dx | 
m _ OY dy dt a dge) _ a-20(33 
ANI a Ada 


coeficienţi constanți (din K) şi D= i ia osti de derivare). Atunci obţi 


nem: 
yD sg Pa d(e™ P (DXy)) ee. P (D)(y), 
de -dt dx dt dai 

unde P, este un polinom de gradul & + 1 cu coeficienţi constanti. Rezultă că 

pentru orice k = 1, 2,...,n avem xyh =P, „(DXYy), deci ecuaţia (15) devine o 
ecuaţie liniară cu okani constanți. 

EXEMPLE. 1) Fie ecuația Euler xy “+ 2xy' = cos (În x). Făcînd schimbarea 

de variabilă x=e, rezultă ecuaţia e sa ui (Ea y)+2-ef.ety =cost, adică 

y+ y= cost; soluția generală a acesteia este 


y(t) =C] + Coe”? + Leine = Z eos t, 
iar solutia generală a ecuației inițiale este 
C 1 Se 
ylæ)=C ++ 1 sin(ln x) — —cos(lnx), 
x 2 2 


pe intervalul 7 = (0, œ). 
2) Determinăm soluţiile it, mărginite pa O<r< 1, ale ecuaţiei 


rÂ.R +rR-R=0. 

Punînd r= ecuaţia devine e” -e%(R-R)+et-et.R-R=0, adică 

R-R=0, de unde R) =C je + Ce” şi R(r)= Cr + Ca cu C, Ca constante 
r 


arbitrare. Pentru a obține soluții mărginite pentru 0 <r < 1, în mod necesar 
Ca = 0 şi se obține R(r)= C, - r, cu C, constantă arbitrară, it: 
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$ 3. Integrale prime pentru sisteme diferențiale 


3.1. Integrale prime şi legi de conservare 


.8ă considerăm sistemul diferenţial de ordinul I 

Xy = Xo 

Xo = am =X]. 

Se observă că în lungul oricărei curbe integrale y:I -> RZ, y) = (xŒ), xt) 


d, 
em xý + Xto = XıXz + X(x) = 0 deci — ET > (x? +x3) = 0, adică 


+ a = constant. Aşadar, funcţia (304, Xa) = x? +x care evident nu este 


nstantă, devine constantă în lungul oricărei soluții (curbe integrale) a 
stemului considerat. Se mai spune că y este o integrală primă, iar relația 
Xi, xə) = C (constant) este o lege de conservare pentru sistemul considerat. 
„Dacă x,, xo sînt interpretați ca parametri de stare ai unui anumit sistem 
ic, atunci funcția y este numită funcţie de stare. 

"Să considerăm un exemplu poate mai convingător. Fie un corp de masă m 
lat în cădere liberă sub acţiunea gravitaţiei F = mg. Atunci mişcarea corpu- 
i este descrisă de sistemul x =w, w=-g, unde w este viteza lui şi x dis- 
nţa faţă de suprafaţa pămîntului (parametri de stare). Funcţia de stare 


= Mg + este constantă în lungul traiectoriei, deoarece 


E = mgă + mwù = mgw + mu(-g8) =0. 

 Recunoaştem aici legea conservării energiei. Cu notații schimbate, punînd 
=x, xp = w, sistemul este asociat cîmpului de vectori v(x,, Xp) = (Xy, -8). 
“Existenţa legilor de conservare (în lungul evoluţiilor) ale sistemelor 
namice descrise prin sisteme diferenţiale este un fenomen deosebit de 
xportant şi va fi analizat în continuare. 

„Să considerăm un sistem diferențial autonom x = v(x), asociat unui cîmp 
vectori v : U —> R” de clasă C” (r > 1), definit într-un domeniu U c R”. În 
od explicit sistemul se scrie 

i > By CO ara Aida 


E E RIO A 


le v,,..., v, sînt componentes cîmpului v. În exemplul anterior avem n = 2, 
U = R? şi v (%1; Xo) = Xo, Vol Xo) = a: 

Sistemul anterior se poate scrie n formă simetrică" astfel 

te d ~E (= dt). 

“Revenind la notațiile anterioare, cîmpul v asociază fiecărui punct x € U un 
ctor tangent v(x) e T U =R". Dacă fx, ...x,), f: UR este o funcţie de 
asă Ci pe U, atunci pentru orice x e U se poate considera derivata lui f în 
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punctul x şi în direcţia, vectorului v(x), . 
notată La) sau Lf |,. Reamintim de ła 
cursul ie, analiză că aceasta este definită. 


prin Lf|, = DEA (x) v;(x), unde v4, s; Up 
i= à 
sînt componentele lui v. 

DEFINIŢIA 3.1. Se numeşte derivata 
funcţiei f: U— R în direcția cîmpului | 
de vectori v, funcţia Lf: U > R, x > Lf X deci. 

(1) L fœ)= Lf l, pentru orice x Ë Uo . 

EXEMPLE. 1°), Dacă s este un versor (|s| = 1) şi a € U, atunci 


Figura V.12 


L sf (a) = SA ala): Funcţia Lf = i. :U — R astfel definită este derivata lui f pe 


direcția i s. Dacă s = (Ss Pi atunci reamintim că 


df _ 2f əf 
1 sg e E Sp 
ds 19x, în T, i 
a Fi ie e, cîmpul de vectori standard dat de prima coordonată; sad aa 


e,(%) = (1, 0, ...» 0), pentru orice x e U. În acest caz, Le (f) = L, 


Dacă functia f şi cîmpul v sînt de clasă C” (r > 1), atunci s 
27 Lf= SL d v; rezultă de clasă C”!. 
izi Ox, 

DEFINIȚIA 3.2. Fie v:U —R” un a cîmp de vectori şi f: UDRo fictie edi 
clasă CXU). Funcţia f se numeşte o integrală primă a sistemului diferen 
tial. E l 
| (3) x =u(x), xe eUl, | 
dacă derivata sa în direcția si dia de vectori v este nulă în fiecare punc 
din U, adică 

(4) LF=Q. 

Putem enunţa proprietatea unei funcții f đe a fi o integrală primă pentru 
sistemul diferenţial + = v(x) sub forma echivalentă următoare: o funcţie dife 
rențiabilă f:U—R este o integrală primă pentru sistemul diferenţia 
autonom x =v(x)ef este constantă în lungul oricărei soluții x= ee) 
p:I-—U (adică funcţia compusă fo q este constantă pe 1); într- adevăr 

dọ 
(v)tel, ea )) şi 

) EP vlolt)) ş 
A j y 

plig) 


d E n i sai S p i 
(5) ae 2 ad FI n RL, Sic Măi dt 


= Q t=20 t. Pto} 
Se mai scrie uneori Axy, -.-» %,) =C, constant. De aceea se mai spune: ci 


integralele prime iubii legi de conservare. 
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EXEMPLE. 1) Fie n =2, U =R? şi v(x}, x) = (xa -x,), atunci sistemul (3) 
sociat este | | 

Žž = %2 

Žo = Xa 


o integrală primă a acestui sistem este funcția Rx}, x9) = xf + x2; 


recomandă scrierea acestora sub forma simetrică 
dx, dx  _ dx, 


U Ù Un 
găsirea (prin aplicarea proprietăților rapoartelor egale) a unui raport de 


tma 1 egal cu rapoartele precedente. Atunci f va fi o integrală primă 


oarece rezultă că df = 0 deci f= constant în lungul curbelor integrale). În 
ulanterior, => . 7 N. 

de, dr, _ xdr; +xgdeg gal +a) 
= air Sci e a LLE e rr 
Similar, pentru v(x}, Xo, Xg) = (X1, Xg, X] + X3) avem | 
dy dea d dx, — dx, — dig i dlx — Xo 7 X3) 


, deci xi + x3 =C. 


L ~X Xa 0 0 

a atare funcția Ax, Xo, X3) =x] — Xo — Xa este o integrală primă. 

2) Fie H o funcție diferențiabilă de clasă C” (r22) de 2n variabile 
5a Pro qp -o qn definită pe un domeniu U c R”. Sistemul de ecuații 


G: pe age alea 
0q; op; 


> numeşte sistem de ecuaţii canonice în sens Hamilton. 


egrală primă a sistemului de ecuaţii canonice (6). 
` DEMONSTRAȚIE. Este suficient să observăm că în acest caz x; = Pi Xp =a 


OH oH M 
v; =, Vv, E (1 <i<n)deci 
dq; i dP; 
f2 n| Hð ƏH | ƏH ƏH 
LH = = = |e 
Z| ap; | da; ) aa; ap; 


Aşadar, H(p., Pe qp») =C, constant, reprezintă o lege de 
nservare a sistemului (6). 

3) Cîmpuri conservative. Presupunem că o particulă de masă m se miş- 
ă în R? sub acţiunea unei forțe F = -gradV cu V funcţie de clasă C! (cîmpul 
se mai numeşte conservativ iar V este un potențial scalar al mişcării). 
Fie x = (x, Xo Xg) coordonatele poziţiei particulei la momentul £ deci 
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mä = — grad V şi pe componente mi NELA mă MEA mă A 
gr ŞI p p 1 Ox, ) 2 Ac ; 3 dx, 
Atunci 
A ETETE T POTEO E 
aat t 3 i Ox, 1 dxa 2 A 3 
adică 
1 d | 
imi + X2 2 22) = = -V e, X(t), xa (6). 
Notînd l 
T = Zma? + 2 + 2) = am f = Zm? (energia cinetică a particulei), 
atunci | 
åp 4 
dt dt - 


deci T + V = constant. Aşadar, în lungul oricărei curbe integrale, suma T +7 
este constantă şi este numită integrala primă a energiei (constanta diferă d 
la o curbă integrală la alta). 

Un cîmp de vectori conservativ i se alin este central dacă există o funcţi 


or), r=7|= xi +x +x2, astfel încît i = -grado(r). [Un exemplu tipic 


w 


pod > i 


constituie cîmpul atracțiilor newtoniene 5 = -kZ = eraa| E) Mişcarea une 
4 $ 


particule de masă m sub acțiunea unei forțe centrale este plană; într-adevăr 
dacă F = P(t) este vectorul de poziție al particulei la momentul ¢, atunci 
or). 
z r 

E 


sa: 
— 


mr = —grade(r) = — 


deci 


aa G 9), F)-o. 
dz mr? 


LU 


Aşadar, F x7 = C, vector constant şi ca atare 7 L C, adică mişcarea se face 


într-un plan perpendicular pe vectorul C. 

4) Să considerăm mişcarea unui satelit artificial S al pămîntului P Ja 
înălțimi mici (neglijînd atracția Soarelui sau a altor plante, rezistența 
atmosferei Pămîntului etc.). Alegem un sistem de coordonate carteziene cu 
originea O în centrul Pămîntului (presupus fix în raport cu stelele). Asimilăm 
satelitul cu un Pina material de masă constantă m 


şi notăm 7 = OS (figura V.13). Forța de atracție a 


satelitului de către Pămînt fiind F =- emr mg O 
r3 


constant), rezultă mi =F; mişcarea fiind plană, 


putem presupune că 7 =(x,,%9,0) şi ca atare 


în = A, în = Sea unde r= fP] = ji Fat. 


Figura V.13. 
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TI d irita end E S oa +a k 
De aici rezultă x% +X% = -e + 9%) şi integrînd, BE da C 
constant); se obţine astfel o integrală pumi a mişcării; notînd cu vg viteza la 


„2 2 
da k aia k Se observă că dacă 
2 r 2 R 


atelitul se îndepărtează oricît de mult (adică r -> œ pentru t >), atunci 


uprafaţa Pămîntului (r = R), rezultă 


mă fiind numită a doua viteză cosmică). 


3.2. Existenţa integralelor prime 


În general, pentru un sistem diferențial autonom pot să nu existe 
itegrale prime globale, adică definite pe întreg domeniul U c R”. Vom vedea 
asă, după ce vom demonstra cîteva rezultate preliminare, că există integrale 
rime locale (adică definite într-o vecinătate a oricărui punct x € U). 
DEFINIȚIA 3.2. Fie U, V c R” două domenii, v : U > R” un cîmp de vectori 
i F: U -> V un difeomorfism. Se numeşte imaginea cîmpului de vectori v 
rin difeomorfismul F, cîmpul de vectori F,v, ai cărui vectori se obțin din 
ectorii v(x) prin acțiunea diferenţialei F, E 

(Fv) Fa) = F, |v) e Tro V. 

PROPOZIȚIA 3.2. Fie F : U —> V un difeomorfism. Atunci sistemul di- 
erențial care are spaţiul fazelor U şi este dat de cîmpul de vectori v 
(3) ž=v(x) xe U 

ste echivalent cu sistemul diferențial care are spațiul fazelor V şi 
ste dat de cîmpul de vectori F,v 

(7) y =(Fw)Xy) ye V 

dică, ș:I—U este soluţie a sistemului (3) dacă şi numai dacă 
'9:I-> V este soluţie a sistemului (7)]. 

DEMONSTRAŢIE. Fie o: I-> U o soluţie a sistemului (3); (Y) i € I Şi 
(20) = xp € U, notăm cu yo = Fæ). Atunci avem: 

d(F -q) | de 
: dt = "hol de 
eci Fop:I-—V este soluţie a sistemului (7). Reciproc, se aplică acelaşi 
aționament pentru F “VaL. | 

DEFINIȚIA 3.4. Fie V un spaţiu vectorial real finit dimensional. Două sub- 
paţii vectoriale W}, W, © V se numesc transversale dacă W, + W; = V. 
Avem următoarele două rezultate simple despre transversalitate. 

LEMA 3.3. Pentru orice subspaţiu W, de dimensiune k al lui R” 
xistă un subspațiu W, de dimensiune n - k al lui R” astfel încît W Wa 
ă fie transversale. 


= Fel, 


(blo) = = (Fav Yo), 


i=t0 
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DEMONSTRAȚIE. Se poate alege drept W, complementul ortogonal A 
(corolarul 2 al teoremei 1[.1.3). 


LEMA 3.4. Dacă operatorul liniar A : V — V transformă două subspa- 
ţii transversale în două subspaţii transversale, atunci A este un izo 
morfism. 

"DEMONSTRAȚIE. Fie V = W, + W,; atunci avem 

AV) = AWD + AWD) = V, 
adică A este surjectiv. Aplicînd corolarului 2 al teoremei 1.2.15 rezultă că A 
este un izomorfism. | i | ki 

Vom demonstra acum, cu ajutorul teoremelor fundamentale pentru sist 
me diferenţiale, următoarea "teoremă de îndreptare" a cîmpurilor vecto 
riale autonome. 


TEOREMA 3.5. Fie v : U — R” un cîmp de vectori de clasă C (r > 2) p 
domeniul Uc R” şi fie xy e U un punct nesingular al cîmpului 
(v(x) 7 0). Atunci există o vecinătate WCU a punctului x, şi un 
difeomorfism F:W -V al vecinătăţii W pe un domeniu Vc R”, astfel 
încît F.v =e, (unde e, este cîmpul de vectori constant, e. = (0, 0, ..., 0, 1) 

' DEMONSTRAŢIE. Considerăm sistemul diferenţial teorii. “E 

(3) x =u(x), xe U 
şi fie Vo= v(x) + 0. Fie W, = = lv) subspațiul vectorial de dimensiune 1 generat 
de vo în spaţiul vectorial T, „U = sR", Conform lemei 3. 3, există un subspațiu 
vectorial W, de dimensiune n — 18 e A fu U, care este transversal la W, (cu alt 


cuvinte există. un hiperplan R'e R”, care trece prin punctul xg şi est 
transversal la direcția dată de vectorul vu). | 
Definim aplicaţia G : V) > R”, prin GG, £) = g(6, t), unde ate, t) este aare 
soluției sistemului (3) cu condiția inițială q(0) = £, unde 6 € R TE DER 
este hiperplanul de mai sus, iar U, este vecinătatea lui x, dată de teorema 1. 
de Sai ia a soluţiilor), unde t € Ig (intervalul de existenţă al soluţiilor), ia r; 
VERTAUS xe R A xR = Rr. Evident, punctul (E = xp 0) e Vo. Vom 
arăta că ia atata eventual, vecinătatea V, a acestui punek G este un difeo 
morfism şi F = G! este difeomorfismul căutat: 

Din teorema 1.10 rezultă că G este diferențiabilă (G e cr ) pe un domeni 
mai mic V,. Apoi G transformă cîmpul vectorial constant e, în v. Într-adevă: 
avem 


_dg(€, 
CEL Dal Pi 


Vom arăta că Gl este un izomorfism şi pentru SCRIA vom etil 
90 


(Ge, G, t) = Gu v(E, £). 


acest operator liniar pe subspaţiile transversale R”? şi RI. Din forma soluţie 
g(x, t) (vezi teorema 1.8), rezultă că 


„8, > e) = Vo, 
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transformă o pereche de subspaţii transversale într-o pereche de 


subspații transversale şi, conform lemei 3.4 este un izomorfism. Aplicînd 
teorema funcţiei Fi bcr rezultă că G este un difeomorfism pe o vecinătate 
V:— W, iar F = G? : W — Veste difeomorfismul căutat. 

Corolar. Sistemul diferențial autonom 


(3) = v(x), xe U 


este echivalent într-o vecinătate suficient de mică W a poneti 
nesingular xp € U (v(x) + 0) cu sistemul diferențial 


(8) y=e,yeV, 
dică cu sistemul: y, = 0,..., Ya- =0, Yn =b 


: DEMONSTRAȚIE. Din teorema 3.5. rezultă că există difeomorfismul local 
: W — V astfel încît Fu =e, Aplicînd propoziția 3.2 rezultă că, local, siste- 
ul (3) este echivalent cu sistemul (8): 


YI = 0, 1... i AI = 0, Y = 1S 
Putem acum să enunțăm teorema de existență locală a integralelor prime. 


"TEOREMA 3.6. Fie v : U — R” un cîmp de vectori de clasă C (r > 2) pe 
omeniul UCR” şi fie xye U un punct nesingular al cîmpului 
(40) 4 0). Atunci există o vecinătate W a lui = în U astfel încît 
sistemul diferenţial autonom 

(3) x =u(x), xe W 

are, în domeniul W, n - 1 integrale prime funcţional independente 
‘fo -ofa Si orice integrală primă a sistemului (3) în domeniul W 
ste funcţie de f}, fo =- fn-1 

“DEMONSTRAȚIE. Renarca că proprietatea unei funcții de a fi integrală 
primă cît şi independenţa funcțională nu depind de sistemul de coordonate 
dică sînt invariante la un difeomorfism) rezultă că este suficient să de- 
onstrăm afirmațiile teoremei în cazul sistemului (8) dat de corolarul 
oremei 3.5. 

z În acest caz este evident că funcţiile de coordonate y —> Yp î=1,2,...,n-1, 
nt n — 1 integrale prime funcţional independente, şi că orice Pena primă 
te funcţie diferenţiabilă de coordonatele y4, ..., y„-y adică este funcție de 
le n - 1 integrale prime. i: 
ODPERVAȚIE; Pentru sistemele diferențiale neautonome 

(9) x =u(x,t),te R,xe U, 

funcţie f:UxR-—R diferenţiabilă va fi integrală primă dependentă de 
timp dacă ea este integrală primă pentru sistemul autonom care se obține 
n. (9) prin adăugarea ecuaţiei t = 1: 

| (0) XŽ=V(X), Xe UxR,X-=(x, t), VÆ = w, t), 1). 
împul de vectori V nu se anulează şi se poate aplica teorema 3.6. 
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3.3. Ecuaţii cu derivate parțiale de ordinul întîi liniare 
Fiev: da — R” un cîmp de vectori de clasă C” (r > 2) pe domeniul U © R” şi 
fie v,, Vo e : U > R componentele sale. Se numeşte ecuaţie cu derivate : 
parţiale N ordinul întîi liniară omogenă pentru funcția necunoscută 
u : U — R, u de clasă C!, egalitatea E 
aa 
(1) Žv (e sas n) DU RR x) =0, x = (x. Xp) EU. 
X: 


L. 


Funcția u : U —> R, de clasă Ci, care verifică relația (11) pentru (v) xE U E 
se numeşte soluție a ecuației (11) pe domeniul U. Există o strînsă legătură 
între ecuația (11) şi sistemul diferenţial autonom (3) şi anume: 

TEOREMA 3.7. Orice integrală primă pe U a sistemului autonom (3) 
este soluție pe U a ecuaţiei (11) şi, reciproc, orice soluţie pe U a ecua- 
tiei (11) este integrală primă pe U a sistemului (3). ii 

DEMONSTRAȚIE. Fie u: U >R o funcție de clasă C! care este integrală 
primă a ae si diferenţial x = v(x), x € U. Din formulele (2) şi (4) obținem 


O = (Lua) = ua) (V) x e U, deci funcţia u este soluţie a ecuației 
= 

cu derivate saak de ordinul întîi omogenă (11). 

Reciproc, fie u : U -> R o soluție a ecuației (11) şi fie p:I—U o soluţie ` 


oarecare a sistemului diferențial (3). Pentru (VY) te I avem din (11): 


$v SOO = 0. 


Dar S = ulote), deci rezultă relatia. Soong -0, (te je sau 


echivalent Hen. 0, (Y) ż € I, adică u o Ọ = constantă pe 7, şi atunci fitieiia 


u este integrală primă a sistemului diferențial autonom (3). 

OBSERVAȚIE. Pentru orice punct xp € U cu vlxg) + 0 din teorema 3.6 rezul 
tă că există o vecinătate Wa luixg în Uşin -l integrale prime ale sistemul 
(3) fisc aa WaR: Din teoremele 3.6 şi 3.7 rezultă că orice soluție a 
ecuaţiei (11) pe domeniul W este dată de o funcţie de clasă CÍ de funcţiile 


fo eo Înot 


DA: : ; . gu du a ; 
EXEMPLE. 1) Fie ecuația xy —— + xp — =0. În acest caz, v(x, Xo) = (301, Xa 
dX 0xa 2 
i . ` . . 1 dxa eA 
şi sistemul diferențial asociat este e e m, Deoarec 
Lı Xg 


in lx | =în lx | +în |C] rezultă că funcția flx, x)=% este o integral 
i 2 zult Tegn s 
. . 2 $ ë 


. w A . i ji. i R, zi aie zs E id xi Eta 
primă (în deschisul xx 7 0). Soluția generală a ecuaţiei date este u = a5 


cu & funcție arbitrară de clasă Cl... - 
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) Pentru ecuația s% + S +z- J x? + y2 + 22 E = 0 sistemul diferenţial 
x z 


SE. AR eE, O integrală primă este evidentă: 


pE dx 
sociat este — = —— = 
xy 2 N? +y 2 4z? 


(x, y,z)= 2. Scriind Z = Se = N, rezultă 

š y xo y Ag 

i xx + ydy +z dz | , 

de +ydy+(z +2 +y? +z?)dz=0 deci 222 + dz =0 şi se obține 
ty Haz? 


ncă o integrală primă f(x, y, z) = x? + y2 +22 +z. Soluţia generală a 

cuaţiei considerate este u = až, Jx? + y? pa 2) cu P funcţie arbitrară de 
; y 

lasă Cl. | 

Se numeşte ecuaţie cu derivate parţiale de ordinul întîi cvasilini- 
ră egalitatea 


(12) Xa nd e et Es i), 


į 


de g @=1 i. g:D->R sînt de clasă C? pe e DoR" Se 
meşte solatie a ecuației (12) orice funcție de clasă C! definită pe un 
omeniu U c R”, u : U -> R, k încît (Y) x e U să avem (x, u(x))e D şi 


Xa ua (= g(x, u(x)), (V)xe U. 


Pentru sita a ecuaţiei A procedăm astfel: căutăm soluția u sub 


yrmă implicită F(x, ... u)=0, unde F : D — R este de clasă C! şi = #0 


D. Atunci rezultă 


du _2F 3E. PEE e că 
dx, dx, ðu cil 
i ecuația (12) devine 
(3) eta nr) E Cap at) Ep at) a ns =, 


2 

ică o a cu derivate parțiale de ordinul întîi liniară omogenă, care se 
oate rezolva ca mai sus. 

"APLICAŢIE. Fie U c R? un domeniu şi 5 : U > R? un cîmp de clasă C! fără 
ncte singulare pe U (i nu se anulează pe U). Orbitele soluțiilor sistemului 
erențial autonom x = (x), xe U se numesc linii de cîmp pentru v. Dacă 


riem explicit 
U(x, y, z)= P(x, y, z)i + Q(r, y,2)] + R(x, y z)k, (x,y,z)eU, 


temul diferențial anterior se scrie sub forma echivalentă 


dx dy. dz acea d 
Ua a ea a (00), (ap U, 
L PG, yz) Qx, y, z) Eea ) yz) U, 
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numită forma simetrică a sistemului diferenţial autonom (al liniilor 
de cîmp). i 

Reţinem că liniile de cîmp ale unui 
cîmp vectorial ë sînt suporturi de curbe 
y:x=x(t), te I, în lungul cărora vectorul 
tangent în fiecare punct £ coincide cu 
v(x(£)), figura V.14. 

"În unele cazuri concrete (de exemplu, 
cîmpul electromagnetic), liniile de cîmp 
sînt numite şi linii de forță. Ele au fost Fi V 14 
introduse prin consideraţii fizice de M. E citrate 
Faraday (1791-1876) şi pu au devenit obiect de studiu matematic. 


v ixt) 


EXEMPLE. 1) Fie vi = = xi + yj i +zk, cîmpul i caii Ri poziție. Liniile de E. 
cîmp au sistemul diferențial = aUa deci >= Cj; = ca m K cons- 
y z yY Z ; E: i Ea 


tante). Ele sînt drepte trecînd prin origine. 

2) Dacă 5 = Vox Vy cu ọ, y funcții de clasă C! pe un n deschis Uc R? g şii 
este nenul, atunci liniile de cîmp vor fi curbe r=F(t) pentru care ọ este i 
coliniar cu # deci dixi= 0. Folosind formula lui Gibbs rezultă i 
(Vy -dř)Vo-(Vo-dř)Vy=0 şi cum Vo: Vy sînt liniar independenţi (căci E 
i z0), rezultă că Vy dř =0, Vo -dř =0, adică dy = 0, dọ = 0. Ca atare, liniile 
de cîmp sînt curbele q(x, y, z) = C,, YŒ, y, z) = Ca cu C, Co constante. : 

O suprafață Sc U de clasă Ct, fără puncte singulare (adică cu plan E 
tangent în fiecare punct) se numeşte suprafață de cîmp pentru 5 dacă în 
orice punct p € S vectorul u(p) este o suprafeței (v(p) e TS). 

Fie S dată de ecuaţia F(x, y, 2) = 0 în U, unde F : U —> R este ‘de clasă CL. . 

Deoarece S nu are puncte singulare are normală î în orice punct p € S şi un 
vector director al normalei în este dat de 

grad, F = Tipi O Ep +0. 
Atunci vectorul v(p) este tangent la S dacă şi numai dacă w(p) ile 
ortogonal vectorului grad, F, adică aia şi numai dacă are loc ape 


So) v(p)- grad, F = P(x, ya EQ, aj DE + Ra y DZ- 


(v) p= - (x, y, z) € S. Rezultă că S f o suprafață de cîmp a 5 dacă şi 
numai dacă este dată de o ecuație F(x, y,2)=0, unde funcţia F: U— R, de 
clasă C}, cu grad F + 0, este soluţie a ecuaţiei cu derivate parțiale de ordinul 
întîi liniară (15), numită ecuaţia suprafeţelor de cîmp ale lui ï. "Legătura 
strînsă între sistemul (14) şi ecuaţia (15) este dată de teorema 3.7. Sistemul 
diferenţial (14) se mai numeşte şi sistemul caracteristic al ecuației (15), iar 
liniile de cîmp se mai numesc şi curbe caracteristice (linii caracteristice 
ale ecuaţiei (15). Sa 
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Determinarea unei suprafețe de cîmp care trece printr-o curbă dată F c U, 
e ecuaţii q,(x,y,2)=0, Qx, y,z)=0, (x,y,z) U, se numeşte problemă 
jauchy pentru ecuația (15). 
Fie f, a:U =R două integrale prime funcțional independente pentru 
istemul (14). Dacă ọ: I — U este o soluție a sistemului, atunci orice punct 
(t) = (xG), y(£), z(¢)) al liniei de cîmp corespunzătoare verifică relațiile 

| face), yE, zE) = Ca fE, yO, zE) = Ca, cu Ci Coe R. 
 Aplicînd teorema funcțiilor implicite sistemului f£,(x,y,z)=Cu, 
a(x, y,2)= Ca (fp fa sînt funcţional independente) rezultă că, cel puțin local, 
rice linie de cîmp este dată de ecuaţiile £,(x,y,2)=C,, falx, y,2) = Ca. Dacă T 
u este o linie de cîmp, atunci ea va intersecta o linie de cîmp dacă şi numai 
acă constantele C,, C, verifică o relație de compatibilitate &C,, C3) =0 
b funcţie de clasă E3, go din sistemul algebric q, = @,=0, f= C 
EO 
Suprafaţa dată de gaali Dfa y,2), fXx,y,z)=0 este (conform 
oremei 3.7) o suprafaţă de cîmp care trece, evident, prin curba F. 
Dacă T este o linie de cîmp ea este dată, cel puţin local, de ecuaţii de forma 
1, y, 2) = C, fa, y, 2)= Ca, deci există o infinitate de suprafeţe de cîmp 
afix, y, z) -Cp + BU y,2) - C2)=0, a, Be R) care trec prin T, adică 
roblema Cauchy pentru curbe caracteristice este nedeterminată. 


$4. Stabilitatea pozițiilor de echilibru | 
|. 4.1. Prelungirea soluţiilor locale ale sistemelor diferenţiale 


ie U c R” un domeniu şi v: U — R” un cîmp de vectori de clasă C” (r 2 1). 
tă | A: 
| (1).  x=u(x),reU 

istemul diferențial autonom asociat cîmpului v. 

“DEFINIŢIA 4.1. Dacă există o soluție e a sistemului (1) cu condiția inițială 
i.) = xo (pe U), definită pentru orice te R, atunci se spune că această 
oluţie poate fi prelungită nemărginit. Dacă există o soluție, definită 
entru orice valoare £ 2 tą (respectiv £ stg), atunci se spune că soluția poate 
i prelungită nemărginit î în viitor (respectiv, în trecut). Fie T o submulţi- 
ne a domeniului U. Dacă există o soluţie q a sistemului (1) cu condiția 
y ițială (0) = xp definită în intervalul f st<T şi cu q(7)e T, atunci se 
pune că soluţia poate fi prelungită în viitor pînă la T (analog se 
efineşte prelungirea în trecut pînă la T). 

Presupunem că v(x) z 0, (V)ze U. 

"TEOREMA 4.1 (de prelungire a soluțiilor). Fie K o sita 
compactă a domeniului U, x, € K. Soluţia (locală) ọ a sistemului (1) 
are verifică condiţia iniţială q(£,) = x, se poate prelungi în viitor (sau 
n trecut) fie nemărginit, fie pînă la frontiera T a lui K. Prelungirea 
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este unică în sensul că orice două soluţii cu aceeaşi condiţie iniţială 
coincid pe intersecţia intervalelor de definiție. Sa 


DEMONSTRAȚIE (cf. [1]). Demonstrăm mai întîi unicitatea. Fie T marginea 
superioară a valorilor re R pentru care două soluţii 9, Pa coincid pentru 
t <t <1. Dacă T este punct interior pentru ambele intervale de definiție ale 
soluţiilor, atunci ọ;(T) = Q(T) din continuitatea soluţiilor ș, şi 0. Conform 
teoremei de unicitate locală, q, coincide cu Q; într-o vecinătate a lui T, deci T 
nu este margine superioară, contradicţie. Rezultă că T este capătul unuia din 
intervalele de definiţie şi cele două soluții coincid pe acea parte a intersecţiei 
intervalelor pe care t > tọ Cazul £ stg se arată analog. 

Vom construi acum prelungirea. Deoarece două soluţii, care verifică ace- 
eaşi condiţie iniţială (tp) = xp, coincid pe intersecția intervalelor de definiție, 
atunci din ele se poate forma o soluţie definită pe reuniunea acestor intervale. 

Notăm cu T marginea superioară a numerelor reale t pentru care există o 
soluție ọ a sistemului (1) cu condiţia inițială (9) = Xp şi care satisface 
condiţia q(t) e K pentru orice £ cu tyStsT. Prin ipoteză, tọ ST so. Dacă 
T =œ, soluţia se poate prelungi în viitor nemărginit. Să presupunem că T < 
şi să arătăm că există o soluţie ọ, definită pentru orice ? cu tpst<T şi cu 1 
p(T)e K. Într-adevăr, din teorema de existență locală rezultă că oricărui 
punct xp e U îi corespunde o vecinătate Vo(xg) şi un număr elx) > 0 astfel 
încît pentru xe V (xp) să existe o soluţie ọ cu condiția inițială (tg) =% 
definită pentru orice f — tol < (xy), Deoarece K este compactă, din vecinătă-. 
tile Vu) ale punctelor xg € K se poate extrage o acoperire finită a mulțimii. 
K. Fie e >0 cel mai mic dintre numerele €(xg) corespunzătoare acoperiti: 
finite. g 

Deoarece T este marginea superioară, există t cu T ~e < t< T, pentru care. 
ot) e K pentru orice t din intervalul fg st < t. Înparticular, (7) e K şi atunci. 
ọ(t) se află într-una din vecinătăţile acoperirii finite. Prin urmare, există o. 
soluţie ọ, cu condiţia inițială e,(7) = e(1), definită pentru |t- r| <e. Conform: 
teoremei de unicitate, p, coincide cu ọ pe intersecția intervalelor de definiție: 
şi deci putem construi din ọ şi e, o soluție op, definită pentru fo SEST + E, d 
particular există valoarea PT) deoarece T < + e. Să arătăm că (0) EK 
pentru orice ® cu ip <0 <T. Într-adevăr, orice soluţie q cu condiția inițială 

Po) = Xo, definită pentru tp < £ <6, trebuie să coincidă cu q, din unicitate. 

Dacă (9) = (0) nu ar aparţine lui K, T nu ar fi marginea superioară a. 

mulțimii 


(7 lote K pentru fo StS 7). 


Să arătăm acum că ọ (D er. Luînd un şir de iai 8;— T. cu ae ), E K 
din continuitatea lui o, rezultă că ọ(T) este limita slw de puncte din K 
P(9;), deci (K fiind compactă) (T) e K: Pe de altă parte, în orice interval d 
forma [T, T + 8) există un punct t pentru care Q(t) £ K (în caz contrar, pentr 
orice t dintr-o vecinătate a lui T, punctul e(%) e K şi T nu ar fi margin 
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superioară). Rezultă că orice vecinătate a punctului (T) conţine şi puncte 
din complementarea lui K (0, este continuă!), deci T) e T, frontiera lui K. 
„ Cazul t < tą se face similar. 

OBSERVAȚIE. Printr-un raționament perfect analog se demonstrează 
eorema de prelungire a soluțiilor în cazul sistemelor diferenţiale neautono- 
je. x =u(x, t), pentru care în teorema de existență şi unicitate nu se cere ca 
(x, t) să nu se anuleze. În particular, rezultă că în teorema 4.1 se poate ridica 
ipoteza restrictivă v(x) z 0, (V)xe U. 


Ea 


4.2. Punerea problemei stabilităţii 


Am văzut că soluția problemei Cauchy pentru un sistem diferenţial de 
rma x =u(t, x) depinde continuu de condiţiile iniţiale, cînd t variază într-un 
terval compact. Este important să studiem dependența soluţiei de datele 
iniţiale şi cînd t variază pe un interval [fo +). Vom presupune că sînt înde- 
plinite condițiile teoremei fundamentale de existenţă şi unicitate a soluţiei 
problemei Cauchy pentru t € [tp +) şi pentru x e U, fiind un deschis în R”. 
"Deci pentru orice a € U există şi este unică o soluție x = (t), ọ : [ip o) U 
tfel încît (tọ) = a. Datorăm lui H. Poincaré (1854-1912) şi A. M. Liapunov 
857-1918) definiția noţiunii de soluţie stabilă a unui sistem diferenţial. Ei 

1 observat că în determinarea stărilor “succesive” ale unor sisteme dinamice 
entru care se cunoaşte legea dinamică de evoluţie), regimul de lucru 

-mează o soluţie fixată, sistemul stabilizându-se după ce condiţiile inițiale 

i pierd influența. De exemplu, un pendul are două poziţii stabile — repaosul 
soluţia periodică, orice altă evoluţie tinzînd către una din ele. O soluție 
olt), 9: [tp =) — U se zice stabilă spre + « în sens Poincarâ-Liapunov 

au echivalent xy = e(ţg) este o poziţie de echilibru) dacă variind “suficient 
e puţin” data inițială xọ, soluţia corespunzătoare se depărtează şi ea “puţin”. 
Anume, pentru orice £ > 0 există (e) > 0 astfel încît de îndată ce ă, e R” şi 
žo — xoll < 59), 
olutiile p(7) şi 
(£) care la mo- 
entul tg iar res- 
ctiv valorile £o 
Xo satisfac ine- 
litatea 
TOROK: 
ntru orice 

cito +). Aşa- 
r, variind cu 
„mult ô data i- 
ițială o, soluția 


Figura V.15 
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corespunzătoare are graficul situat în "tubul" delimitat dep+reşip-E 
(figura V.15). | 

Cazul stabilităţii spre -æ se studiază similar (sau se face schimbarea T 
variabilă independentă t = — 1). Remarcăm de asemenea că printr-o translație. 
convenabilă putem presupune că sistemul x =v(ż, x) are soluția banală şi că 
avem de studiat stabilitatea acesteia (într-adevăr, dacă studiem stabilitatea 
soluţiei x = ọ(¢) a sistemului  =u(t, x), făcînd schimbarea x =y + p), rezultă 


y+ Ol) =t, y+ 0(0)) şi punînd 
vilt, y) = vit, y + p(0)) — a ot)), 
se obtine sistemul y=v (f, y) şi avem v(t, 0)=0, iar soluției x= eera îi. 
corespunde soluția y = 0). o 
Vom studia în paragraful următor problema stabilităţii soluțiilor Bila 
(x = 0) ale unor sisteme autonome x = v(x), presupunînd v(0) = 0. Aceasta nu 
micşorează generalitatea. | 
EXEMPLE. 1) Fie ecuaţia diferențială x = 2x şi fo = 0; soluţia cu x(0) = so; 
este x(t) = xge%. Arătăm că soluția banală x(£) = O nu este stabilă. În caz, con: 


trar, să luăm e= 1; atunci ar exista 6>0 astfel încît luînd zo -È (deci: 


o= A < 6), să avem |0- žge” | <ð pentru c orice t > 0. Ar rezulta e” <2 pentru 
orice t > 0, ceea ce este absurd. - 
2) Cu raţionamentul anterior, se arată că pentru ecuația X = kx (k 
constant) soluția banală este instabilă pentru k > 0. Arătăm că pentru k < 0. 
soluţia banală este stabilă. Într-adevăr, pentru orice £ > 0 să luăm ô= €. E 
Atunci dacă læg- 0 <5, rezultă. 
læ" -0| = xole <8 e" =e- e” <e (avem 0 < et! < 1 pentru k < 0 şi pentr 
orice t 2 0). | 


4.3. Stabilitatea poziţiilor de echilibru ale sistemelor autonome 
(invariante în timp) 
Considerăm sistemul diferențial autonom 
(1) x =v(x), ze UCR”, 


unde v este un cîmp de vectori de clasă C” (r > 3) în domeniul U. Presupune 
că sistemul (1) are o singură poziţie de echilibru xy în U (v(x) = 0, xp e U) 
să alegem coordonatele x, astfel încît xy = 0 (efectuăm o translație). Atunci s0 
luția cu condiția inițială olt) = O este q() = 0, (v)te R. Putem presupune c 
şity=0e R. | 
DEFINIȚIA 4.2. Poziţia de echilibru x = O a sistemului diferențial autono 
(1) se numeşte stabilă (în sens Poincar6-Liapunov) dacă pentru orice: 
€ > 0 există 6 > 0 (care depinde numai de e) astfel încît, pentru orice xp E 
pentru care lxo] < 5, soluţia ọ a sistemului (1) cu condiţia inițială ọ(0) = Xos 
prelungeşte pe întreaga semiaxă t > 0 şi satisface inegalitatea loH <E pen 


tru orice t > O (figura V.16). 
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Figura V.16. 

DEFINIŢIA 4.3. Poziţia de echilibru x=0 a sistemului (1) se numeşte 
imptotic stabilă dacă ea este stabilă şi în plus, pentru soluţia q(ț) din 
efiniția 4.2 avem 


lim qe()=0 


= +00 
Să considerăm mai întîi cazul particular al sistemelor liniare omogene 

(2) ž = Ax, A : R” R’ xe R”, 

ă presupunem că A este un izomorfism. Atunci x = 0 este singurul punct 
ngular al cîmpului v(x) = Ax, deci x = 0 este singura poziție de echilibru a 
stemului (2). | 

: TEOREMA 4.2. (Poincar6-Liapunov). Dacă toate valorile proprii ale 
peratorului liniar A : R” — R” au partea reală negativă, atunci po- 
ţia de echilibru x = 0 a sistemului diferențial liniar omogen (2) este 
bilă asimptotic. Dacă există à € o(A) cu Rei >0, atunci x =0 este 
stabilă. 

DEMONSTRAȚIE. Conform teoremei 2.13 soluția sistemului (2) care verifică 
diția iniţială e(0) = xg € R”, B 

(3) MOET Xpy tE R. 

Din teorema 2.9 rezultă că orice element al matricei e“ are forma ROSË, 

ide A, e lA) şi QH) este un polinom. Prin ipoteză, Re À, < 0 pentru orice 
€ o(á), deci există a > 0 astfel încît Re À, < - a, (V) À; € ofå). Atunci avem 


tA 


| A 
Qe ” = lim |Q()le (Rea +a) =0; 


lim i 
É > +20 e $ ea 
i funcţia Q(t)e%i*”! este mărginită pentru t 2 0, adică 


(4) lee le Mer, (vV) t20, 

“1 Din relația (4) rezultă că există M e R, M > 0 astfel încît 
le:4]< Me™, (v)e20. 

At, din relația (3) rezultă 

pols ee] als az ale. oo zz0. 
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Pentru orice £>0 luăm 3= şi pentru |xọ|<8 obţinem lptl<e, 


(V) t > 0, adică x = 0 este stabilă. În plus, avem 
„lim le(=0 
> ee 


deci x = 0 este asimptotic stabilă. 
Dacă A € G(A) şi Re ìà >0, atunci alegem o soluție x = ze; soluția x = 0 
este instabilă, căci pentru e = 1, oricare ar fi 5, din faptul că lo | < nu poate 


rezulta EES, | <1 pentru orice £ 20. 
OBSERVAȚIE. Fie A e M,(R) o matrice cu spectrul olA) = [A,,, ..., A]. Notăm 
y = max(Ref,). ` 


isis p 

Conform teoremei 4.2 rezultă că dacă y<0, atunci soluția x=0 a 
sistemului x = Ax este asimptotic stabilă; orice altă soluție are aceeaşi pro- 
prietate (căci dacă x, este o soluţie, atunci x, = Ax, şi punînd x=x,+y, 
rezultă ý = Ay iar lana x =, corespunde cu y = 0); dacă y > 0, atunci sălii 
x = 0 este instabilă şi se poate ainia că dacă y = 0 şi valorile proprii cu partea 
reală nulă sînt simple, atunci soluția banală este stabilă (dar nu asimptotic 
stabilă), dacă y=0 şi valorile proprii cu partea reală nulă nu sînt toate 
simple, atunci soluția x = 0 este instabilă. i 
EXEMPLE. 1) Fie sistemul X, =—xX +X, Xo =. El scrie echivale 

A ; valorile proprii ale lui A sînt A, 3 „ei3 i 
Re Ài <0, Re Ap < 0 şi soluția x, = 0, xp = 0 rezultă asimptotic stabilă. 
2) Considerăm ecuaţia pendulului y+% 2 =0 (o> 0 constant). Sistemu 


ý = Ax, unde A = 


diferenţial asociat este x = Ax unde x, =y, X2=y şi A= o2 0? valorile 


sînt +iw şi fiind simple, soluția y=0 rezultă stabilă, dar nu asimptot 
stabilă. 
Pentru sistemul neliniar (1) vom reduce problema stabilității poziției de 
echilibru x = 0 la cazul liniar (prin procedeul liniarizării), dar avem nevoie 
mai întîi de unele rezultate preliminare. Pentru început prezentăm două r 
zultate de algebră. | 
LEMA 4.3. Fie A: C” — C” un operator liniar şi e >0. Atunci în í 
există o bază astfel încît matricea lui A în această bază sā fie sup 
rior triunghiulară şi toate elementele de deasupra diagonalei să fie 
în modul, mai mici ca £ (o astfel de bază se numeşte bază €£- aproape 
proprie”). no Pa 
DEMONSTRAȚIE. Din teorema I 3.11, rezultă că există o bază 
[W], Wo, -n W} în C” astfel încît matricea lui A în această bază să fie superi 
Ap ara (desigur pe diagonală apar valorile proprii ale lui A). Atunci.. 


(5) ACW, ) = QpW t Copa +- H app t AU 
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= 1, 2, ...„n, unde (a,) e M„(C) este matricea lui A în această bază. Luăm 
ctorii w, = Er s k =1, 2, n (Ne N, N22), care formează o nouă bază 


U k Din relația (5) obtinem 


i a w a a w w 
Aw) = L Aw Jae ey CE pI ele A cae M a p E 
k Wee R=L k-2 3 ka CAE Grka 
3 N N N N N N N 
a a _ 
(6) A( isca UTE Wg + T bz1k w, 1 Apoi 


E 
Nk pl 
ru l < k (termenii de deasupra diagonalei). Desigur aj, = ay, =0 pentru 


i, dacă (a; Je M,„(C) este matricea lui A în noua bază, avem ay = = 


. Pentru N suficient de mare avem a, | <E, pentru orice <k, [, 
- 1, 2. 
‘Să ot AER mulțimea tuturor formelor pătratice în R”. Identificînd o 


mă pătratică cu matricea sa simetrică în baza canonică din R” şi pe aceas- 
l mim+1) 


wun punct din R 2 , obținem un izomorfism de spații vectoriale între 
m(m+1) 
lțimea formelor pătratice în R” şiR 2 . Are loc următorul rezultat: 


LEMA 4.4. Mulțimea formelor pătratice pozitiv definite în R” este 


DEMONSTRAȚIE. Trebuie să demonstrăm că, dacă forma pătratică 


tratică a + b cu proprietatea [b| <£ (pentru orice k,l, 1<k,l <m) este 
zitiv definită. 


| entru orice x € R”, x z 0, notăm x'= ii | deci x, = i T TEA 
Atunci avem 
| a i 2 2 ? 2 
(7) a(x)= Sarata | Fayre e =a), 
k i=l Å ir} 


i forma pătratică a este pozitiv definită dacă şi numai dacă ea este pozitiv 
|| = 1), Sfera S este compactă şi 


finită în punctele sferei unitate S din R” 
ma pătratică a este continuă, deci este atins minimul ei. Deoarece a este 
itiv definită rezultă că există a > 0 astfel încît pentru orice punct de pe 
ra S să avem 

(8) a(x) >0 >0. 


Dacă | bu | < g, atunci pe sfera S, avem 


|p(x)|< Slok m? (vV)xe S. 
k,l=1 
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A 0 TR : 
Alegînd £ < —y, rezultă că, pentru orice x € S avem 
| m 


(a + bx) = a(x) + bc) >a- m” -£€>0, 

deci forma pătratică a + b este pozitiv definită. 
OBSERVAȚIE. Din relația (8) şi din relația a(x) < P, (Y) x e S (care se obţize 
luînd maximul lui a pe S), rezultă folosind (7) că orice formă pătratică poziti 

definită satisface relaţiile 

(9) alif <alx) <B, O<o<B,(wzxe R”. 
Trecem acum la construcția unei forme pătratice speciale, aşa-numite 
funcţie A. M. Liapunov, 1857-1918. | 
TEOREMA 4.5 (Liapunov). Fie A : R” -> R” un operalar liniar pentru 
care toate valorile proprii au părţile ronie pozitive. Atunci există 
formă pătratică pozitiv definită, notată 7”, pe R” astfel încât derivai 
ei în direcția cîmpului de vectori Ax este pozitivă: 
(10)  Lyrî>O0pentru(V)xz0. 
DEMONSTRAȚIE. Deoarece valorile proprii ale lui A pot să nu aparțină. lui 
R, este mai comod să demonstrăm afirmaţia în cazul complex: să presupuneri 
că toate valorile proprii ale operatorului liniar A : C” — C” au părţile real 
pozitive. Atunci vom arăta că există o formă pătratică pozitiv definită 
(hermitică) r? : C" > R a cărei derivată în i iti al cîmpului de vectori Az es 
o formă pătratică pozitiv definită: L DE a > 0 pentru orice z +0. (aici vo 
identifica C” cu R” şi cîmpul de vectori Az cu cîmpul real de vectori din R 
iar derivata se ia după acest cîmp). 
În particular, dacă operatorul A este real, iar ze R” cC”, obţine 
teorema în cazul real. | 
Alegem ca în lema 4.3 o bază Ø e — aproape proprie pentru operatoru 
cu £>0, oarecare. Vom lua drept funcţie Liapunov r° suma pararel 
modulelor coordonatelor în această bază A adică Di: 


k=l 
Evident r? este o formă pătratică pozitiv definită pe C”. 
anand formula de derivare (2) din paragraful 3.1 rezultă că derivat 
L PE este o formă a | | 
Laar’ = Laa, Z) = (Az, Z) + (2, Az) = 2Re(Az, Z). 


Într-adevăr, dacă y e M,„(C) este matricea lui A în baza B, putem : sc 

k i=l 
şi obținem o formă pătratică reală în x,y, k = 1, 2, ..., n, unde z, = x, + ip 
In formula (11) să punem în evidenţă elementele dlagonil$ şi pe ce: 


situate deasupra diagonalei: L,’ =a +b, unde a=2he Sauzi 
- f Fd 
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Re $, ayz. Dar ay = Àp k = 1, 2, ...,n, unde A, sînt valorile proprii ale 
k<i 


ratorului A. Atunci rezultă că 


C 212 
k=l 
i este o formă pătratică pozitiv definită în variabilele x}, y,. 


Alegînd acum £ > O ca în lema 4.4, deoarece layl < £ pentru k < Z (conform 
jei 4.3), rezultă din lema 4.4 că forma pătratică a + b = La,r” este pozitiv 
inită. Teorema este demonstrată. 
-  Nereîntoarcem acum la cazul sistemului neliniar (1). Fie 
- 02, U”: U R componentele cîmpului vectorial v, care sînt funcții de 
ă C (r > 3) pe domeniul U. Utilizînd formula Taylor pentru fiecare funcție 
i= 1,..., n, putem scrie vi (x) = vi (x) + u(x), xe U, unde l 
gu’ 
ui (x) = Saz p = a 


J lx=0 


DEMONSTRAȚIE. Din teorema anterioară (4.5) rezultă că există o funcție 
apunov, adică o formă pătratică pozitiv definită r?, a cărei derivată în 
recția cîmpului de vectori -v „() = (Ah este pozitiv definită (-A are valorile 
oprii ~À, k = 1, 2, ...,n şi Re(-A,) > 0). 

Folosind formula de ii ii (2) din paragraful 3.1 şi observaţia ce 
'mează lemei, 4.4 rezultă că La r? < —2yr?, unde y este o constantă pozitivă. 

Vom arăta că într-o vecinătate suficient de mică a punctului x = 0, derivata 
neției Liapunov în direcția ni D ala v satisface inegalitatea 

(12)  Lyr?<-yr? 

Avem Lr’ = Lr + L, r’.Să arătăm că pentru valori mici ale lui r, al 

ilea termen este mult mai mic decit primul: 
(13) L g = 0r? ) 
Pentru orice cîmp u şi orice e f D 


-$ 


10. 
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(formula (2) paragraful 3.1) În cazul de faţă u = f = ră, u; = Or?) şi 
Sa i. 


Xi 


Prin urmare, există C > 0, o, > 0 astfel încît pentru orice x cu || < o, avem 
[L riscla? 


Pentru lx | suficient de miig avem C | rit [Pae yr? deci într-o vecinătate a 
punctului x = 0 obținem L, r? - 2yr? + yr? =— ye. 
Să considerăm un număr o > 0 astfel încît pentru |x||< o să fie ateka 


inegalitatea (12). Să considerăm în spațiul fazelor extins compactul 
K ={(x,t) | r°(x)< 0°, |t| <T}; figura V.17 

Fie ọ o soluție cu condiția iniția 
p(0) z O, care satisface r“(ọ(0)) < o? 

Conform teoremei de prelungir 
4.1, ọ se poate prelungi în viitor pînă: 
la frontiera cilindrului compact K. 

Atîta timp cît punctul (£ o) est 
în K avem L,ră(p()) < —ră(p(0)). 
Conform cu formula (5) din paragraful 3.1 rezultă: 


2 
Seeli, Lu (r?) -Yre 


rH) #0, din teorema de unicitate a soluțiilor, căci altfel ar rezult 
p(£) = 0). Atunci funcţia rW) cale strict descrescătoare şi cum r%9(0)) <6 
rezultă că rot) < r0) < 0°, deci soluția nu poate ajunge la suprafaț 


= O(r) (din calculul derivatelor), deci rezultă (13). 


Figura V.17. 


laterală a cilindrului K (unde r?= 02). În concluzie soluţia se prelungeşt 
pînă la capacul £ = T. Deoarece T a fost ales arbitrar (independent de o) solu 
ţia se prelungeşte î în viitor nemărginit şi r Xol) < 02 „(V)r>0. 
Definim funcţia p prin relaţia p(t) = In răo(4)), £ > o. 
Deoarece r2(p(4)) + 0 (vezi argumentul mai sus) rezultă că fuzicţiă p st 
definită şi diferenţiabilă. Din calculul anterior avem 
1 (re) Dr o 
CIO III: TINE aia 
deci p(z) < p(0) — vf, şi rO) < rA oO — 0, cînd £ — +o. Rezka că „2044 
scade monoton şi tinde la O cînd t — +æ, deci x = 0 este poziţie de echilibru 
asimptotic stabilă pentru sistemul neliniar (1). 
EXEMPLU. Fie sistemul 


x = — Xa + x2 
žo = 2sin x, — 39 + x. 


b(t) = 


Pentru a studia stabilitatea soluţiei banale, considerăm sistemul linia 


~I —l 
asociat, adică X, = —xX, — Xa, Xp = 2, -3x3 deci x = Ax, unde A -l 2 E 
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lorile proprii fiind A,» =-2 ti, teorema 4.6 arată că poziţia de echilibru 

= 0, xp = 0 este asimptotic stabilă. 

OBSERVAȚIE. Avînd în vedere ipoteza asupra operatorului liniar A din 
ooremele de stabilitate 4.2 şi 4.6, se pune problema în ce condiţii toate 
ădăcinile unui polinom (aici polinomul caracteristic) se află în semiplanul 
ting Re] <0. În acest caz polinomul se numeşte stabil. Dăm fără de- 

nstraţie următorul criteriul al lui A. Hurwitz (1859-1919): "Fie polinomul 


PX) =X +a, X! +... +a, pă ta, € REX] 
fi asociem tabloul 


Gg do aq Hi 0 s 
aş a4 dg ao a, 1 aiae 
? 
d ag a5 A4 Ca ag EE 
Con on-9 Con-3 Oon-4 Cop Con-â An 


a, = 0 pentru k<Osauk >n). 
O condiţie r necesară şi suficientă pentru ca toate rădăcinile polinomului să 


1 0 a 
a 
f d 3 ho = 3 ha = da o a $ srry hn = pnn ha ni a, 
Ga d ie aka iiel Wis 
üs æ4 Ca 
Cop Con U An 


ormat din tabloul precedent, să fie pozitivi". 
Astfel, polinomul X + a este stabil oa > 0; X? +aX + b este stabil oa > 0, 
50; X? +aX? + DX + c este stabil o a >0,b>0,c>O0şiab >c. 


$ 5. Ecuaţii integrale 


Ecuațiile integrale sînt ecuaţii în care funcția necunoscută apare sub 
emnul integrală. Unele din aceste ecuaţii pot fi reduse la ecuaţii diferenţiale, 
ar aceasta nu se recomandă deoarece în aplicarea metodelor numerice in- 
egralele se dovedesc mai stabile la propagarea erorilor decît derivatele. În 
apitolele 8, 9 vom studia şi alte clase de ecuații integrale (inversarea 
ransformării Fourier, ecuații de convoluție etc.). 

În fundamentarea teoriei ecuațiilor integrale merite deosebite revin lui V. 
oltera (1860-1940), E. I. Fredholm (1866-1927), D. Hilbert (1862-1943). 
Yebui mentionat că prima monografie din lume consacrată ecuațiilor 


egrale a apartinut lui Traian Lalescu (1882-1929). 
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5.1. Ecuatii integrale Volterra 


Fie I=la,blcR şi D=IxICR? 
(figura V.18). Fie date funcţiile continue 
f:I—>R şi K:D R; funcţia K se va nu- 
mi în cele ce urmează nucleu. 

DEFINIȚIA 5.1. (a). O egalitate de for- 
ma 


(1) e(x) = Af KC, Hod +f), xe I, 


se numeşte ecuatie integrală Volterra 

de tip HI neomogenă cu parametrul À 

real şi cu funcţia necunoscută o : I —> R. Figura V.18. 
(b) Pentru f = 0 se obţine egalitatea 


(1) pla) A Rao) ze LAE R, 


care se numeşte ecuaţie integrală Volterra de tip Il omogenă. 
(e) O egalitate de forma | 


D) Re Dd =f), xe, 


se numeşte ecuație integrală Volterra de tip I. 


OBSERVAȚIE. În anumite condiții, o ecuaţie Volterra I se poate transforma 
într-o ecuație Volterra II. De exemplu, dacă f este derivabilă pe I, K este 
diferentiabilă pe D şi Kx, x) z0, (V)xe I, atunci ecuația (2) se transform 
într-o ecuație de tipul a Într-adevăr, derivînd (2) obținem: 


E Ei, t)ot)dt + K(x, xjolx) = f(x), 


deci 


f(x) 
Pale Îi T Te PAE KE 


adică o ecuaţie integrală Volterra de tip H neomogenă. 
TEOREMA 5.1. În ipotezele de mai sus, pentru orice î€ R, ecuați 
integrală Volterra de tip II neomogenă are o unică soluție q:/— | 
continuă, îs i 
DEMONSTRAȚIE. Vom folosi metoda aproximapiilor succesive a lui Picard, 
Notăm cu | 
| A: C? >C? 
operatorul liniar y — fy, unde 


(ANa) = [Ka Dydi Vre L 
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vident y este o funcție continuă). Definim şirul de funții fy,h>p Y €C), 
tfel: 
(3) Wo =f, Yg = A Yr p kE N”. 


“Construim acum şirul de funcții (0, „x e, E€ CÈ: 


(4)  Pa=Wo tEN Y 
=1 
Notînd cu 
A = supi f(x) ,M = sup | K(x, 5] 


E xel (x,t)eD 
ţinem inegalităţile: 


lyo) A; wlm] E2, 
x my2 
vocosujly Olt- same EE, 
k (x-a)? 
5) pa) | sA:M e (Del, (V) keN 
Pentru orice y € C? notăm 
Jyll = sup! y(x)l, 


ni; din inegalităţile (5), Pa 


(6) usa. dc „OD REN. 
Pentru şirul de funcţii {Ọ„}„>ọ rezultă: 
= [la luG- a| 
k=0 ' 
= [AMO - a) 
Cum seria numerică ri este convergentă pentru (v)i e R 
k=0 ! 


ire suma g A M(b-a)) din criteriul Weierstrass rezultă că seria (4) este absolut 
niform convergentă pe I către o funcţie ọ e C?. 
Să arătăm că ọ este soluţia ecuaţiei Volterra (1). Calculăm: 


Ace, t)p, (£dt + f(x) = ra vo + Satu, + vot = 


= yola) + Ay (x) + Siya) Q(x), xe. 


Convergenţa şirului ș,— Ọ fina uniformă pe I, putem comuta integrala 
imita (seria poate fi integrată termen cu termen!) şi obţinem 


olx) = A Re t)p(t)dt + fix), (We L (wie R, 


că e este soluție a Sa (1). 
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Să demonstrăm acum unicitatea soluţiei. Fie Ọ, 4y e C? două soluţii ale 
ecuaţiei (1). Atunci funcția 0=0-vye C? satisface ecuaţia (17) 


olx) = Af Kia, Doe)at, ze IAE R. 


a ; 
Deci unicitatea soluției ecuației neomogene (1) revine la a arăta că ecuația 


omogenă (1) are numai soluția nulă. Fie m = sup!) |. Obţinem inegalitatea 
xel 


jow) | < [A] -m M-a) 
şi majorăm din nou în ecuaţia (1): 
eta) shi Pm: M? je- aăt < m. | PME aa) | 
Continuînd procedeul cite prin inducţie majorarea 
ap [AMO] 
boraner a (ae (ne N. 
n! 


n. 


a lue-a) 


Deoarece lim : 


n => o n! 


=0, rezultă 8(x) =0, (v)xe I, adică 0=0 şi 


pe. 
OBSERVAȚIE. Demonstrația teoremei 5.1 este constructivă aşa cum se va 


vedea şi din următorul 
EXEMPLU. Fie ecuația integrală Volterra de tip II neomogenă 


P(x) = loa, xe I1=[0,b1(b>0). 
Avem Kix, = 1, f(x) = N o T. Consin aproximatțiile 
Palax) = Yol) = 
o lx) = yolx)+ y(x) =1+fdt=1+x; 
0 


| 2 
Pal) = yol) +y (x) + a =1 rar zi 
| 3 


x? xX 
Pasta 3: 


T} x | x h 
Presupunem că y,(x) = = şi atunci Ypa (x)= [Yn (£) dt = j= dt = 
n! J a7! 


n+l: 


(n+1) 


n 


2 
deci obținem ep, (x) = e aha +Z, (v)xe [0,8], ne N. 
. b r: 


Atunci soluția ecuației integrale este ọ(x) = lim ọ„(x) =e”, (v)x € [0, b]. 
n 


OBSERVAȚIE. Există o strînsă legătură între ecuatia integrală Volterra d 
tip II şi ecuațiile diferențiale liniare cu coeficienți variabili, Mai precis, ar 
tăm că o problemă Cauchy pentru o ecuație diferențială liniară conduce la 
ecuaţie Volterra de tip H (în general neomogenă). Această transformare es 
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ilă deoarece în general ecuațiile integrale sînt mai bine adaptate la aplica- 
a metodelor numerice. 

Fie 

(8) ye ta a)y? +... +a, (y = f(x), xe ICR, A= [a b) 

ecuație a liniară de ordinul n cu coeficienți variabili, a; : Z —> R, 
ncții continue. Presupunem că f: I — R este funcţie continuă şi fie 


yla) = 00, ya) = Qp- Ya) = a, E R, 
problemă Cauchy. Notăm yx) = a şi obţinem 
yY (a) = [odt + oa, 
dat XX * (3 £) 
yea) = | ga) ae ae aa) a | ADAt aaa T +09 
y(x) = Î. Í oO (x -ay CMN PPI (x-a) a A 
da (n ma 0 
zori 
z (30 a pl (x-a)! (x — a)? (x — a) 
| pd + ar deN wzm w e 


Ia) 


“ înlocuind în ecuația diferențială (8) obţinem ecuaţia integrală pentru func- 


(9) P(x) = Í Ks, tp(t)adt + F(x), xe I, 


(x - t) 
Keps- 
D=- SaO T 


F(x) = f(x) -a l)a, - apt on- Sera, a că 


şi 


„Ecuația (9) este o ecuaţie integrală Volterra de tip H neomogenă. 
Evident, teorema 5.1 dă o nouă demonstraţie teoremei de existenţă şi uni- 
ate pentru problema Cauchy la ecuații diferențiale liniare de ordinul n. 


EXEMPLU. Fie ecuaţia y” + a(x)y' + b(x)y = F(x), x e [0, b] cu condiţiile 


0) = yo y'(0) = y;. Notăm y” = ọ deci y'(x) = fọlt)dt + y; şi 
0 
(x) = f y'(s)ds + yıx + Yp, adică y(x) = f foe) dt [ds + yıx + yọ; intervertind or- 
0 oo 


linea de integrare, rezultă y(x) = f(x — Dp(0)dt + yıx + yo. Înlocuind în ecuația 


iferențială, rezultă 
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p(x) + aco [poar +Y l + oo] je - HECE) dt + yx + v] = F(x) 
0 0 


sau echivalent 


o) + flat bata Plp(t) dt = F(x) — alx) y — aa ip 
-K(x t) fla) 


obținîndu-se o ecuație Volterra de tip II, 
De SE pentru alx) = 0 şi b(x) = x, Yọ = Q, y1 = 1, se obține 


p(x) + Í ata - Hol) dt = F(x) -x?. 
0 


5.2. Ecuatii integrale Fredholm 


Fie 1=[a,b)CR şi D=IxIC R?. Fie date funcţiile continue f: ->R 
K: D — R (funcţia K se numeşte nucleu). 
DEFINIȚIA 5.2. (a) O egalitate de forma 


(10) pa) = Aj Kts, Holt dt + f(x), xreLAER 


se numeşte ecuaţie tema Fredholm de tip Ii neomogenă. 
(b) Pentru f = 0 se obține sa ata 


(0)  q(x)=A K(x, olt) dt; ze LAE R, 


care se numeşte ecuaţie RR Fredholm de tip II omogenă. 
(c) O egalitate de forma 


b 
(1 j K(x, Dot) dt =f), xe I 


se numeşte ecuație pART Fredholm de tip I. 
(d) Fie K: D -> R, K (x, £) = KU, x), (Y) (x, De D. Ecuația 


12) y(x)= AJK Hy di + g(x), xe Lie R, 


se numeşte ecuaţie neomogenă conjugată a ecuaţiei (10) uden È se 
numeşte nucleul conjugat). Dacă g =0, atunci ecuaţia (12) devine ecuaţ 
omogenă conjugata. 


TEOREMA 5.2. În ipotezele de mai sus, fie M= sup |, Hl. Da 
(x, t)eD 


A]Mb-a)<1, atunci ecuaţia integrală Fredholm de tip Ti 
neomogenă are o unică soluţie ọ : I> R, continuă. 
DEMONSTRAȚIE. Vom folosi lema contracției. Pe spațiul metric complet 


(cu distanța d(g, A) = sup! gi) — hix) |, (g, he C?) definim aplicația 
xE7 


F:C >C, y> Fy, 
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b 
(Apa) = ME, Eyl) dt + f(x), (Vx E L. 


vident Fy este o funcţie continuă). Să arătăm că F este o contractie. Pentru 
ice g, h e C) avem: 


(Fg ~ FhXx) = Aj Rt t(g(6) — h(t)) dt, 


b 
(aa) — (Za) | SAIM fla- ao lat slal Mb- adlg, h), 


unde rezultă 

d(Fg, Fh) < |à] M-a) - dg, h), 

ică F este o contracție, deoarece prin ipoteză avem 0 < A| Mb -a)<1. 
Din lema contracției rezultă că există o unică funcție ọ eC? astfel încît, 
p = q, adică 

(x) = | Ra t)p(z) dé +F), 


ci 9 e CO este soluţie a T integrale (10). Observînd că, reciproc, o 
luţie peC! verifică egalitatea Zp=0, unicitatea soluției rezultă din 
icitatea punctului fix al contracţiei F. 

“Vom studia acum un caz particular important de ecuații Fredholm. 
“DEFINIȚIA 5.3. Nucleul K : D — R se numeşte degenerat dacă 


Kíx,t)= Ța,(x)-b,(t), 
k=l 


apb, ,:I-R funcţii continue, k=1,2,. m şi sistemul de funcţii 
i, <p <m este liniar independent peste R. 

TEOREMA 5.3. Rezolvarea unei ecuatii integrale Fredholm de tip II 
nucleu degenerat se reduce la rezolvarea unui sistem algebric li- 
ar, 

DEMONSTRAȚIE. Să presupunem că peC! este o soluție a ecuaţiei 
egrale (10) şi că nucleul K are forma din definiția 5.3. Atunci avem, pentru 
cex e f: 


(18) œ= Af S aob D dt + fa) = fo) Cynt) 


a k=l 


b 
(19) C, = [b Opt) dt ER. 


Înlocuind din nou functia ọ, dată acum de formula (18), în ecuația inte- 
lă (10) obținem: 
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iml 


Fx) +À Caut = far) +A aj Zaa, ofo + Š cao dt, 
sau 


> C,- -Í b, (OFE) dt - Sc, [ b,(ta,(t) Jr 0. 
kzi 


i=l a 


Notînd 


(20) B,= [ore dt, A, = b, (tat) dt e 


consinte calculabile) şi ținînd seamă de ptal că {apli <k em Este un siste 
liniar independent de funcţii, obținem pentru necunoscutele C, k = l, 2,. 
un sistem algebric liniar: 
(21) ©, -A9 AC; = By k=1,2,. m 
izl 
SE cu A = = (Ai <k,i<m E M mR), B = (Bpi < <k< ne MR) ŞI 
= (Ci) cepem E Mm aR) sistemul (21) se scrie sub formă matriceală | 
(22) Cu, -AA).C=B. 
Reciproc, dacă există constantele cp k = 1, 2, ..., m, soluții ale sistemulu 
(21) - (22), funcţia ọ dată de formula (18) este î a Saate integrale (10 
după cum rezultă din raționamentul anterior. . 


EXEMPLU. Ne propunem să rezolvăm ecuaţia Fredholm de tip II: 


Ti 
olx) -À e + tsin xolt) dt = x. Ecuația se scrie 
di pia ELA 
olx) =x + Ax [ete dt + Asin x [too dt 
-7 -7 


deci 
olx) = x + CA + i sin x. 


Înlocuim acum ọ în expresiile lui C, = fow dż şi TOS = fow dż; rezu 


-7 -F 


C, = IOTA A+ Ca-Asint) dt şi Ca = fit+ At + Cp -Asint) dt şi se obţin 


-7E TÈ 


2n ; JOE E 
C.:=0, Coe co dit o i final, PER ORL adm 
2 = 0374) (cu condiți 2 în final, p() =x 3273) 


Vom enunţa acum fără demonstraţie teoremele lui Fredholm în cazi 
nucleului degenerat, [A12, I; A14]. 
TEOREMA 5.5 (Fredholm). Fie K : D —> R un nucleu degenerat. 


Atunci avem: 
(D Sau ecuaţia (10) (Fredholm II neomogenă) are soluţie unică pentr : 


orice termen liber f e C?, sau ecuaţia (10°) (Fredholm omogenă) are e 
soluţii nenule ((D) se numeşte alternativa Fredholm). x 
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(ID În primul caz ecuația integrală conjugată (12) are soluție 
unică. În al doilea caz ecuaţia integrală conjugată omogenă (12) are 
celaşi număr (finit) de soluţii liniar independente ca şi ecuaţia (10). 
“IID Condiţia necesară şi suficientă ca ecuaţia (10) să aibă soluții 
ste ca 


b 
| Fæ) dx =0, 


entru (Y) soluţie y a ecuaţiei conjugate omogene (12). 


$ 6. Metode numerice 


În acest paragraf vom prezenta cîteva metode aproximative pentru rezol- 
area unor ecuaţii sau sisteme diferenţiale ordinare (probleme Cauchy, pro- 
leme bilocale etc.), care pot fi traduse în programe de calcul automat. 


6.1. Rezolvarea aproximativă a problemei Cauchy 


a) Metoda aproximaţiilor succesive 
- Să considerăm un sistem diferenţial de forma 
(1) 4 = v(t, x), 

condiția inițială 
(2) xlo) = Xo, 
resupunînd că sînt îndeplinite condițiile teoremei de existenţă şi unicitate a 
roblemei Cauchy respective. Rezolvarea aproximativă a problemei (1) + (2) 
ine la a construi o funcţie y(?) pe un interval (tg, T] care să fie "suficient de 
propiată” de soluţia exactă x(£) în sensul că 

Blee- yele CD tel, T] 

unde £ >0 este un prag de precizie prescris). Similar pentru un interval 
T, fod. 
Metoda aproximațiilor succesive constă în determinarea funcţiilor Yg, Yp 
.. definite prin yW) = Xo» 


yilt) = Xg + Îvta, Yo) dT, yalt) = xo + fut, Y,(0)) dr ete., pentru 
to to 
e [fp T], luînd yé) = y (t) cup 21 convenabil. 
EXEMPLU, Fie ecuatia ă = x? + 2£ cu condiția x(0) = -5 şi t e [0, 2]. Avem 


É 
yo) = = 5, y) = stjo + 27) dr = -5+ 25+’, 


25 


3 ZE pa p IESS A 12407 + 254-5 şi 


y 
y(t) = -5+ jo + 27) dr = + 


statia considera s Y(t). 
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În practică valorile soluţiei y(t) trebuie să poată fi calculate printr-un m 
măr finit de operaţii aritmetice sau logice. În acest sens, se consideră su. 
ficientă cunoaşterea funcţiei y(t) în punctele unei diviziuni | 
to < f; <.. < y = T a intervalului > 7). Adeseori diviziunea se ia echidistan: 


Ț — 
tă, adică î, = tg + kt unde t= 0. şi k =0,1,...,N. După interpolare (pol - 


nomială sau prin funcţii-spline), se poate admite că este verificată condiția 
(3). Se cunosc deci funcția v, punctul xy e R” şi valorile t, 0 < k < n. Dacă 50) 


Li] 


este o aproximare a soluției problemei (1) + (2), atunci o aproximare "maj 
£ 


bună” este 3(£) = xo + Tutt; 5(0)) dr. În general, pentru orice funcţie continu 


lo 


h avem fac) dT= 5M, XE E) şi folosind acest fapt, rezultă 
0 
a k- : 
Ytp) =x + F olti PEDE —t,) pentru 0 sk sN. 
j=0 
Aplicînd succesiv această procedură, începînd cu (4) = Xp, se obțin valo- 
rile, în punctele de diviziune, ale unor soluții aproximative succesive. 


b) Metoda Euler (a liniilor poligonale) 


Considerăm 0 diviziune echidistantă a intervalului li, T] pe car 
determinăm soluția problemei (1) + (2). Numărul N al punctelor de diviziun 


aa ci e du T- EEM 
este ales în functie de precizia urmărită; fie t = 0. pasul diviziunii. 


Ecuaţiei (1) i se asociază în fiecare punct ż, egalitatea x(£,) = v(t, , x,) und 
x, = %4,). Folosind aproximarea x(t) = a a TA problemei (1) + (2) i se poat 
T 
asocia următoarea schemă algoritmică, datorată în esență Euler: 
(4) Xy =X, +T VE, X), OSk <N- 1 cux at. 

Ideea metodei constă deci în a 
aproxima unghiul a făcut cu Or de 
tangenta la curba x = x(t) în fiecare 
punct M, (t, x,) cu unghiul B făcut 
de coarda M,M,,, cu axa Ot deci 
x(t,) = tga = tgß = Terl TTR, (figura 
T Răi 

V-49): 


Atunci curba integrală este apro- 
ximată cu linia poligonală 
MM; M,M,;1- M, (ceea ce justi- 
fică denumirea de metodă a liniilor 


poligonale). | Figura V.19. 
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EXEMPLU. Fie nu 
x =ă+ y? 


„te [0, 2], cu condiția inițială x(0) = y(0) = 7 
y = 2xy 


ie N = 10 deci 7-2 şi $, -0+£, 0 < k < 10. Notăm v = (v,, vo) unde 
x, y, E) =x+ y? +t, V(x, y, t) = 2xy. Schema algoritmică (4) este 


1| x, +y? +2 ra f 
2] 
Se determină succesiv X,, X,, ..., Xp şi cu aceasta valorile funcţiilor necu- 
scute x(t), y(£) în punctele diviziunii considerate. De exemplu 
A 
Xa tyg +2 
5 20%0 


T 


deci x, = x(4) = să yı = y) = = ete. 


c) Metoda predictor-corector 


Această metodă recomandă ca problemei (1)+(2) să i se asocieze 
ätoarea schemă algoritmică 


(6) Xa Să + alo, Xp) + Uite Za], 


entru k = 0, 1, ..., N — 1 şi xg dat (se subințelege că s-a considerat o diviziune 
hidistantă de pas 7 ca mai înainte). Făcînd k = 0 se calculează z, conform 
“apoi făcînd k = 0 în (6) se calculează x}. Apoi se face k = 1 în (5) şi se află 
i din (6) se calculează x, ete. Calculul lui z,,, după formula (5) se mai 
meşte “predicția” lui x,, iar calculul lui x,,, cu (6) se numeşte "corecţia” lui 


d) Metoda Runge-Kutta 


Prezentăm metoda fără a intra în detalii de demonstraţie. Schema 
goritmică propusă pentru rezolvarea problemei (1) + (2) este următoarea: 


(D paz, Haw +4p(1)+P(T)], 0 <k SN- 1 (xy dat), 


(8) Q(T) = To), Q2 = Tult, + , Xy Fa AON 


Pa(T) = WE, + T, X, ~ PAT) + 20(0)). 


Mai întîi se face k = 0 în formulele (8) calculîndu-se Pis 02, @g3 corespunză- 
i şi apoi pentru k = 0 în (7) se obţine x}. Apoi se înlocuieşte k = 1 în (8) cal- 
îndu-se noile valori pentru Pr P2 03 şi pentru k = 1 în (7) se obține x, etc. 

EXEMPLU. Considerăm ecuaţia diferențială x = —x cu condiţia inițială 
)= 1. Soluţia exactă este evident x(t) = e”. Indicăm valorile obţinute prin 


330 MATEMATICI SPECIALE + TEORIE, EXEMPLE, APLICAȚII + (PARTEA li) 


aplicarea metodei Runge-Kutta în punctele de diviziune î, = 5, 0s ks i 


ale intervalului [0, 1], cu pasul t = i Ai Prezentăm rezultatele într-un tablou: 


doo iasi 
0,818723 0,818731 
0,740808 0,740818 
0,670308 0,670320 
0,606517 0,606531 


0,548797 0,548812 
0,496569 0,496585 
0,449313 0,449329 
0,406553 | 0,406569 
0,367863 0,367879 


tisfac ie k- Pc, Io 0, unde >= „uz, x(t)- y(t)|. Schema pred 
di. e 


tor-corector are ordinul II de precizie, în sensul că limig k- Al- = 0, iar meto 


Runge-Kutta are ordinul IV de precizie. Există şi aE metode numeri 
pentru rezolvarea ecuațiilor şi sistemelor diferențiale (de ordinul I). Ecuaţ 
diferențiale de ordin superior se reduc aga cum se știe la sisteme de ordinul 


6.2. Metoda dezvoltării în serie 


Să considerăm o ecuaţie diferenţială de ordinul II 
(9) X) + alt) + b(Px = 0 

unde funcţiile, a, b sînt presupuse dezvoltabile în serie de puteri în fieca 

punct al unui interval deschis 7. 

Fixăm un punct ż € 7 şi căutăm soluţii ale ecuaţiei (9) dezvoltabile în ser 


de puteri în jurul lui tg, de forma 


(10) x(t) = XAU = ta)" = Co + ct ig) + cp(t = i)? + 
n=0 


o anu a în (9) se va obține în final o relaţie de forma Sd, E-o = 0 


n=0 
unde rezultă d, = 0 pentru orice n 2 0. Va rezulta un sistem liniar Gnfinit i: 
ecuații în Cp CyCo =. Punînd două condiții suplimentare (de exemp 


x(20) = Xp Xlto) = x) se determină coeficienții dezvoltării (10) şi cu aceasta 
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tine soluția (10). În practică se calculează primii cîțiva coeficienți c, care 

tfi suficienţi (în ipoteza că seria (10) este convergentă mai rapid). 

EXEMPLE, 1) Fie ecuația x” — tx’ + 2x = 0. Căutăm soluţii de forma 

| xE) = co + ct + cot + cat + e PE Pa 

ezvoltabile în serie în jurul punctului £ = 0. Atunci 

X(6) = c4 + 2e9t + Bet? + + (n + leat Eus 

XC) = 203 + Beat +... + (n + 2n + Le, of” t 

nlocuind în ecuația dată, rezultă | 
2c3 + cgt + 120, + ... + n(n ~ Dei”? + n(n + R aaa 

+ (n + 2n + Lengt” +... — fc, + decat + Beat? +... + net + 
+ (n + Inat” +...) + 2lco et + cot? +. + +...]=0. 

` Ordonînd după puterile lui ż, rezultă sistemul 


2C + 2c9 =0, 
6c} +c =0, 
12c} =0, 
20cx — ca = Q, 


Po vor > ù ù v . k > 


(n + 2)(n + Lc, „a -n —2)c, =0 


(n — 2) pay adi Z lata A 
unde ST Cp, N 2 2. Coeficienţii ca, c; nu pot fi determinati 
st CD ĉan nții co, c4 nu p ti şi 


“considerăm ca parametri; rezultă cy = ~ co, Ca =-= 6, e, =0, 
c sdg St NE c a =0, c a i TEE c a =0 
„200 120 6 304 749% 1680 Co gg“ 
te. În final, 
1 1 1 
x(t) = cp(l -t?)+ (e) 
so cu, ua a 
Se observă că funcţiile x,(£) = 1 - £ şi x,t) =t- Ti e =... sînt soluții 


le ecuației date şi x(£) = c.x,(?) + coxo(£) este soluția generală (pe R). 
2) Ne propunem să arătăm că dacă n > 1 este întreg, atunci ecuațiaLegen- 
re (1 — xy” — 2xy + n(n + 1)y = 0 are ca soluţii un polinom de gradul n cu co- 


icienți reali. Căutăm soluţii de forma y(x) = S cx" şi înlocuind în ecuaţia 
k=0 
aterioară, rezultă după calcule imediate, 


[2c2 + (n” + n)col + x[6c3 + (n? + n — 2)c,] +... + 
+3 + 2) + Lcr + 0? +n — 2 bej] +... = 0. 
“Observînd că n? + n -k?-k = (n — k)(n + kb + 1), obţinem formula de recu- 
nţă | 
(n -kn tki) 
(k+ k+) PF 


Ck = 
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Pentru k = n rezultă c„,g =0 deci 0 = cc, = Cng E Cass =- Deci dacă: ş 
este impar, toți coeficienții c, cu k impar, k > n sînt nuli, iar dacă n este pa 
toți coeficienţii c, cu k par (k > n) sînt nuli. Aşadar, ecuaţia are totdeauna o 
soluție polinomială de grad n (alegînd pentru n impar toți coeficienții de rang 
par nuli şi invers). "E 

Pentru n = 0, 1, 2, 3, 4 se obţin respectiv solutiile polinomiale 

P (œ) = 1, P (x) = x, P(x) = 3x? — 1, P (x) = 5x? — 3x, P (x) = 35x4 — 30x? + 3; 
se obțin astfel primele polinoame Legendre, al căror studiu va fi făcut ulte: 
rior. 

Metoda dezvoltării în serie va fi de asemenea aplicată la studiul functiilor 
Bessel. 


6.3. Problema bilocaliă 


Se pune uneori problema determinării soluției unui sistem diferenţial de 
forma x =v, x) xe R”, n22, te (a, b], în care soluţia x =x(£) nu este su- 
pusă la condiții de tip Cauchy, ci la anumite condiţii în capetele a şi b ale. 
intervalului de studiu (numite condiţii bilocale). Ne restringem la a 
considera ecuaţia diferențială 


(1i) ü- pjut) =F), tela, bl, 


cu condițiile u(a) = o, u(b) =P (œ, Be R şip,f funcţii continue pe la, b] date). 
Notînd x, =u, x, =u această ecuație este echivalentă cu sistemul 
x = Xo, Žo = pí FE. 
b-a 


Alegem o diviziune a = f < £ <... < éy = b echidistantă cu pasul t= 


; Ș i l 
(deci £, =a + kt, O < k < N). Deoarece ü(t,) = -~s (U,,1 — 2up fuga), 
T 


I1<sk<N-1, notînd p, =pt,), fy, = fit), ecuației (12) i se asociază următoa 
rea schemă algoritmică: 


1 | 
77 Urn — Dup + up) Priy = fpo 
de unde 
t, ~ (2 + pu, + Up Tf, LSkSN-1, 


care este un sistem liniar de N - 1 ecuatii. Numărul de necunoscute este 
N + 1. Dar avem şi condițiile up = 0, uy=f şi se obține în final un sistemi 
liniar de N + 1 ecuații cu N + 1 necunoscute to, Ui, --:> Uy Se poate arăta că 
dacă p(t) > O pentru orice te la, b] şi dacă functiile p şi f sînt de clasă c“ 
atunci sistemul admite soluție unică iar metoda este convergentă (poala 
T— 0), 


EXEMPLU. Considerăm ecuaţia i +u = -t, te o, z cu u(0) = u(E)- 0. 


Această problemă are soluția 
ctă u(t)= sint -t. Dar aplicăm 
toda numerică anterioară. Alegînd 
= 2 deci = 7 şi apoi N = 4, ta se 


in sisteme formate dintr-o ecuație 


icate în tabelul din figura V.20. 


espectiv trei ecuaţii. Soluţiile sînt - 
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Figura V.20. 


Capitolul VI TEHNICI DE SPAȚII 
HILBERT | 


În acest capitol vom prezenta o serie de rezultate şi aplicaţii semnificative, 
care utilizează în mod esenţial produsele scalare şi proprietățile funcționale- 
lor liniare sau operatorilor liniari pe spații Hilbert. 


$ 1. Serii Fourier generalizate şi polinoame 
ortogonale clasice 


1.1. Cîteva rezultate asupra spațiilor Hilbert 


Am definit în capitolul 2 noţiunea de produs scalar abstract pe un spaţiu 
vectorial şi am dat cîteva proprietăţi ale spaţiilor prehilbertiene (spații vecto- 
riale cu produs scalar); printre acestea, reamintim inegalitatea lui Schwartz, 
regula paralelogramului, procedeul Gram-Schmidt de ortogonalizare a unui 
şir liniar independent de vectori etc. | 

Exemplul tipic de spaţiu Hilbert finit, dimensional îl constituie R” (n > 1), 


r 
cu produsul scalar euclidian <x, y>= Y x;y, pentru orice x= (x, ... Endi 
i=l 
y = (y =s Yp). Generalizarea directă, infinit dimensională, o constituie spațiul 
l, al şirurilor x = (x„) >o de numere reale sau complexe astfel încît seria 


DEA; să fie convergentă. De exemplu, şirul f Z, că £ a aparține lui 15 
n>0 n E 


dar şirul l 1 : 


1 1 
y = (Y), >o se consideră egale dacă x, =y, pentru orice n 20. Se definesc 
suma x +y = (x, +Y )n> p Şi produsul Ax = (Ax, >o unde A este un scalar. Din 


a nu aparține lui 7, Două şiruri x = (%,) n20 


1 yig n ao 

slep y2), rezultă că dacă x, y€ lẹ atunci 

seria Y x„y„, este absolut convergentă (deci şi convergentă); în plus, rezultă 
n20 

că x+y E l, Este evident că l este un spațiu vectorial (peste C) şi mai mul 


inegalitatea evidentă |x,y,| < 


ž i 


definind <x, y > = Fa y,, se obţine un produs scalar complex. Se arată că 
n=0 ; 
spațiul l, este chiar un spațiu Hilbert (adică este complet). Un alt exemplu 
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PG ={f:G >C] f |F]? de<} 


> o mulțime măsurabilă Gc R” (adeseori G este un interval pe dreapta 


Teoria generală a spațiilor Hilbert este una dintre cele mai importante 
hiziţii ştiinţifice ale secolului nostru. Reamintim cîteva din rezultatele ei de 
ază (unele au fost deja demonstrate în capitolul 2 în cazul finit dimensional), 
re au o evidentă interpretare geometrică, 

Fie H un spaţiu Hilbert (complex) un produsul scalar < , >. Pentru orice 
H, lu] = j<uu> este norma lui u şi pentru orice u, v € H, distanţa între 
este d(u, v) = lu —ul, numită şi "abaterea medie pătratică” de la u la v. 

1) Pentru orice subspaţiu vectorial închis H, c- H şi pentru orice 
e H, există şi este unic un element p e H, astfel încît a -p L H, şi (Y) 
e H, la- pl <la -xl (teorema de proiecţie a lui F. Riesz). 

: Elementul p se numeşte proiecția lui a pe H,. Dacă a e H}, atunci p =a. 
2) Dacă E < H este un subspaţiu vectorial închis, atunci H = E O E+ 
eorema de descompunere ortogonală). 

3) Dacă 0:H-—C este o funcţională liniară şi continuă pe H, 
unci P este un produs scalar, în sensul că există şi este unic un 
ctor v e H astfel încît 

(V) w e H, b(w) = <v, w> 

eorema lui F. Riesz de reprezentare a funcţionalelor pe spaţii Hilbert). 
4) Pentru orice operator liniar şi continuu f: H > H al lui H există 
este unic adjunctul lui f, adică un operator liniar şi continuu 
H — H astfel încât 


(V) x,y € H, <fr), y> = <x, f '0)>. 
Demonstraţiile acestor rezultate pot fi găsite în [A7, A10]. 


„1.2. Serii Fourier generalizate 


Dacă (e,, ep,..., e, este baza canonică a spaţiului R”, înzestrat cu produsul 


alar euclidian, atunci <e;, e> = o 1 si,jn,. Aşadar, e; L e; pentru i #j şi 
: n 


entru srice vector x€ R”, x = (x,,...,x,), avem = Se, şi x, = <x, €;>, 
; . k=] 

ks<n. 

Aceste rezultate pot fi generalizate la spaţii Hilbert. 

DEFINIŢIA 1.1. Fie H un spațiu Hilbert (complex) fixat. Se numeşte bază 

rtonormală în H (sau sistem ortonormal total sau complet) orice şir 

A = (e,, ex, ...,€,, .-.] de vectori din H astfel încît <e,, e> =ð; pentru orice 

J2 1 şi în plus, subspațţiul lui Hilbert generat de B să fie dens în H. 
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EXEMPLE. 1) În R” baza canonică este ortonormală. | F 
2) În Z, elementele e, = {1, 0, 0, O, ...}, eg = {0, 1,0,0,...], e3 = {0, O, 1, Opi} 
etc. formează o bază ortonormală. Nu orice spațiu Hilbert admite bază orto- 
normală. 
DEFINIŢIA 1.2. Fie H un spaţiu Hilbert (complex) avînd o bază orti 
normală B = (e,), > şi ue H un element oarecare. Se numesc coeficienţii 
Fourier generalizaţi ai lui v relativ la Z, numerele (complexe) 
| = <u, e>, n21. . 


Seria Șc,e, se numeşte seria Fourier generalizată a lui u relativ la Z 
azl 


TEOREMA 1.1 Fie H un spațiu Hilbert avînd o bază ortonormală 
B =le} >; Pentru orice u € H, seria sa Fourier generalizată relativ 
la Z este convergentă în H, cu suma egală cu v. În plus seria numeri: 


că lc, este convergentă, cu suma egală cu fuf”. 


n>l 


Aşadar, sa e, =u şi Sle, P= lul?, în sensul că 


n=l nel o 


Jim lu - Sere, =0 şi lim| luj? - Şc, P |=0] 


Ti Sai da-i p=l 
DEMONSTRAȚIE. Fie u, = Sere ep, n 21 unde c, = <u, e,> sînt coeficienţii 
Fourier ai lui u relativ la 2. Perii orice k, 1 <k <n avem 


A E >= Ye, < ese >= Sei = Cp =< U, €, >, adică <u, — U, e,> = 0. 
p=l pri 

Pentru orice n > 1 fixat, să notăm cu H, subspațiul vectorial al lui H ge- 
nerat de e}, €p €, Rezultă u, -ueH,, pentru orice n > 1. Fiind finit d 
mensional, subspațiul H, este mulțime închisă în H şi conform teoremei 
proiecției, rezultă că u, este peoe ze lui u pe H, (Se arată uşor că (Y) v € Hp 
lu-u, <lu-ul, deoarece ju- 7A + lu, -of = lu -ul?, conform teoremei lui 
Pitagora). | | 

Fie acum € > 0 arbitrar fixat. Deoarece subspaţiul lui H generat de B este 
dens, există un element v e H, combinaţie liniară finită de elemente din B; 
astfel încît llu — ul <£. Aşadar, există un număr natural N(e) astfel încît v € H 
pentru orice n 2 N(£) şi conform teoremei proiecției, |u —u,|]<u-ul] deci 


lu -u,||<e pentru orice n > N(€). Am demonstrat astfel că u, ati ag: de 


Pepe, =U. 
p= 
Pe de altă parte, avem 


lu, | =<Up Up > =< N Se, e, >= Xcpta5pa = ele pentru orice 
p=l al 0 Bq p=l 
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în H 


> 1. Făcînd n — œ şi tinind cont că deoarece U, —————u, 


:zultă Ile, 2 =uff. 


p=l 
OBSERVAȚIE. Dacă baza Z este fixată şi ue H, atunci joizvo ba 


ourier a lui u este unică; într-adevăr, dacă u = Se, Ce, ŞI u = Ede e,, atunci 


n=l 


n 
otînd v, = $, d ep, rezultă <v, e,> = d, pentru orice p sn. Făcînd n —> se, de- 


oarece v, > u, rezultă <u, e,> = d, deci c, = d, pentru orice p > 1. 


Relaţia X |c,’ = ul se mai numeşte egalitatea lui Parseval; evident, 
n=i 
entru orice n > 1 avem DX c ri < jul? (inegalitatea lui Bessel) şi lim c, =0. 


p=1 
. Am văzut că pentru orice u € H şi pentru orice n 2 1, dintre toate combina- 


ile liniare Šad, , cea mai apropiată de u este cea pentru care d, = <u, e,> 
p=l 

dä d, sînt atunci coeficienţii Fourier ai lui u relativ la 2. 

: Demonstrăm acum un rezultat care arată că spațiul l, este prototipul 


spaţiilor Hilbert cu bază ortonormală. 

"TEOREMA 1.2. Fie H un spaţiu Hilbert (complex) avînd o bază orto- 
normală Ø şi aplicaţia 

D: H > lp, U — {C}, Cos NI Cp o} 


prin care oricărui element u e H i se asociază şirul coeficienţilor 
Fourier generalizaţi relativ la 8. Aplicația O este un izomorfism 
Ç - liniar care conservă produsele scalare, 

„DEMONSTRAȚIE. Şirul (c,), > aparține lui l, deoarece DX e? < ce. 

n=l 

“ Injectivitatea lui ® rezultă din unicitatea dezvoltării în serie Fourier 
eneralizată. Demonstrăm că O este surjectivă: fie y= (c )}>1€łz şi 


n 
n = $ cpep; deoarece rezultă că şirul (u,), > este Cauchy deci convergent, 
pol 
H 
u, —— =u. Deoarece <u, e> =c, rezultă pentru n ->œ că <u, e,> = 
p21 adică (u) =y. Faptul cå O eati C - liniară este evident. În fine, a 


u,v € H, avem <u, v> = <P(u), P(v)>, aşa cum se verifică imediat. 
APLICAȚII. 1) Cel mai important exemplu se obține considerînd spaţiul 
Hilbert real H = LE is cu produsul scalar < f, g >= E fod g(x) dx. Şirul 


cos 2%, 


1 i Ea i 
êp , Ep = —=COSX, Eg = —=SiN X, e4 2 —p= 
1 an” 2 Va 3 dn + An 
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constituie o bază ortonormală (adică un sistem ortonormal total) în H; 
într-adevăr, <e; e> = 6, pentru orice i, j2 1, conform relațiilor clasice de: 
ortogonalitate. Apoi faptul că subspaţiul generat de fe.) > a este dens în H- 
este demonstrat în analiză, [A7], | 

Să fixăm o funcție u : [- n, n] > R din H = L? [nm Coeficienţii Fourier ge 
neralizaţi ai lui u relativ la baza GE Ano znala B = leu vor fi 


Q = <U, e >= f u(x) PE e [Ea 
pa Jan 2 


EL 
1 
Co = <U, e. >= f u(x) e AR ANT, 
T. 


~H 


f i 
Ca = <U, eg a A) reing dx = b V7, 


C4 = aV T, Cg = bov T etc. 


ps n 
unde a, = 1 Aan cosnx dx, b, = i fulx)sin nxdx, n20 sînt coeficientii 
~n 
Fourier aa ai lui u (dacă ue L° in nj atunci u(x)cos nx, v(x) sin nx aparţin 
lui Li in, np Conform inegalității lui Schwartz). ia 
Aşadar, există o foarte strînsă legătură între coeficienţii Fourier clasici şi. 
cei generalizați. Reamintim că teorema lui Dirichlet dă condiții de conver-. 
gență punctuală a seriilor Fourier, în timp ce teorema 1.1 este o teoremă de 
convergență în sensul abaterii medii pătratice. Egalitatea lui Parseval 


Yle,’ = lu? devine în acest caz: 
n=l 


2 ce T 
-a La +b)=Ż n dx 


Este interesant că aplicația ® : L4. Cta i Si din teorema 1. 2 stabileşte o. 
corespondență biunivocă între entități de pie continuală (cum sînt 
funcţiile din i t-n a} ŞI entități discrete (şirurile din lə). Reamintim că dacă. 
ue Le I-n,m] Este un semnal, atunci şirul coeficienţilor Fourier, adică (u) este 
numit spectrul discret al lui u. Teorema Dirichlet sau teorema 1.1 arată cum 
se recuperează semnalul din cunoaşterea spectrului său discret, 

2) Considerăm spațiul Hilbert complex H al funcţiilor f: [- n, n] > Ce cu. 


fi fœ) dx < æ, relativ la produsul scalar < f, g > = | fæ) glx) dx. 


TE -g 


2n 
enții Fourier relativ la el ai unei funcţii fe H sînt tocmai coeficienții Fourier .. 


Sistemul de exponențţiale | g"? | este ortonormal şi total şi coefici- 
neZ 


e $ 1 7 j 
clasici, sub forma complexă, anume Cp =p f fix)e""* dx, ne Z. 


J2n a 
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Dacă în locul intervalului |- 7, n] se ia un interval |-/, 4], atunci se poate 


nsidera şirul ortonormal total de exponențiale SE . Teoremele 
pe l Jai ne Z 


“şi 1.2 o aplică direct, iar egalitatea lui Parseval devine în acest caz 


los = m E jr as pentru orice fe H. 


1.3. Proprietăţi ale polinoamelor ortogonale 


EFINIŢIA 1.3. Fixăm un interval ICR şi o funcţie continuă p:7/—R 
stfel încît p(x) > 0 pentru orice xe I şi IE: "p(c) dx < pentru orice întreg 
>0, numită funcție pondere. Vom nota cu Lap) mulţimea funcţiilor 
LR astfel încît | pf (x)2dx <œ., Se obţine astfel un spaţiu Hilbert 
r al) relativ la produsul scalar < f, g > =f, plix)f(x)g(x)dx [această integrală 


žistă AR E 0 +87) dalele z + pe” )]. 


iad, A) E x” Eagle lui Lo(p) ză orice întreg n 2 0, iar şirul 
1 pA x”, ...} este liniar si NE în ap Acesta poate fi ortonorma- 


3 ss X 


<P, P >= J p(x)P. (x) P? (42) dx =6, pentru orice m, n 20. 
Dacă I/=|-1,1] şi pzl, se ua polinoamele Legendre 
A. M. LEGENDRE, 1752-1833), notate P (x) Pentru I=(-1,1) şi 


E == se obţin polinoamele Cebişev (P. L. CEBÎŞEV, 1821-1894), 
: l-a 


otate T (x), pentru I = (0, œ) şi p(x) =e”, se obțin polinoamele Laguerre 


(x) (Œ. N. LAGUERRE, 1834-1886) şi pentru I =(= œ, e), p(x)=e™", se 

un în evidenţă polinoamele Hermite F(x) (CH. HERMITE, 1822-1901). 

Aceste sînt numite uneori polinoame ortogonale clasice. Teoremele 1.1 şi 

1.2 se pot aplica în fiecare din aceste cazuri. Astfel, pentru orice funcție 
1 


u :[- 1, 1]>R cu f u(x)? dx<œ există o dezvoltare a lui u în serie de 
-1 
olinoame Legendre u= TA , convergentă în Lp) p=1, unde 
n=0 

1 
n=<u, P >= [uta P, (x) dx, n>0 reprezintă şirul coeficienţilor Fou- 
~} 
rier-Legendre ai lui u (sau în altă terminologie, spectrul discret Legendre al 
semnalului u) Deoarece polinoamele P, sînt cunoscute, se pot folosi 
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aproximări de tipul u= Sc, cu n > 0 ales convenabil. În mod similar 
© kab 


obțin dezvoltări în serii de polinoame Cebişev, Laguerre, Hermite şi spec r 
discrete corespunzătoare (folosite de exemplu în filtrarea semnalelor). 
Dăm acum o listă de proprietăți generale ale polinoamelor ortogonale rela 
tiv la o funcție pondere p : I -> R, notate P (x), n > 0 obţinute prin ortogona 
zare (nu ortonormalizare!) Gram-Schimidt pornind de la şirul 1, %, %â, “3 
presupuse monice (deci avînd coeficiențul termenului de grad superior ega 
cu 1). Vom nota N, =|?, |? =f, p(x)P, (x)? dx. Se subîntelege că identificăm 
polinoamele cu funcțiile polinomiale asociate (şi că P, nu este aici polinomul 
Legendre în grad n). 
1) Fiecare polinom P, este de grad n deci P, e R X. | 
Într-adevăr, procedeul Gram-Schmidt dă Pe = E apoi P=ăĂ+ a aş 
Daia îl & se determină din condiţia P, L P, adică f PNE + a) dx = 0: 
P, =x° + Bx +y unde coeficienţii B şi y se determină din condiţiile P, LP, 
P, L P] etc. 
2) Polinoăniele Po, Py -~ P, sînt liniar independente (deci formează 
bază pentru spațiul vectorial R „tă. 2 
Într-adevăr, fie 0Py+a Pt. +0, P, =0 fisa G, e R; deoare 
P, =x" + Q (x) cu n-i e sf pl i srad <n ~ 1, rezultă că a, = 0; apoi di 
relația AP o + UP) +- + OP = O rezultă a, = 0 ete. îi 
3) Pentru orice n z 1 Dolinou P, este tal cu orice polinom 
Qe Rl. 


Conform Pe 2 există constante reale Qp, ..., a, astfel încît 
nl l 

Q= Sp deci <P,,Q>=<P,, Sau D aoa d 

i=0 zl să 

4) Să notăm c, = je -p(x) dx, k20. Atunci pentru orice intog? n2 z0 


există o constantă realä A, astfel încît 


co Gp i ca 

| Ci C3 œe Cral 

(*) P (x) 5 Ap ee e e e 
Cn-1 Cn *** Cana 

| x oe g” 


DEMONSTRAȚIE. Deoarece P, are gradul n, există constante reale b; ; 


Osi<n astfel încît P (x)= Y bpn xi deci 
| 20 


n P (x)>= Sb <x”, xi >= Sb], xt p(x) dx = iien 
i=0 „iQ 
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Conform proprietăţii 3 rezultă că pentru m=0,1,. n-1 avem 
: Cun = =0. Aceste relații definesc un sistem liniar omogen de n ecuații cu 


m 


+1 necunoscute bom Cim eo Pay. Rezultă 


n 
d RR UER EN e na a RR 
Ci Co Cn | Co Co Cn Co C1 Cp 
Ca C3 Cai C4 C3 Cai Ci C2 Ca 
Cn Can Can-1|  |Cn-1 Cn Con. Cui Ca Cana. 


notînd cu A, valoarea comună a acestor rapoarte şi înlocuind coeficienţii b,, 
expresia inițială a lui P (x), se obţine formula din enunț. 

OBSERVAȚIE. Din proprietatea 4 rezultă că funcția pondere (care permite 
culul explicit al coeficienţilor c,) determină în mod univoc toate 
linoamele P, (mai întîi pînă la o constantă multiplicativă A,, dar reamintim 
polinoamele sînt monice). 

EXEMPLE. 1) Considerăm cazul polinoamelor Legendre. În acest caz, 

ke | = dacă k este par 


A k+1|, 


0 dacă k este impar. 


Aşadar, cp = 2, c, = 0, co = rS Ca = 0 etc. Aplicînd formula (*) rezultă că 
[e Cı 12 0 


Co C4 Ca 2 0 2/73 
P(x) = Ag |e ca ca|= A| 0 2⁄3 0 -aa -$(a2 1) 
1 x x? Il x x 


Fiind monice, rezultă P = 1, P(x) =x, P, (2) = x? -5 De asemenea, se 


Dog 3 6 3 
aţă că P (x)= x? — P, (x a + — ete, 
E RA 3 ) 5” (x) = xi 7% 35 
2) In cazul polinoamelor Cebîşev, avem 


kii 


[sin t dt 


5 


x= sint 
GF Iae x? 
i Co = T, C} = 0, cp = A c3 = 0 etc. Va rezulta T} = 1, T(x) =x, 

A 1 i : 
(30) = x E Ta (x)= x? -Ža T, (0) = af — x? +a etc. Vom vedea că 


n > l, T, (x) = = T (x), unde T, (x) = cos(n arccos x). 


342 MATEMATICI SPECIALE + TEORIE, EXEMPLE, APLICAŢII + (PARTEA i) 


3) neie polinoame Laguerre: sînt Lọ=1, L=x-1, Ly =x? 43 2 
La =x? ~ 9x? + 18x — 6, L, = x4 — 16x? + 72x2 ~ 96x + 24 ete., iar polinoame] 


Hermite sînt Họ= 1, H,=x, Hz =x 2-4, Ha =x Za, H, =xf - 3x24 
etc. 
Continuăm lista de proprietăți generale. 
Să observăm că pentru orice n 20, polinomul P n41) P(x) are gra- 


dul < n deci P, (x) ~ xP, (x) = S'a, P, (2). Atunci pentru orice 0 < m < n averi 
+20 


<P> Presa * e = CP Pra — <Py XP > = — <a. > 
şi pe de altă parte, 


<P,, P „1 -2B >= So, <P, B> son [Pa 
k=0 


Deoarece xP„ are gradul m +1, rezultă că <xP p, P,>=0 deci 3 A 
pentru m + i <n, adică m <n — 2. Pentru m =n — 1 avem 


-<xP PP, >= Gap. 
Dar xP „= P, + Q cu Q polinom de grad <n — 1 deci 
<xP 1, P, >=<P, +Q,P, >=]2, 


şi ca atare o, este un număr real strict negativ. Am dovedit în acest mo 
următoarea relație de recurenţă: 
5) Pentru orice n 2 1 are loc o relaţie de forma 


Pa) — xP n) = = Aa Ppi) + O,’ P(x) 
adică 
Paa) = Opg * Pa) + (+ p) PA) cu op <0. 


6) Pentru orice întreg n 2 1, polinomul P, are n rădăcini simple 
situate în intervalul 7. 


DEMONSTRAȚIE. Fie u,, ..., 4, rădăcinile reale distincte ale lui P, care sînt 
situate în I şi au ordinul de multiplicitate impar. Să considerăm polinomul 
Q(x) = (x —uj) ... (e — up) de grad m. În cazul cînd nu există rădăcini ca mai 
sus, considerăm că m =0 şi luăm Q=1. Dacă m <n, atunci <P., Q>=0; 
conform proprietății 3 deci |, PP,Q = 0. Dar produsul P,- Q are un semn 


constant pe I (prin însăşi alegerea lui Q) deci P,- Q = 0 pe Z. 

Aşadar, ipoteza 0<m <n conduce la o contradicție şi rezultă în mod 
necesar că m = n, Atunci polinomul P, va avea n rădăcini distincte în 7 şi fiind 
de grad n, toate acestea vor fi simple, 
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1.4. Studiul aprofundat al polinoamelor Cebîşev şi Legendre 


Am văzut (observaţia care succede proprietatea 4 de mai sus) că polinoa- 
ele Cebiîşev 7,(x) sînt bine determinate, pînă la o constantă multiplicativă, 
rin condiţiile de iii i et 


jaena T x) 


iF 


„Să considerăm scie de grad n 


dx=0, msn. 


T(x) = cos(n arccos x) 

e fapt notînd arccos x =t avem T,(x)=cosnt unde cost=x; de exemplu 

ol) = =1, Å (x)=x, f(x) i ud -1 etc). Avem 

| ccosx=t j 

Loea | În wT, AF g [sc mt cosnt 2 dt = | cos mt - cosnt dt = 0 
Jien Á sin £ A 


oi m +n. Din observația menționată rezultă că există constante reale B, 
astfel încît 


T (x)= B,„ -T, (x) = B, -cos(n arccos x). 


B 


nem următoarea formulă: 


„se pot alege astfel încît T, să fie monic deci B, = i pentru n > 1 şi obţi- 


DL (0) = zr cosln arccos x), n > i. 


Aşadar, To) = 1, T(x) = 4, Talx) = x? -4, T(x) z y3 -2y ete. 


În mod similar, polinoamele Legendre sînt bine determinate (pînă la o 
COREE multiplicativă) prin condițiile de ortogonalitate 


je, (x)P, (x) dx = 0, m +n. Să considerăm polinomul de grad n 
QpŅ E) = [c? - 1]. 


1 . 
Se verifică uşor că [000 (x) dx =0 pentru m n deci există constante 
-1 
reale D, astfel încît P(x) = D,[(x? - 1'1. Coeficientul termenului de grad 
maxim al lui [x° — 1)" este A>, şi rezultă formula de calcul al polinoame- 


lor Legendra monice: 


1 2 n a) 
OPa (+ -1 l 
| Azn en 
În cele ce urmează, vom nota 


(3) Bo = he?" n20 


(acesta diferă de polinomul monic Legendre doar printr-o constantă 
multiplicativă). 
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TEOREMA 1.3. p a 0 Cebişev y = T (x), n > O verifică ecuaţia 
diferenţială (1 -x 2y” — xy +n 2y = 0. 
b) F o avaole Legendre y = P(x), n 20 verifică ecuaţia diferen: 
țială (1 - x zi al 2xy + nin + 1 =0. 


z 
DEMONSTRAȚIE. a) Deoarece 7, (x) = -y cos(n arecosx), rezultă 


Pa) = - — Sin(n arccos x). 2 
VI — x? 


şi prin calcul direct avem (1 — ia -xTi(x)+n2T, (x) =0 pentru orice - 
xe (1,1). 
b) Notăm u(x) = (x° — 1)” deci (x? — Du'(x) = 2nxu(x). Derivînd această rel 
țieden +1 i se obține conform regulii lui Leibniz, 
[x2 — 1) -wP = Inx - ue) + 2n(n + 1). uda), 


deci 
(x? — Du 2) + 2in + Drut Da + n(n + Due) = 
= an - ut Dac) + 2n(n + 1). ue), 
de unde 
(3% — DD + UPE + u POY = nn + Duc) = Q 


Deoarece P (x) = 


u™ (x), rezultă 
2n 


(x? — 1). Px) + 2xP! (x) -n(n + DP, (x) =0, 
deci relația căutată. 
COROLAR. Să notăm V=R,(x] spaţiul vectorial real al funcţiilor 
polinomiale cu coeficienţi reali de grad <N (N 1 fiind fixat ). Atunci: 
ME tel vea i 
a) operatorul 7= (x° -I att deci F: V -> V, S 
Fly) = (x? — 1)” + xy admite vectorii proprii T (x), cu valorile proprii n 
pentru orice n = 0, 1,..., N. 
E E a 
b) operatorul Z = (x^ — D J + 2x72 deci Z: V -> V, 


Ay) = (x? ~ 1y7+ 2xy', admite vectorii proprii P, cu saloni proprii 
n(n + 1) pentru orice n = 0, 1,..,N. 


Afirmația corolarului este o altă reformulare a teoremei 1.3, deoir 
teor.4,3 i; 
IT) = (x? -DI +T = n A , pentru orice 0 < n < N; în mod similar, `` 


LP, ) =° — DP+ 2xP! =n(n+1)P,, pentru 0 <n <N. 
OBSERVAȚIE. Dacă se pune problema determinării unei soluții y = = y(x); 
analitice mărginite pe intervalul [-1,1] a ecuației Legendre . 
(1 ~x” = 2xy + dy =0cui parametru real, atunci se poate demonstra că în . 
mod necesar A este de forma A=n(n +1) cu ne N şi soluțiile mărginite 


corespunzătoare sînt de forma y = aP,(x) cu a e R constant. Rezultatul este : 
nebanal. i 
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Fie I un interval pe dreapta reală şi V o vecinătate a originii. O funcție 
r),f:IxV—R se numeşte funcţie generatoare pentru un şir de funcţii 
CONN g definite pe I dacă pentru orice x € I, în vecinătate punctului r = Q 
e loc o dezvoltare de forma 


fr) = SQ, 


n=0 


| i 
TEOREMA 1.4. a) Funcţia f(x,r) EEr xE [- 1, 1] este gene- 
1 —2axr + r? 


toare pentru şirul polinoamelor Legendre Fa w} 


n2 
l-xr 

1- 2ar + r?’ 

irul polinoamelor Cebîşev T (x) = cos(n arccos x), n 2 0. 


b) Funcţia g(x, r) = xE (-1, 1) este generatoare pentru 


DEMONSTRAȚIE. a) Mai întîi să observăm că 


(x? — 1 = $ (-1)}} Cx- deci 
k=0 


[e - p = OSCICh(2n -2k20 -2k -1) ... (n ~ 2k + 1)x"7*. 
Osksin/2] 


n—2k 


Dar coeficientul lui x" este egal cu 


| Qn-9k)! z (2n-2k)! 
ah e G a A 
Sc ITI a lu "* (nf) 
Fe 50 Di 1) DEA 
= (ID nl CĂ rr ee , 
SEI Mea (n-k)! 
Ca atare, 
1 1-3:5...(2n — 2k- 1) „n-a 


[2-0 ŞI, cc: 


o n!2” osrin 12] (n -k)!12* 
1 1 
Pe de altă parte, să observăm că f(x, r) = -me pe 
k i Ji-2xr+r? vN1l-rl2x-r) 


Dar în general, pentru [u| <1, avem 


1 
1 =e 1 l-3 3 1-3-5...(2n-1) p ` 

me = ui Ia 00 ere a ANR 

Vl-u 2.1! 2°.2! 2" -n! 

Înlocuim u = r(2x — r) şi urmărim termenii ce conţin 7”. Observînd că ulti- 

ul termen care conţine r” este u” şi un termen vu”? va conține 7” exact a- 


fare 5, y (1> CE, TO E D en pra 55, EA 
A n=0 Vosksln/2] er, 
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b) Avem 
SD cae = x=cos | g 3 ; 
YT, (œ) r” = Y cos(narccosx).r” = = r(e? + ein?) = 
n=0 n=0 n=0 
-Z| 1 1 )- l-rcos  _ l-ar 
2(l-re 1-re%) 1-2rcos0+r? l-xr+r?! 


pentru orice |z] < lşixe (1,1) 
Stabilim acum relații de recurentă pentru polinoamele Legendre gi Ceb 
şev: 
TEOREMA 1.5. Pentru orice întreg n > 1 şi x e R avem 
a) (n + DP, (x) - (2n + DxP (x) +nP, (a) =0; 
b) Ta) 2xT, (a) + (a) =0. 
DEMONSTRAȚIE. a) Conform air ta 1.4. are loc ai a 


(1-2rx+r2) ie XA (x)r". 
n=0 


3 5 
Derivînd-o în raport cu r, rezultă (1-2rx +r?) 2.(x-r)= YnP, (rat, 
n=i 
adică 
(x -r)yS, P or = = (1 — 2rx + r°) YnP, (cr, 
n=0 ni 
Identificînd coeficienţii lui r”, rezultă 
xP (x) — - P (a) = = (n + DB, 1) — 2nxP (x) + (n — DP, (x) 

şi se obține relaţia din enunț, 

b) Notînd x = cos t, avem de verificat relația 

cos(n + Î)t - 2costcosnt + cos(n — 1)f = 0, 

ceea ce este evident. 

În unele consideraţii este util să calculăm norma polinoamelor ortogonale. 

TEOREMA 1.6. Pentru orice n > 0 avem 


dA] 
-f dacă n 70 şi |A] = Va 


DEMONSTRAȚIE. a) Înlocuind n cu n-1 în relaţia de recurenţă a) d 
teorema 1.5, rezultă | 


T, 


b) 


A a id 1- | 
P,| = [ËB de= [ia ? Bat) läs | 
~l -1 D A 
ebra g apea ~- | afla) 
= 202 f P B ax = 201 [5 aË, de = 
ri 1 7 e 

2n-1 n+l n z în-lt5 ag : 
z= Pau (Z 7 Pat Ina] Pa aa = Zn 71 Pi (x) P,_. (2) dr: 
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adar, 


A 2n — 
EP - 245 „faza 
Scriind aceste relaţii pentru n = 2, 3,..., k şi înmulțindu-le, obținem 


SRL Dar la] - fe dx = — = deci Al =3 pentru orice k 2 0. 
E = ji ' (x) T (x) dx = [ha (n arecosx) dx = 
xX =E 
ăia = dacă n 0 
T dacă n=0 
APLICAȚII. 


1) Polinoamele Cebişev sînt strîns legate de problema "celei mai bune 
proximări”, Fixăm un întreg n 20. Am văzut că T (x)= za cos(n arccosx) 


te un polinom monic şi arătăm că pentru orice polinom monic M(x) de gra- 
ul n, avem sup |7,(x)|< sup |M(x)) deci dintre toate polinoamele moni- 
i) xel 1,1] 


xef- 

e de grad n, polinomul Cebîşev T (x) are cea mai mică normă - sup 
pe intervalul [~ 1, 1]. 

“Într-adevăr, să observăm mai întîi că extremele lui 7,(x) sînt atinse 


SI pn SERI kr 
entru Ţ/()= 0 adică n arccos x = kr deci în punctele x, =cos—, 0 Sk <n; 
zi sI 


; 1 --1)* 1 
unci T (x,)=—rcoskn =— şi ca atare sup |T, (3) |= ——. Avem deci 
e gen gi >” zeci, A o 


xel—1,2] 


Presupunem prin absurd că vxe [- 1, 1] am avea IM) |< za Atunci 


qk | 
sen(7, (x) -M (x,)) = sgn Cu -M(x,) |= (-1)* pentru orice 0 <k <n. 


Aşadar, polinomul 7, -M care este de grad n ~ 1 ar avea n schimbări de 
semn pe intervalul [~ 1, 1] deci ar avea cel puţin n rădăcini. Atunci T, ~M =0 
adică T, = M, ceea ce este absurd, deoarece ar rezulta 

IMaæpl= T, æ l= z , absurd. 
. 2) Sintetizăm acum într-un tablou principalele caracteristici numerice şi 
proprietăţi de calcul cu polinoame ortogonale. Formula generală de recurenţă 
stabilită la punctul 1.3 poate fi scrisă sub forma: | 
(V) n > 1, aP a) = (b,x SR e) . Pœ R d, i Faga). 
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Se poate demonstra apoi că oricare polinom P(x) (relativ la ponderea ppi 
intervalul I) verifică o ecuație diferențială liniară omogenă de ordin II a 
coeficienți variabili, de forma: 


L ole) PP, )]+ Duplo, =0, xe L 


aM Cebişev | = Laguerre | 


Tipul | 


- o 


Caracteristici 


za | io 
| Intervalul Z | — iu | eae O CLD | 


a pix} 


olx) 


T 


a EI iii birui roere anaana orr 


ee E a A RA iti pr ir dedu eee era V ra UV Ai dt iii util a aaa a DA Eau E i Ti iii eh eri răi Te Tera ere VI SPT a iii die e ere TU A iţi 


3) Determinăm spectrul discret Legendre al semnalului f:1-1,1] - R 


AD = lel. 
Aşadar, |t]= Doe) şi trebuie să aflăm şirul fep . Conforr 


Rn 
n=0 


relaţiilor de ortogonalitate avem 
ii e i ai 
flen dt= Ş cn [P0 Prisen Pa 
-1 m=0 =f 
Conform teoremei 1.6, a), rezultă 
1 
cm = EEL [el P O dt, m20. 
D a l 
32-12 5t? -3t 


Deoarece AOE B(=t, DOTEA P€) = = 


cu uşurinţă co, Ci, Co, Ca etc. 
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$ 2. Caracteristici statistice ale variabilelor aleatoare 


2.1. Cîmpuri arbitrare de probabilitate şi variabile aleatoare 


DEFINIȚIA 2.1. Fie Q o mulțime nevidă. Se numeşte familie de eveni- 
snte o colecție Æ de submulţimi ale lui Q astfel încît: 

1°. 9, Q aparţin lui X 

2". Dacă A e X, atunci CA = Q\A e X 

3%, Pentru orice şir (4,),., de evenimente, UJA, este un 
| nzi 

niment. 

pereche (Q, 4) cu proprietățile 1°, 2°, 3° se mai numeşte spațiu măsu- 
il, iar mulțimile A C Q care aparţin lui X deci evenimentele se mai nu- 
sc mulțimi măsurabile. 

Dacă A, Be X, atunci AUB, ANBşiA|LB aparțin lui X [aplicăm 3°, 2° 
ptul că A A B = C(CAU CB), A \ B =A n CB]. Apoi dacă (Al, 3 a sînt eve- 


ente, atunci evident (A, = (JCA, | va fi un eveniment. 
nel n>l 


Dacă (Q, %) este un spațiu măsurabil, se numeşte funcţie de luarea 

babilităţii orice aplicaţie P : 7 [0, 1] astfel încît: 

i>. 4°. PO) =0, P(Q) = 1; 

5°. Dacă {A,„)}„> „este un şir de evenimente două cîte două disjuncte 
(incompatibile), atunci seria Y P(A,) este convergentă şi în plus, 


azi 


Proprietatea 5° se mai numeşte aditivitatea cel mult numărabilă a 
ției P. Pentru orice Ac X; numărul P(A) se numeşte probabilitatea 
enimentului A. 
"Orice triplet de forma (Q, X, P) cu proprietățile 1°- 5° se numeşte cîmp 
probabilitate. Această definiție axiomatică aparține matematicianului 
S A. Kolmogorov (1903-1986), elaborată într-un memoriu celebru din 1933. 
1) Orice cîmp discret de evenimente (X, P) este şi un cîmp de probabilitate, 
nd O =X şi X= AX). De altfel toate proprietăţile probabilităților stabilite 
punctul 3.1 din cap. 3 se extind la cazul unui cîmp oarecare de pro- 
bilitate. În cazul discret numai evenimentele sigure aveau probabilitatea 1. 
În cazul unui cîmp oarecare (Q, X; P) de probabilitate, dacă A e X ŞI 
)= 1, nu rezultă neapărat A = 9. Se spune atunci că A este un eveniment 
proape sigur. 
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2) Fie Q = (0, 1] şi X cea mai mică colecţie de părți ale lui Q conținîne 
toate subintervalele lui [0, 1], stabilă la complementară şi la reuniune ce 
mult numărabilă. Elementele lui X se mai numesc submulţimile măsurabile 
ale lui [0, 1]. Pentru orice œe [0, 1] se pune P(œ) = 0 şi pentru orice interva 
[a, b] c (0, 1], Pa, 6]) =b ~ a. Apoi orice Me X se defineşte 
P(M) = inf $, PU,), unde "inf' este marginea inferioară a sumelor indicate 

ngl ` 


după toate şirurile de intervale Z, c [0, 1] astfel încît M c (In. Se verifică u 


nai 
şor că (Q, X, P) este un cîmp de probabilitate. 

Evenimentul A = (punct din Q ce reprezintă un număr irațional} are pro 
babilitatea 1 deci este aproape sigur, dar totuşi nu este sigur. 

DEFINIȚIA 2.2. Fie (0, X; P) un cîmp de probabilitate. O funcție E(0), ::: 
£:9->R se numeşte variabilă aleatoare (relativ la acest cîmp) dac: 
pentru orice c e R, mulțimea Q, = (ve Q lE(o) <c}, notată şi (£ <c), este an 
eveniment, adică aparține lui K 

Se numeşte vector aleator n - dimensional pe cîmpul considerat orici 
funcţie £ : Q — R”, &(0) = (E (0), -.-; &„(0)), ale cărei componente sînt variabil 
aleatoare. O variabilă aleatoare Q — C cu valori complexe este caracterizat: 
prin aceea că partea reală şi partea imaginară sînt variabile aleatoare reale... 

EXEMPLE. 1) Un exemplu important de variabilă aleatoare îl constituie 
momentul £ de defectare a unui anumit dispozitiv. Este evident că pentru 
orice moment c se poate evalua statistic probabilitatea P($ sc! deci ca 
fectarea să aibă loc înaintea momentului c. În acest caz nu este simplu či 
explicităm cîmpul de probabilitate (se poate lua Q = mulțimea tuturor seturi 
lor de parametri de care depinde evoluţia dispozitivului, X= mulțimea eveni 
mentelor posibile etc.). re 

2) Într-un joc de noroc suma "cîştigată" de Ei din jucători este o variabi 
lă aleatoare (la pierdere, suma respectivă este negativă). | 

3) Să considerăm planul xOy. Un punct aleator M(£, n) are ambele coordo 
nate variabile aleatoare £, n relativ la acelaşi cîmp de probabilitate. 

„Se poale arăta că dacă £, n : Q — R sînt variabile aleatoare şi a € R, atune 
at, E + n, E, En, |£ |, maxĖ, m), min, n) ete. sînt aleatoare. 

TEOREMA 2.1. Fie £:Q—R o variabilă aleatoare pe un cîmp “di 
probabilitate (Q, %, P). Atunci Va, b e R, mulțimile (£ > a), (£ <a!, > 
la <E <b} etc. sînt evenimente (adică aparțin lui 4). 

DEMONSTRAȚIE, Conform definiției 2.2, Q, = {Ẹ <a} e X Atunci 

{E > a) = CO, e X Apoi <a = Ufk<a-1}- gE a doză 
i nzi nezi 
E<ale X Complementara lui (£ < a} este {Ẹ 2 a} etc. 

OBSERVAȚIE. Reținem că evenimentele sînt măsurabile prin probabilități 
le lor, iar variabilele aleatoare sînt măsurabile prin probabilitățile ca valorii 
lor să fie i dată în diverse intervale. 
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Variabilele aleatoare £,, ..., £, relativ la acelaşi cîmp de probabilitate se zic 
dependente dacă pentru orice paie Tc iy avem: 

P(E e În tel) PE). PE E) 

„Adeseori variabilele aleatoare nu sînt independente, unele fiind funcție de 
lelalte sau influentate de ele. De exemplu, pentru variabilele £, n sînt utile 
obabilitățile condiţionate P(Ee 7 |ne J) cu I,J intervale. Faptul că 
n sînt independente înseamnă că P(Ee I |ne J)=P(Ee I), pentru orice I 


2.2. Funcţii de repartiție şi densități de probabilitate 

“Fie (Q, X, P) un cîmp de probabilitate şi é : Q — R o variabilă aleatoare. 
“DEFINIȚIA 2.3. Funcţia reală 

Fe: R — [0, 1], F(x) = P(E < x) 

numeşte functia de repartiție a lui £, | 

O variabilă aleatoare se consideră cunoscută nu atît prin valorile ei cît 
in funcţia ei de repartiție. Proprietățile funcției de repartiție sînt cuprinse 


TEOREMA 2.2. a) F; este monoton crescătoare; 

b) Fz(- œ) =0 şi F+ œ) = 1 

c) F; este continuă la dreapta în orice punct a e R; 

d) Pentru orice a < b, Pla < §Ẹ < b) = F(b) - Fa), 

& < < b) = Fb ~ 0) — Fa) şi Pla < §Ẹ < b) = Fb) - Fi(a ~ 0); în particular, 
E = a) z F(a) - Fa a 0). 

"Vom avea nevoie de următoarea 

LEMĂ. 1°) Fie A, CA, C.. CA, CA, CC... un şir crescător de eveni- 
nte şi A = |JA,. Atunci P(A)= = lim P(A,). 


nl 
°) Fie B, D B, D.. D B, DB, D- un şir descrescător de evenimen- 
şi B= 8, Atunci P(B) = lim PB, ). 


nzi 


Demonstrația lemei. 1°) Punem Ag = $ şi observăm că A se poate scrie ca 
reuniune de evenimente două cîte două disjuncte: 

= (A, \ 4p) U(Az1A yu... (Au A) U n.. deci conform proprietăţii de adi- 
vitate numărabilă, 


P(A)= $ P(A, VA) = SPA) -PA )]= 


k=0 k=0 
= = lim [Peann )- P(4,)]= lim[P(A,)- P(49)]= lim P(A,). 
2°) Fie A, = CB, n21 şi A = CB deci A = C(()8,)= UA, şi conform 1°, 
nzl nzl 
A) = = lim P(A,) adică 1-P(B)= limU -P(B,))=1- lim P(B,), şi rezultă 
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Demonstrația teoremei. a) Dacă x<x, atunci evenimentul (£: 
implică faptul că (6 < x”) deci P(£ < x} < PIE < x} adică los < Fx’). F 
b) F; (=e) = lim F; (-n) = lim P(Ẹ < -n). Notăm B, = (6 sn] deci NB, 
n= Re nzi : 
şi aplicînd lema precedentă, 2°, va rezulta 
F, (os) = lim P(B,) = P([ 8) = P) =0. 


nzi 


În mod similar, | 
F; (00) = lim n Fe (n) = lim n P(E < <n)= P(Ul& sn) = PQ) = 
nzi 
c) Avem | 
F; (a +0) = impas 1)-timp(esa+i 1) 


nea noo 


- 7 Qfë<a+ Z} = P(E <a) = F; (a). 

n2 n E l T : 

d) Deoarece {E > a} = C{E < a}, rezultă P(E >a)=1-P(Esa)=1- F(a). 

Apoi (6 <b} = Uf: <b 2] deci conform lemei, 1°, 
n 


n21 


P(E <b) = lim |: S b-Ż))- = lim F, (e-2)- = F(b- 0). 
mpoo n n=} 
Rezultă că P(E 2 b) = 1 - F;(b - 0). S 
Deoarece (a < E < b} = {6 < b} \ {6 < a}, rezultă 
Pla <£sb)=P(&sb)-PEsa)=F zb) - F(a); la fel 
ta<t<bi=(E<bli E <a] deci 

Pla < &< b)=P(E<b)- P(E <a) = = F(b- 0) — ~ F(a) ete. 

OBSERVAȚIE. Aşadar oricărei variabile aleatoare £ i se asociază o func 

monoton crescătoare F; : R — [0, 1], care este deci integrabilă pe orice int 

val compact din R. | 


Dacă F; este de clasă C!, atunci să notăm Pg = Fe, avem evident p; > 0 (d 


oarece Fe este crescătoare) şi Vxe R, Fe (30) = f put) d; în particular 


[nO di =]. 


DEFINIȚIA 2.4 Funcţia p; =F; definită în punctele de derivabilitate a lui 


F; se numeşte densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare &. 
Mai general, prin densitate de probabilitate (fără a preciza £) se înțele- 
ge o funcţie p : R — R pozitivă, continuă pe porțiuni şi satisfăcînd în plus con- 


diția f p(x) dx = 1. 


O variabilă aleatoare £ : Q — R se zice continuală dacă funcţia ei de t 
partiție este de clasă C! pe porțiuni; & se zice discretă dacă ia un număr fin 
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numărabil de valori (a, cu probabilitățile p, = PŒ = a,) unde Sp, =1. În 


nzi 


st caz, F(x) = P(E<x)= J pa = 9, puu -a,), u fiind treapta unitate. Se 


ap <x nzl 
imagina variabile aleatoare care nu sînt nici continuale, nici discrete. 
Menţionăm de asemenea că variabile aleatoare distincte pot avea aceeaşi 
incţie de repartiție (deci din punct de vedere statistic ele pot fi considerate 
entice). 
EXEMPLE. 1) O variabilă aleatoare 
:Q->R se zice repartizată uni- 
rm pe un interval [a, b] dacă densi- 
tea ei de probabilitate este 


dacă xela,b] 


O în caz contrar 


P Figura VI. i 


2) Repartitia exponențială cu parametrul à, à >0, a unei variabile 
eatoare &:Q->R este definită prin funcţia de repartiție 
(x) = = (1 — e). u(x), unde u este treapta unitate. De exemplu, dacă un neu- 
on pătrunde într-o substanță cu densitate uniformă şi parcurge distanţa & 
nă la prima ciocnire, atunci € este repartizată exponențial cu parametrul 


E unde L = lungimea drumului liber mediu. Pe de altă parte, dacă un 


spozitiv intră în funcţiune la momentul t = 0, atunci în multe situații se pre- 
pune (şi practica arată că această ipoteză este confirmată) că momentul £ al 
fectării este o variabilă aleatoare repartizată exponențial. Să presupunem 
“dispozitivul are n componente c,, .... €, independente şi defectarea uneia 
: momentul é; cu parametrul a, 1 <i <n) conduce la defectarea întregului 
spozitiv. În acest caz, momentul defectării dispozitivului este 
miné, «+- 6p) deci 
i _PE<t)=1-PEzt=1-PE 20, Ep hoar tE 


n Ráj f 
a [[P&; > t) = 1 le = | pate tân)t 


eci É este de asemenea repartizat exponențial 


Graficul lui p este celebrul clopot al lui Gauss (figura VI.2); 
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p este continuă,p 20 şi 


H x-m=64 2t 
[pæ)de = i T= -t oa dt = 


1 pe ae 
isi Sl 


În plus, avem Y x€ R, 


Awe |p) iae 


z fe sa m a 


Să introducem acum e 
G = errf a erorilor, 


a) = [e ` du, 


ale cărei valori sînt tabelate. Atunci 


z 
Conform teoremei 2.2 rezultă:. | Figura VI.2 


TEOREMA 2.3. Dacă £ este o variabilă aleatoare repartizată norma 
cu media m şi dispersia o”, atunci pentru orice a < b, avem: 


1% PE <a)= as) 
2) Pla <t<b)=P(astsb)=P(actsb)=P(ast<b)= 


su E de ai, 
o o | 
3%) P(|E - m| < 30) = P(m -30 <Ẹ <m +30) = 0(3) - ®l- 3) = 0,997 = 1. 
(regula lui 30). | 
OBSERVAȚII. Fie £ o variabilă 
aleatoare. Legătura între funcţia de 
repartiție F; şi densitatea de proba- 
bilitate p; este ilustrată în figura 
VI.3. | 
Deci Yxe R, Fx) reprezintă 
aria porțiunii stîngi mărginite de 
curba y = pz(x), axa Ox şi paralela la 
Oy prin ouiagliii de abscisă x. Apoi, 
pentru orice o < B, rezultă că 


Pla <E <p) = R(B)- F(a) = | p®) dt. 


F, (x) a: 


Figura VL.3 


Remarcăm de asemenea că dacă F; este de das E: atunci Y xe R, 
F. (x + Ax) — F, (x) < 
: / 0) in P(x <% Sx + Ax) 


p(x) = F(x) = dim Ax—0 Àx 


y 
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Noţiunile de funcţie de repartiție şi densitate de probabilitate se extind şi 
ectori aleatori. Dacă 4: Q — R” este un vector aleator n-dimensional cu 
ponentele £,, ..., Ép atunci funcţia de repartiție (comună) a lui £ este 


F; : R” — [0, 1], Fear, nos £p) = PEL Spre En S Xn) 


‘densitatea de probabilitate a lui £ este funcția p : R” > R, 


i og 
w Pacat <1 SX, +AT, Xn < Én S n FAT, ), 


n 


notație 


PlEe B} = ECE, dx ...dx, = |, po) dx. 


A 


In particular, li p(x)dx = ]. 


Dacă én sînt variabile aleatoare independente şi v=(6£,1), atunci 
X.Y) = Pp, O), pentru orice x, y e R. Reciproca este de asemenea adevă- 


2.3. Medie şi dispersie. Spatiul Hilbert L?(Q, P) 


Fie (Q, X P) un cîmp de probabilitate şi E : Q -> R o variabilă aleatoare; £ 
: numeşte simplă dacă există un şir de evenimente {A} >»; două cîte două 
sjunete şi acoperind Q astfel încît £ săi aibă cîte o valoare constantă c, pe 


ecare A,. Numărul M& = Sc, -P(A,), în ipoteza că seria respectivă este 


nzi 


olut convergentă, se numeşte media lui E. Apoi M(E?) = Y c2P(A, ), în ipo- 
n=l 

za că seria converge; în acest caz se defineşte dispersia lui &, 
= M(E2) — (ME). Se remarcă analogia cu cazul cîmpurilor discrete de 
renimente. 

"Să presupunem că pentru £ avem F,(x) = 0 pentru x <a şi F,(x) = 1 pentru 
>b deci valorile lui E sînt cuprinse în intervalul [a, bi. Divizăm intervalul 
„bl în N intervale prin punctele de diviziune a = x< x; <.. < Xy =b. 
legem c; arbitrar în [x,_,, x], 1 <i s N. Probabilitatea ca £ să aibă valori în 
tervalul (x, 4, x] este cf. teor. 2.2 b) F(x) — Fe(x;..), astfel că media lui & 


i N A 
yate fi aproximată prin suma Sei Re) -F R) In cazul general alegem 
j=] 
pentru N fixat, punctele m see iu <... +, ke Øg u= £, Din a- 


astă discuție, este bine motivat să numim media unei variabile aleatoare £ 


mărul M% = lim spe <&s i t) în mod similar, 
n 


n= reg? n 
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dee T n 

duc la numere finite. 
Dacă £,n au medie, atunci sită orice a, b € R, a + bn are medie şi în 
plus, M(a + bn) =aMâ + bMn. Dacă & şi £? au medie, atunci se Seniat 
dispersia DE = ME (ME). Evident 
ME — ME) = ME? - 28. ME + (ME) = ME ~ 
- 2ME - ME + (ME) = MẸ - (ME) = DE 

şi avem astfel o altă formulă de calcul al dispersiei. 

TEOREMA 2.4. Fie (Q, J, P) un cîmp de probabilitate şi £:0-—Ro 
variabilă aleatoare avînd medie şi dispersie. Dacă F este funcţia de 
repartiție a lui £, atunci 


(1) ME= |axaF(a) şi DE= |œ- ME)” dF(x) (integrale Stieltjes); 


e.) OQ 


Dacă în plus F este de clasă C! şi p = F' este densitatea de probabi: 
litate a lui £, atunci 


(2)  ME= Í xp(x) dr şi DE = f (x — ME) - p(x) dx. 


a OO OO 


DEMONSTRAȚIE. Avem 


ME = lim $ — pE. cesti - lim Aero) dF, | 


| nd keg” n= PV AL 


M(E?) = lim XE ). p[Ż << S E) în ipoteza că operațiile au sens şi con 


conform definiției integralei Stieltjes. 
În general, dacă ọ : R — R este o funcţie continuă, atunci eo 6 este o varia: 
bilă aleatoare şi în ipoteza că aceasta are medie, rezultă a 


Ace E) = lim So|Ž j p(Ž est) fo) dF). 
n n n 


n= bez, 


Luînd o = ü - MEP, rezultă ọ o £ = (£ — MEY şi 
DE.= M(go8)= | —ME) dF). 


p9 


Partea a doua a teoremei rezultă observînd i că dF(x) = plx) dx. 

Multe din proprietățile demonstrate în capitolul 3, $3 se extind fără 
modificare la cazul cîmpurilor oarecare de probabilitate. De exemplu teorer 
III. 3.1, noţiunea de covarianţă, teorema III. 3.2 (inegalitatea lui Cebişev) ete; 

Aceasta din urmă se scrie P(|& - ME | > 6) < 52DE, pentru orice 5 > 0 şi re; 
zultă observînd că 


—ca 


DE = |(-MEP AF()>  |(c—M6) dF(x) z 
E =% | lx-ME |28 


>86?  [aF)=8P(lE-MEl>8), 
. |x-Mgl2ë 
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În afară de medie şi dispersie, se pot defini şi alte caracteristici ale va- 
iabilelor aleatoare. De exemplu, momentul de ordin k (k21), anume 
n = ME) şi momentul centrat de ordin k, p, = M(E ~ MEF, k > 1. Formulele 
1), (2) se extind imediat; de exemplu: 


(8) v= EA * p(x) dx; y, = | - ME) . p(x) dx, în condiţii uşor de explici- 


;. Bineînțeles, ME = v}, u = 0 şi DE = po. 
"EXEMPLE. 1) Fie £ o variabilă aleatoare normal distribuită pe un cîmp de 


i, catei a 1 2 A 
obabilitate (Q, 4, P). Atunci plx) = -yra -zre =- m) ) deci 


i 


1 ta m)? (mode) 1 2 
ci sa e: 20 dx = i m fe dt +o fte 


1 
=-y=(m: Jn + 020) = m 


Ea -m)2 


g? ce 
dx = et dt. 
Tf f 


+ a drale E deci DE = g2, 


DE [t- m)? -e 20 


s) 


Am dovedit deci semnificaţia parametrilor m, o; anime m = ME = media 
Hi £, o =4 DE = abaterea medie pătratică a lui &. 3 
Uneori pentru o variabilă aleatoare £ normal repartizată cu media m şi 


f 
; z A -m l , z 
persia o? se scrie te N(m, o). Punînd n=2 , se vede imediat că 


fi = LR -m)=0 şi Dn = EA M(E -m = 1 adică n e N(0, 1). Se spune că n 
5 


ste obținută din £ prin normare. 
2) Dacă £ este o variabilă aleatoare repartizată exponential cu parametrul 


O, x<0 O, dacă x<0 


E S E , deci pi(x)= : 
> 0, atunci F(x) L-e”, ->0 eci pix) de dacă x>0 


Aplicînd teorema 2.4, rezultă Mé = A fte A dt= À a = - şi 
0 


co 2 
Ei ( SE. >) Je~ = a, după calcule imediate. 


3) Fie £ o variabilă aleatoare repartizată uniform î în intervalul la, o) 
-Atunci 

1 dr- 2t b 

b-a 2 


ME = apte) e = fa 
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şi 


_ _ Ai _ 1 a) _(b-a) 
DE = | ME)" plx) dx alle 2 ox Ja ~ 


-03 


tinînd cont că p(x)=4p-a dacă xele, b] 


în rest. 

Dacă (Q, X P) este un cîmp de probabilitate fixat, se notează cu LÌQ, Př 
mulțimea variabilelor aleatoare £: Q — R care au medie şi dispersie (finite), 
făcînd convenţia de a identifica două variabile aleatoare £, n : Q —> R care co~ 
incid aproape sigur, adică satisfăcînd condiția P(£ =n) = 1. Spațiul ZAO, P 
este în mod natural un spațiu Hilbert relativ la produsul scalar 
<%, n> = ME- n). | 

Notînd 4 = é — ME, N =n- Mn, se obtin variabile aleatoare cu media nulă 
Covarianţa lui £,n€ L“(Q, P) este prin definiţie numărul real 


cov(£, m) = <È, u>. si 
Aşadar, cov(£, n) = M((& - ME)n -~ Mn)) = M(En) — (MEXMn). Dacă é ş 

n sînt independente, atunci cov(E£, n) = 0 şi se spune că sînt necorelate. 
Dacă £ = (&,, -..» 8) este un vector aleator p-dimensional, atunci se poat 
„considera o matrice pătratică p x p remarcabilă, numită matricea de cova 


rianță a lui £, anume Re = (cov(&,, &)) < i js p Se observă că notînd 
Éi Ma 
X=|:|şiă=i : | 
6p MS p 


avem R; =M (9.4 sK 377), Matricea R; este simetrică şi pozitivă, în 


sensul că pentru orice c= (c4, e» Cp) e R” avem ce „ct>0; într-adevăr 


c- Rc cT = 2 cov; E jcc; = -eo St, Sea, = cov(n, n) = Dn 20, - 
j= i 


i=] 
Se defineşte de asemenea coeficientul de covarianţă (sau corelare) : 


i aaa iai l |[cové, n)| 
două variabile aleatoare £, n ca fiind raportul Pin = [DE | D 
Conform inegalității lui Schwartz avem 0 < pen < 1; apoi pg = 1 (maximum 
de corelare) şi Pen = 0 în cazul cînd £, n sînt necorelate. 
Un vector aleator bidimensional v = (£, n) cu &ne LAQ, P) se zice repar 
tizat normal (sau gaussian) dacă densitatea de probabilitate p, : R? > R 


definită prin p,(x, y) = lim ma Pe <Ë SX Ax, y <nSy+ Ay), 
Da 
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1 |G? 2p-aXy-b) y- 
1 o 20A) «i g'n oa 


e P = Pg este coeficientul de covarianţă al variabilelor aleatoare § şi n. Am 
zut că dacă £ şi n sînt independente, atunci p = 0 (deci E şi ņ sînt necorela- 
). Reciproca are loc dacă vectorul v = (£, n) este gaussian; într-adevăr, re- 
ltăp=0şi | 


_(x-a}? G- 
207 


e = p(x) mO), Vx yE R, 


ci é şi n sînt independente, 
Noţiunile anterioare se extind la vectori aleatori p-dimensionali gaussieni 
> 2). 


$ 3. Aplicaţii 
3.1. Modelul lui John von Neumann 


Aşa cum afirmă specialiştii, scopul principal al mecanicii cuantice îl consti- 
ie studiul obiectelor microscopice — molecule, atomi, particule elementare 
c. şi al proceselor ale căror caracteristici (de exemplu acţiunea) sînt 
mparabile cu constanta universală 4 a lui M. Planck (1858-1947), 
1,054 - 107 erg.s. Mărimile fizice ale căror valori pot fi măsurate experi- 
ental se numesc observabile. 
eoarece prin organele noastre de simț 
tităţile microscopice nu pot fi 
ăsurate direct, apelăm la dispozitive 
măsură macroscopice, rezultatele 
ricăror măsurători fiind desigur 
riabile aleatoare. 


“Axiomatica lui John von Neumann 
903-1957), pe care o prezentăm în Figura VI.4. 

ntinuare, se referă în esență tocmai la 

gile de repartiție ale acestor variabile aleatoare. 

“Să considerăm un sistem mecano-cuantic £ (de exemplu, electronul, 
omul de hidrogen etc.). Se admite că oricărui astfel de sistem i se 
asociază un spaţiu Hilbert complex H = H(E) (postulatul I). Subspaţiile 
-dimensionale ale lui H se numesc stări ale sistemului X; (v. fig. VI.4) a da o 
stare Lc. H revine la a cunoaşte un vector nenul we H (zis vector de 
stare), care poate fi ales normat, adică |y|= 1. y şi ay (a 7 0) definesc aceeaşi 
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stare. Dacă Y, ..., W, sînt vectori de stare, atunci orice combinaţie liniară 


rl 
lor $ ay; (a; e C) descrie suprapunerea acelor stări. 
i=] 


Un alt postulat de bază al mecanicii cuantice afirmă că un sistem aflat 
în starea y e H | (0) (de fapt starea este subspaţiul generat de y), trece di. 


rect în starea y € H cu o probabilitate egală cu cos? ly, X) (postulat 
ID). 


Dacă ọ şi x au norma egală cu 1, această probabilitate este deci egală cu 
| <w, x> 12; produsul scalar <y, y> se numeşte amplitudinea probabilității 
de trecere directă de la y la y. k 


Fizicianul englez P. Dirac (1902-1984) a introdus un formalism numit 
"bracket", notînd produsul scalar <y, y> într-un mod diferit, anume <y% ys 
presupus liniar în x şi antiliniar în w lo aplicaţie f:H ->C se zice 
C-antiliniară dacă Y x, ye R, vie C, Ax +y)= fi) + fi) şi F(x) = Îfl(a)] 

Aşadar, trecerea la starea următoare se notează de la dreapta la stînga: 
Dirac a numit simbolul y > vector-ket şi prin convenție, acesta este iden- 
tificat cu vectorul y € H; iar simbolul < y| este numit vector-bra, fiind 
identificat cu funcționala antiliniară f:H C, fy)=<y | y>. Uneori 
<% | y> = fiy) se numeşte valoarea lui y pe vectorul y. : 


Dacă y Lwy adică <y | y> = 0, atunci sistemul nu poate trece direct de 
starea y la starea x (probabilitatea de trecere fiind nulă). Dacă spati 
Hilbert H =H(£) admite o bază ortonormală finită sau numărabi 
B = lej, ep, ..:,e,...], elementele acestei baze se mai numesc stările de bază 


ale sistemului X. Dacă y este o stare a lui 5 (cu ul = = 1) şi scriem y = Te, e 
n>0 


cu eC, presupuşi reali şi pozitivi, atunci evident C, = <W,e,> = <e, | y> deci: 
reprezintă probabilitatea de trecere de la y la e,. Astfel da probabilităţi pa fi 
măsurate experimental. 


Pentru caracterizarea stărilor concrete se foloseşte posibilitatea de a dete 
mina pe aceste stări ("a măsura”) valorile - exprimate prin numere reale - ale 
anumitor mărimi fizice ca energia, spinul, coordonata, impulsul etc. care sint 
exemple de observabile. 


Al treilea postulat al mecanicii cuantice afirmă că oricărei mărimi fizi 
scalare (adică oricărei observabile) avînd valorile măsurabile pe stări 
sistemului X i se asociază în mod bijectiv un operator autoadjunct f: H — H 
astfel încît spectrul o(f) să fie mulțimea tuturor valorilor obținute pri 
măsurarea observabilei respective. În plus, dacă y e H este un vector propri 
al lui f cu valoarea proprie à, atunci prin măsurarea observabilei considera 
(identificate cu f) pe starea y se obține aproape sigur (cu probabilitatea - 
valoarea à. De asemenea, se presupune că măsurînd mărimea f în starea 
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u lyi =1), se obține o valoare proprie à € o(f), cu o probabilitate egală cu 
ătratul normei proiecției ortogonale a lui y pe subspațiul propriu V,. 

În practică este de datoria fizicianului să precizeze spațiul HŒ) al stărilor 
ptru un sistem E concret, precum şi modul în care observabilelor li se 
sociază operatori autoadjuncţi ai lui HG). 


Dacă dimog H < e şi o) = (A -o À h atunci H = ÖV, şi VL, pentru 


z j (conform teoremelor 1.3.10, 1[.2.5), deci pentru orice y € H, y= $y, (Y, 
-isl 


ind gna lui y pe Vp. Notînd p; : H -> H, y >Y, l<isp, rezultă că 


=f Ý, = Spa Sia, = Sapt, pentru orice yeH deci 


i=] i=l i=} 


a (această relație este uneori numită "teorema spectrală" şi se 


tinde şi la cazul infinit dimensional; vezi corolarul 2 al teoremei 1.3.10). 
Fie f o observabilă, of) = {À;}; spectrul ei şi H = OY, descompunerea 


rtogonală corespunzătoare. Atunci în starea y (cu hu = 1), f ia valoarea A, cu 
robabilitatea egală cu <y, y> = ly, P, unde y; este proiecția ortogonală a lui 


pe V,,. Desigur, Shl =1. Totodată este justificat de ce suma 
r | 


A; < Y, Y; > este numită media mărimii f, N starea y. Notînd această 


edie cu fos avem f, = A < Y, Y; >= 
e de altă parte, SE SR teoremei EE A rezultă 
fy =< Y, Day: >y fA > 


În general, dacă f şi g sînt doi operatori autoadjunceți ai unui spațiu Hilbert 
compusul fog (numit şi produsul fg) nu este în general autoadjunct, 
eoarece (fo gY = g of =gof+fog. Dacă însă f şi g comută între ei, atunci 
og este autoadjunct; în particular, pentru orice operator autoadjunct 
: H — H, operatorii ft =fofşif-0. ly, de R, sînt autoadjuneți. 

„Revenind la modelul lui John von Neumann, dacă f este observabilă 
dentificată cu un operator autoadjunct), atunci (f — fo -] ma este de aseme- 
nea o observabilă şi se poate considera media ei în starea y (cu |y] =1). 

- Dispersia valorilor lui f în starea w este numărul real pozitiv 


G = Jr = În "102 


TEOREMA 3.1 (principiul de incertitudine al lui W. P. Heisenberg, 
901-1982). Pentru orice observabile f, g şi pentru orice y e H cu 
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yi = 1, are loc inegalitatea Af Ag > 2 |e Ciy), y> | , unde 
y ¥Y79 


C =[f,g]=f°g -g of este comutatorul lui f şi g. | 
DEMONSTRAȚIE. Notăm f = f -— fa lg, & =g- ly. Atunci 
Agil fi off =(f -fy lg) (£ -gy lg): 
Ag- gle fi lp)=(fog-&y A dai pă E tfa Toa 
(gof -fy°8-8y°ft8y°fy)=>fog-g°0f=[f, g]. 
Aşadar, C = [f1 gl deci 
<C), Y> = AEA), Y> = AA), y> = <, AA = A, g >s 
=< gy) AA) > —< g y) AA) >. 
Notînd u = <g (y), AOp>, rezultă < Chy), y >= u -u = 2i Imu deci 
|<Câw, y>] = [2i Imu] =2 |Imu] <2 lul = 


=2 |<, A>] < faoa 
conform inegalităţii lui Schwartz. În fine, să observăm că 


[if = AAN = e ri = [rd = 07, sita 


la. aD] = Ag. Aşadar, | <C), >|< 2Af,- Ag). 
Două observabile f, g care nu comută între ele se zic nemăsurabile si- 
multan, Ele se numesc canonic conjugate dacă [f,g]=ihly (A fiin 
constanta lui Planck); în acest caz, 
<C(p), y> = <ih Li), y> = <ih, y> = — ih, y> = — ihly = -ih 

şi inegalitatea lui Heinsenberg devine 


Afe Dv 


oricare ar fi starea y. În cazul cînd n = dimaH <œ, nu există oaie. 
canonic conjugate [deoarece altminteri ar rezulta că există matrice. 
F, Ge M,(C) astfel încît FG - GF = ihl, Atunci Tr(PG - GF) = TrUH,) = ni; 
adică nih =0, deci n =0 şi se ajunge la o contradicție]. În cazul infinit 
dimensional, există observabile canonic conjugate. [De exemplu, dac 
H = spaţiul funcţiilor derivabile R-—C de pătrat integrabil, luă 


f = operatorul de înmulţire cu x şi g = 2i (numită şi obervabila-impuls),. ` 
i 
atunci | 
| {h dv 
(f, 810) = fe- afu =f PE — g(xv) = 


h dv hd h a ii 
e a ee SU al pu), 


pentru orice v € H deci f, g] = ih- ly | = 
Cea mai importantă mărime fizică observabilă este energia, avînd ca op 
rator autoadjunct asociat un operator X numit hamiltonianul sistemului È 
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Spectrul o( 7%) se numeşte spectrul energetic al sistemului X. Un al pa- 
rulea postulat arată tegea de evoluție în timp a stărilor sistemului cu 
jutorul hamiltonianului. Anume, să presupunem că la momentul ż = 0 sis- 
emul £ se află în starea y şi că este izolat (în particular asupra lui £ nu se 
ac măsurători); atunci la momentul ż sistemul se va afla în starea 


Lie i ce Pi 
=e k (y) (unde e Audit S-i] - -— este un operator al spațiului 
i Per n! 


; se observă că funcția y(t) verifică relația nX- H (y(t)) (ecuatia lui 


„ Schrödinger, 1887-1961). 

Trebuie subliniat că actul oricărei măsurători conduce la modificarea ecua- 
ei lui Schrödinger, deoarece perturbarea sistemului E prin măsurare nu 
oate fi neglijată. Menționăm de asemenea că dacă f este o observabilă şi 


otām cu mit) = hë media valorilor lui f în starea de la momentul £ a 
; , TTE: j 5 i 

stemului £, atunci un calcul uşor arată că dz mt) E zi „FI; în particular, 

zultă că m(t) nu depinde de timp (deci media m este conservată în timp) 

dacă şi numai dacă f comută cu 7 adică f şi X sînt măsurabile simultan. 

3.2. Algoritmul Karhunen-Loâve pentru comprimarea datelor 


Una din schemele cele mai mult utilizate de prelucrare a informaţiei, lega- 
tă de clasificarea datelor şi recunoaşterea diverselor configurații, este urmă- 
area: 


za REȚINEREA DECIZIA 
NFORMAȚIE |= EŞANTIONARE DATELOR DE CLASI- 
SĂ ESENȚIALE FICARE 


+ O informaţie poate fi reprezentată printr-un semnal purtător x(£) care poa- 
e fi aproximat printr-un set de eşantioane x, ..., xy (cu N » 1) luate la N mo- 
mente de timp î,, ..., Éy. Adeseori informaţia este redundantă, prea bogată şi 
e pune problema comprimării datelor fără pierdere de conţinut al informa- 
iei. Algoritmul Karhunen-Lo6ve dă o procedură de selecție a M « N eşantioa- 
e, cu minimizarea pierderii de energie informațională. În esenţă această me- 
odă este o adaptare a metodei celor mai mici pătrate. De altfel aceasta din 
rmă este un exemplu tipic de tehnică folosind produsele scalare. 

Fie deci un set x =1x,,...,xy) E R“ de N numere reale, asimilat cu un 
ector-coloană N-dimensional X. În practică, cel mai adesea x, ..., xy sînt va- 
iabile aleatoare relativ la un acelaşi cîmp de probabilitate (Q, X, P). 

Să efectuăm o transformare liniară ortogonală 7: RY — RY, deocamdată 
determinată. Dintre componentele vectorului y = T(x) vom reţine după cri- 
iul abaterii medii pătratice, un număr sensibil mai mic M « N, aşa cum 
om vedea ulterior (M fiind de asemenea deocamdată necunoscut). În scrierea 
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matricială, notînd tot cu T matricea asociată transformării în baza canonică a 

lui RY, avem | $ p sua 
= (Ai f Ty). 


gi T> (e tdi js Şi transpusa T? = 
tN ÎNN 


Deoarece T este ortogonală avem <T,, T> = ô; pentru orice 1 <i,j <N dec 
, Ty sînt versori N-diriiensional. Din relația Y=T- X rezult 


vectorii T], -.. 
| J1 
ca matrice N x 1. Vom reține din com 


X=T2.Y=TT -Y =T] |Ty) 
- AYN 
ponentele lui Y primele M, cu M « N nedeterminat şi înlocuim ultimele N - M 
+ YuTu t Yuri ma te *YNIN aa, 
+ Cu 


componente: | 
X=ă corect =yıT; +. 

ay T tHatymimTt n e Fa 
N, numere reale E O Vom dlen E mai inti 


X = =A proximat 
„Cy cu condiția ca X- X să aibă minimă norma euclidiană (adie 
Zrt, 


cu c;, M+I<is<N, 
CM 
abaterea pătratică), reamintim că (Y) x e RF, be? = <x, x>=x 
Atunci va fi legitimă PEO PERSA X=X. 
Avem evident X - X” Sips c;)T; deci 
i a i=M+l 
| N 
cT, 3; cj); >= 
i=M+l j=M + 
y 2 
c;)d;; = TO: i a 
i=M+1 


3 EO: cy; -c ;)< T, T; >= d c;Xy; —c 
i, j 
cy optimali vor fi obținuți punînd condiția ca valoare 


ij 
Coeficienții SI Ja 
medie a acestei sp atita să fie minimă. Pentru o variabilă aleatoare. 


notăm Z = Mz, media lui z. Atunci notăm 
G PCM pase: Cp) = m| FY -c r) 
i= si 


N 
deci Wey oE) = Y My; -c = Su - 2c;y ; +C; 2) = 
i=M+l i=M+1 
N 
S (My? — 2e;My; + cF). 


i=M +1 
Aşa cum am spus, coeficienții c; optimali corespund minimizarni lui 
R | ORE du _. 
cy). Atunci în mod necesar, conform teoremei lui Fermat, E =0 
| Choi 


Hemo =» 
M +1<i<N. Deoarece A = —2My; + 2c;, rezultă 
Si 
J, M+l<sis N. 


3) q=My;= 
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Pe de altă parte, avem X = $ y;T, şi înmulțind scalar cu T,, rezultă 
j=1 


N N N 
<T, X >=<T, $} yT; >> 2y; <TT> = $ yòy =y; 
j=l jel j=l 


a conform (3), c= My; =M <T, X> = <T; MX > = <T; Xe Aşadar, am dedus 
alorile optimale ale coeficienţilor c;, 
(4) &=<T, X>, PERERU MEE LEES 


Calculăm valoarea minimă a funcției u ii 


ef (2) 
Bmin 7 M So -c,)? = Mo, - cp. 
=M +l i=M +1 
? cf.(4) | îi 5 _ 
Dar y-c; = <T, X >-<T;,, X >=<T;,, XX o>=TI(X-ă), deoarece 


entru orice doi vectori N-dimensionali u, v avem <u, v> = UT. V pentru ma- 
cile-coloană asociate. Apoi y; ~c, este un scalar deci o matrice 1x1 şi în 
onsecință (y; -c;) =; -6) 0-0) =T, (X-X -X -T, iar 
f= ce = T7 -M((X -X) (X 230) T: Reținem deci că valoarea minimă 
funcției Heyo = Cy) este 
E ua 

©) u= XT Ry ip 

| MN 
nde am notat Ry = M (x- -XXX-X 7), matrice N x N care este tocmai ma- 
ricea de covarianţă a vectorului aleator X. 


Determinăm acum matricea T optimală, dintre toate matricile N x N care 


atisfac condiţia de ortogonalitate T” - T = Iy. Aceasta revine în mod necesar 
N 


a determina vectorii T}, .... Ty pentru c care expresia u= > T: nea 
i=M+1 


te minimă, cu legăturile ÍT, | =1, M+1s<is<N, (există şi alte legături între 
eşti vectori). Aplicăm metoda multiplicatorilor lui Lagrange şi considerăm 
metia 


cf A N 
Psp- Ar - = DT Ry T- YAN T -1)= 
i= M +I i=zM +i 
N 
= Sirr. Rx T; AT -T,-1)]= SITI Ry -A In), +44] 
i=M+1 i=M +l 


‘O condiție necesară de extrem este ca grady  =0 pentru M+1<i<sN. 

Sînt necesare cîteva pregătiri. Dacă P = (U; isi<m este o matrice mxn ȘI 
ÎsJsn 

P= = Paz -- Wp Yo =o Um r Um) este o funcție de diesa C!, atunci se 

iefineşte gradientul lui ọ în raport cu matricea P ca fiind matricea m xn 
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9 
adi ze £ 
Uj TT 
1$jsn 


Iată cîteva proprietăţi: 
1) Dacă m =n şi V este un anloro n- Snie, atunci 


gradp(VTPTPV) = 2P- (V-V). 
Dacă U este un alt vector-coloană n-dimensional, atunci 
gradp( VTPV) = V-U7. 
2) Fie R o matrice pătratică de ordin n, presupusă simetrică şi U un vec 
tor-coloană n-dimensional; atunci 
grady (UTRU)=2RU şi grady(R”R)= 2R. 
Verificările necesare sînt imediate. 
Aplicînd această ultimă proprietate în cazul cînd U =T, şi R=Ry- A E 
rezultă grad, ® = X Ry -À;Iy)T, şi condiţia necesară de extrem este 


XRy -Aà;ly)T;=0, adică Ry 1;= =À;T, Aceasta înseamnă că T, sînt versor 
proprii pentru matricea Ry, cu valorile proprii corespunzătoare À;, 
M+IlsisN. 
Conform dei di a (5) eat dă, 
min = SRi SITA = 
i=M + izM +i Pe 
De aici rezultă un criteriu de alegere a lui M, anume suma Àm t 


să fie minimă. 
Din cele spuse mai sus se obține următorul algoritm de comprimare 


datelor: 
Etapa L Este dat un vector-coloană N-dimensional aleator X (setul iniția 


de date) şi se calculează matricea N x N de covarianță 
Ry = MU - XXX - XI, unde X = MĂ. 


Etapa a I-a. Se calculează valorile proprii A, şi versorii proprii T, ai mă 
tricei Ry, 1 <i < N. Deoarece Ry este simetrică şi pozitivă, rezultă că À; sin 
reale şi pozitive. Ordonăm descrescător valorile proprii A, 2 Ap Z . 2 ày Z 0. 

Etapa a III-a. Alegem M « N astfel încît suma Ày, t- t A să fie "sufi 
cient de mică" (ceea ce asigură apropierea de minim a lui i Aşadar se reți 
primele M valori proprii cele mai mari A-s Ày Se elimină valorile y 
M.-+1<isN (de altfel acestea pot fi Goen cu constantele c, iar 


— 


c; =< Li, X >; de exemplu dacă X este prelucrat astfel încît X = 0 rezult 
c;= 0 pentrui =M + 1,.. KNN | | 

Etapa a IV-a. În locul setului de N date x}, ..., Xy se reţine setul de 1 
date y4, -Yy unde y; = <X, T>, 1 sis M. Deoarece Y=T.X, rezultă matr 
cea de covarianţă pentru Y va fi Ry= TRT ' = = TRT" = diag, -u AN) f 
particular, variabilele y4, „Yy sînt necorelate două cîte două şi dispers 


sînt Dy; =A LSi sN.. 
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OBSERVATIE. O electrocardiogramă măsoară activitatea electrică a inimii. 

Semnalul electric este generat în cur- 
sul ciclului cardiac prin depolarizarea şi 
repolarizarea celulelor muşchiului ini- 
mii în timpul procesului de contracție şi 
relaxare a lor. Graficul semnalului este 
de forma indicată în fig. VL.5. 
Prin eşantionare convenabilă el este reprezentat printr-un set de N date 
x= (Xi; Xy), ca mai sus. Apoi se poate realiza compresia la M « N date. 
Presupunem că există p tipuri de 
electrocardiograme,  indicînd tot 
atîtea clase de stări de sănătate 
Cam» C, Acestea pot fi reprezen- 
tate prin vectori M-dimensionali - 
üj, e Un respectiv, Dacă se efectu- 
ează o nouă electrocardiogramă re- 
prezentată printr-un vector M-di- 
mensional u, atunci în funcţie de 
propierea lui u de vreunul din 
ctorii t4, ..., U, se decide clasa de 
ănătate a bolnavului corespun- 
itor lui u (fig. VI.6). Astfel dacă 


, I<k sp atunci ue C,. Din punct de vedere medical o 


Figura VI.5. 


CERNA LO 
Soia 


tea AT 
a 


Figura VI.6. 


? Sa Ur | = min pg U; 
da Îsisp 


tfel de clasificare poate părea grosieră, dar este un punct decisiv de plecare 

în aplicarea cu succes a calculatorului în diagnosticarea bolilor de inimă. 

Implementarea algoritmului Karhunen-Lo6ve necesită echipamente ra- 

pide de calcul, mai ales în aplicațiile legate de prelucrarea semnalelor în timp 
al. | l 


PARTEA A III-A 


Capitolul VII FUNCÞII COMPLEXE 


$ 1. Funcţii olomorfe 
1.1. Proprietăţi algebrice şi proprietăţi topologice ale mulțimii 
numerelor complexe ii 


Numerele sînt obiecte matematice cu care se fac anumite operaţii (aduni: 
re, înmulţire, etc.) şi se află în anumite relații (relații de egalitate, de ordin 
etc.). Operaţiile şi relaţiile au proprietăţi bine stabilite de la început, nearb 
trare ci supuse unui scop nemărturisit inițial, dar relevant pe măsură ce te: 
ria se dezvoltă şi se aplică. Notînd cu R mulțimea numerelor reale, reaminti 
că mulțimea numerelor complexe este: îi 


C=RxR=R2 


“ Orice număr complex z e C este deci o pereche ordonată de numere real 
z = (x, y) cu x, y € R. Pe mulţimea C se definesc două operaţii algebrice: 


(Y) z = (x,y), z = (x,y) e€ C, 
A A + + 7 
z+2 = (xx, y +y h zoz = (xx yy , xy +x y). 


Noţind cu 0 = (0,0), 1=(1,0) elementele neutre respective, se ştie c 
(c, +, 0, 1) este un corp comutativ, numit corpul numerelor complexe. 

Un rol special îl are numărul complex î = (0, 1). Dacă z = (x, y) + 0, atun 
z? = o, -2y : aşadar, {+ = (0, - 1) = ~i. Numărul i a fost introdu 

xL +y L +Y 

de Euler ("...formulam V-I littera i posterum designabo"). 

Dacă n este un plan şi xOy este un reper ortogonal în 7, atunci orice numă 
complex z = (x, y) se identifică prin punctul de coordonate carteziene (x, yh i 
acest context, axa Ox se numeşte axa reală, Oy axa imaginară, iar n se mi 
numeşte planul lui Gauss al variabilei z (figura VII.1). 
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Ly 


(3,0) zx 


b 


Figura VII.1 


Pentru orice x e R numărul complex (x, 0) se va identifica prin numărul 
real x, iar (0, x) = ix. Aplicația f : R — C, x —> (x, 0) este injectivă; fiind şi un 
morfism de corpuri, ea permite identificarea lui R cu un subcorp al lui C. Deci 
c C şi C constituie o extindere a lui R. Evident 
* = (0, 1)-(0, D=(-1,0)=- 1 şi pentru orice z = (x, y) e C, avem 

+(x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (y, 0): (0, 1)=x+yi, obţinînd astfel scrierea uzuală 
numerelor complexe. 
“Pentru orice z=x+iye C se defineşte conjugatul Z= zi -iy, aplicaţia 
C -> C, z= Z este o involuţie (adică Iof = 1p, căci Vze C, Z =z); deoarece 


z+z =Z+3'; za =2-2' pentru orice z, z’ e C, rezultă că I este un izomorfism 


je « corpuri; în plus dacă z’ # 0, atunci z / z= 2/7". 

"Reamintim că pentru orice ze C, z=x+iy, se definesc partea reală 
Re z =x şi partea imaginară Im z = y ale lui z; evident 

z-z 

| 2i 

“Atragem atenția că nu au sens inegalitățile între numere E P C 
fiind un corp total ordonat [ae exemplu, dacă C ar fi corp total ordonat şi 
m socoti că i > 0, ar rezulta i? > 0, adică — 1 > 0; iar dacă i < 0, atunci -i > 0 
i'din nou i2 > 0, adică - 1 > 0]. Se pot scrie inegalităţi doar între numere 
sale asociate numerelor complexe. 

Pentru orice ze C se defineşte modulul său lz = ja? +y? =Nz:z; este 
eci evidenţiată o funcţie C > R, z -> iz]. Au loc proprietățile: 


imza 


2+z 
Rez = 


lz+z|< lel + lel; lzz| = lz} 
Rez! < Iz]; Imz! < lz], 0z, z e C. 


“Funcţia C x C >C, (2,27) <z, z >=z:2, este un produs scalar pe C şi 
lorma definită cu ajutorul acestui produs scalar este 


kl= <272> =Ẹ4z-z =lz], (zec, 


leci coincide cu modulul. Pe mulțimea C putem defini atunci o diete prin 
că z)= |z-z 43 (v)z,z'e C, şi se ştie că (C,d) este un spaţiu metric 
omplet (deci un spaţiu Hilbert). 


“. 
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Fie ze C şi r>0. Bila deschisă 
Bzy,r)=tze Cllz-z|<r) se mai nu- 
meşte discul deschis centrat în zy de rază 


y 


r, iar mulțimea y= (ze C | |z ~ zo| =r} este 
circumferința de centru zg şi raza r (fig. 
VII.2). O mulțime M c C se zice mărginită 
dacă este conținută într-un disc. Un şir de 
puncte (z,), > p din C este convergent către 
un punct z€ C dacă d(z„, Z) = |z, - Zol Figura VII.2. 
tinde către zero cînd n — œ. : 

Reamintim că o mulțime Ac C este deschisă dacă (v)ze A E)r>o 
astfel ca B(z, r) cA. Dacă C\ A este deschisă, se spune că A este închisă. O. 
mulțime KcC este compactă dacă este închisă şi mărginită; aceasta este. 
echivalent cu faptul că din orice şir de puncte din K se extrage un subşir con: : 
vergent către un punct din A, ca şi cu faptul că din orice acoperire deschisă a- 
lui K se poate extrage o subacoperire finită. O mulțime deschisă D c C est 
conexă dacă orice două puncte din D pot fi unite printr-o linie poligonală. 
conținută în D. Mulţimile deschise şi conexe se mai numesc domenii. : 

Reamintim următorul rezultat simplu, dar util: 5 

PROPOZIȚIA 1.1. Şirul de numere complexe {z, =x, + iy,)u-m este con- 
vergent în C dacă şi numai dacă şirurile de numere reale (x) 
Wren Sînt convergente în R. | 

Demonstrația =te imediată, ținînd cont că z, = (*,,y,) € R2,(V)n 20. 

DEFINIȚIA 1.1. Spunem că şirul de numere complexe {z„} eyn are limita. 


neNr- 


A Zp |= +co în R. (De exemplu {(- 2) Hen are limita infinită). 


Pentru R y scopuri (care vor apărea pe parcurs) este util să extindem i 
mulțimea numerelor complexe prin introducerea unui singur punct la 
infinit, notat cu simbolul æ. Relaţiile lui algebrice cu numerele complexe — 
finite vor fi, prin definiție, următoarele: i, pată 


a +o= æ +g = œ% (V)a e C; 
b.-œ=%. b=% (V)b E C*=C\ {0k 


a * „b 
g=”, (V)ae C şiZ=0, (V)becC. 


Vom punde de asemenea prin definiție că o : æ = œ; nu se definesc opera 
tiile co + œœ, ce — co şi Q - ce, 

Aceste definiții se justifică astfel: dacă z >a ae şi w, — se, atunci evi- 
dent z, + w, ~> e (ceea ce a sugerat că a + œ =); la fel, dacă Za D, W, se, 
atunci: Z„ `W, —> œ (deci oo: œ = co) ete, | T ps 

În schimb dacă z, — œ şi w, — œ, conform definiţiei 1.1 nu se poate spune 
nimic despre şirul z, + w,; la fel despre z,w, în cazul cînd z, 20, w, — o; 
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Pe mulțimea C = Cuc vom introduce o topologie în care mulțimile des- 
hise sînt reuniuni oarecare de discuri deschise 


Bla, r)=Bia)=tze C ||z-al <r} 
sau de mulțimi de forma 
Č\ B0) = iz e Clle| >r} U foo. 


„Evident C cE este un subspațiu topologic. Č se numeşte planul com- 
plex extins cu punctul de la infinit (e). 

Are loc următorul rezultat: 

TEOREMA 1.2. Č este un spațiu topologic compact (în sensul că din 
orice acoperire deschisă se poate extrage o acoperire finită). 


DEMONSTRAȚIE. Fie Č =|] D,, D; c C deschişi. Atunci există i, € I astfel 
iel 
ncât œ e D;, deci 3r > 0 astfel ca 


ce Clize C|z|<r) c Dp 
-Mulțimea B,(0)= (z e Clil sr, notată cu B, este un compact în C şi dacă 


otăm G; =D; ^B, (v)ie I, G; sînt deschişi în topologia lui B (topologia indu- 

să) şi ir measi o acoperire a sa, adică B = (JG; B fiind compact, există un 
iel 

umăr finit de mulțimi G;,G,,....G, astfel încît B=| JG, . Atunci avem: 

a iel 

C=(C\B YvVBc D, =1]D. C 

evinuseho (ia iaa 

Ai n 
eci C = | JD; , adică C este compact. 

k=0 

Spatiul Č se mai numeşte şi compactificatul planului complex. 

OBSERVAȚII. 1) Conform definiţiei 1.1, şirul fz„hen, z, € C, are limită in- 
inită dacă (v)r>0 (3) Ne N astfel încît pentru orice n>N, să avem 
z, | >r, deci z, € C1B.(0). Cum Č\ B O) sînt vecinătăți ale punctului « în 
C, rezultă că 2, > œ în spaţiul Č, deci definiţia 1.1 este în concordanţă cu in- 
'troducerea punctului la infinit. 
2) Este de dorit să dăm un model geometric pentru planul complex extins, 
în care toate punctele acestuia să aibă o reprezentare concretă. Acest fapt îl 
vom realiza cu reprezentarea sferică a lui Č obținută cu ajutorul proiecției 
stereografice. 

Considerăm sfera unitate S% din R? (cu coordonatele X, Y, U) de ecuație 
XY + U2 = 1; evident S? este compactă în R?, fiind închisă şi mărginită. 

Fie P (respectiv P) polul: nord (respectiv sud), de coordonate (0,0, 1) 
(respecuiv (0, 0, —1)). Oricărui punct Me S?, M=+P îi asociem punctul 
N = (PM) n C, unde C a fost identificat cu planul ecuatorial XOY Gigața 
VII.3). 
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XX V-a 
x y u-l cu condiția x? + y2 +u?= 1, deci N E 0) aparține 
za Ta £ 
U =0 i 
. . a E : X. s y 
planului complex C şi notăm z = — +i —. 
l-u  l-u 


Funcţia q: S211P) > C, ex, y, u) =z, numită proiecția stereografică a 
sferei, este un homeomorfism între sfera S° fără polul nord P şi planul com: 
plex C. Într-adevăr, putem scrie: E 


: Jaaa 
SII ina PE. +y l+u 


ji, Geuk iru 
deci 
|z [2-1 z+ž Z-Z 
(1) = ie E, te P E TI. 
Iza” o dalz á i(1 + 212) 


şi funcția y : C > S?\ {P}, w(z)= (x y, u) cu x, y, u date de formulele (1), este 
inversa lui ọ. Continuitatea funcţiilor ọ şi y = g~% este evidentă, deci ọ este un 
homeomorfism. Să remarcăm că emisfera u > 0 fără P corespunde prin $ 
X + 1y 


exteriorului discului (|z| > 1), unde z =X +iY = , iar emisfera u <0 


. Kapi i —u. 
corespunde interiorului discului (dzl < 1), cercul u = 0 (|z! = 1) rămînîna fix 
prin 9. Vom extinde pe ọ astfel: 
dacă MzP 


S N 
8? -> Č, oM) = 
7 2 U, să, ) i iaa M =P 


şi obţinem un homeomorfism de la sfera S? la planul complex extins Č. 

Rezultă că planul complex extins Č poate fi identificat cu sfera S°, care se 
mai numeşte şi sfera lui Riemann. În această reprezentare geometrică a lui 
C punctul œ. nu mai are rol privilegiat, fiind şi el un punct pe sferă. Cu 
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această construcţie, obţinem o nouă demonstraţie a faptului că C este com- 


Fa 


: x — A 
coordonate X = ——, Y = pia U = 0, deci z' = . Avem: 
l+u l+u l+u 
x? + y2 1 
z= Taaa =], deci z = — pentru z + 0 şi z # æ, În prima proiecție originea 
-u z 


GS 0) corespundea punctului P' şi punctul « lui P, iar în a doua proiecție 
riginea corespundea lui P şi punctul œ% lui P”. Rezultă că putem extinde for- 


ai ; soia 
ula z'= — şi în cazurile z = 0, z = ce şi obținem un homeomorfism, 


z 
e ina, e 
z- = =z |:CoC. 

s: o ue 

De aici rezultă că putem înlocui lim cu lim şi reciproc (homeomorfismul 


Zm) oà 
ui Č cu S? justifică deci această înlocuire). Da pentru studiul funcțiilor pe 
C în vecinătatea punctului œ (asimilat cu P) vom folosi variabila complexă 


==, care se anulează în punctul œ (adică în P), Cele două funcții obținute 
z 


u ajutorul celor două proiecții stereografice reprezintă două hărți, care oferă 
ferei S? o structură de varietate diferențiabilă (vezi cap. 4, § 4). De fapt, 
ărțile respective oferă sferei S° chiar o structură de varietate analitică, 
lar nu ne vom ocupa de acest aspect în cele ce urmează. 


1.2. Funcţii olomorfe, condiţiile Cauchy-Riemann 


+ DEFINIŢIA 1.2. Se numeşte funcție complexă orice funcție f:A—C, 
nde A c C (deci o funcţie cu valori complexe, de variabilă complexă). 

Dacă notăm w = fz) cuze Aşiz=x+iwy, w =u + iv, unde x, y, u, v € R, iar 
=P+iQ (adică P=Ref, Q=Im/), se pun în evidență două funcții reale 
Q: A — R, unde am considerat A c R? ca o multime de perechi de numere 
eale. Atunci egalitatea w = fz) este echivalentă cu două egalități reale 
u = P(x, y) şi v = Qx, y) şi funcţia complexă f: A — C este echivalentă cu o 
transformare punctuală A — R°, (x, y) > (P(x, y), Q(x, y)); figura VII.4. 


x | 8) 


Figura VIL.4. 
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Dacă A este o mulţime deschisă (cazul cel mai utilizat), este evident că 
“funcția complexă f este continuă într-un punct Zo = Xg + tyg E A dacă şi numai 
dacă P şi Q sînt simulan continue în punctul (£o Yo). | 
EXEMPLE. 1) Fie funcția complexă f: C—C, f(2)=z2+ Z; în acest caz; 

u + îv = (e + iy} + (x — íy) deci | 
u =x? —y2 + x = P(x, y), v = 2y — y = Qix, y). 
_ x- 


paw 


x+iy x+ Y 


2) Fie deschisul A = C \ (0) şi w= = în acest caz, u+iv= 
Z 
x ~y 
iv= 
Ip y’ n 
DEFINIȚIA 1.3. Fie f: A — C o funcţie complexă, unde A c C este o mù- 
lțime deschisă. Functia f se numeşte olomorfă într-un punct z) € A (sau 
C-derivabilă în z} sau monogenă în z) dacă există şi este finită (adică. 
aparţine lui C) limita 
(2) lim LE Lo) 


2—20 z= Zo 
2z#zo 


Limita (2) (dacă există) se notează cu f (zp) şi se numeşte derivata com 
plexă a lui fîn z. 


deci u = 


OBSERVAȚIE, Se constată analogia cu definiţia derivabilităţii funcţiilor 
reale. Dacă funcția f: A — C este olomorfă în z) € A, atunci este evident că f 
este continuă în zp (se raționează ca la demonstraţia faptului că o funcţie . 
reală derivabilă într-un punct este continuă acolo), Conceptul de olomorfie - 
este mai subtil decît cel de derivabilitate din cazul real, deoarece existența 
limitei (2) implică independența ei de direcţia de tindere a lui z către Zo (ceea - 
ce este mai restrictiv decît tinderea pe dreapta reală şi explică de ce funcţiile - 
olomorfe au unele proprietăţi pe care nu le au funcţiile real derivabile). | 

DEFINIȚIA 1.4. Funcţia complexă f: A-C se numeşte olomorfă pe 
deschisul A dacă ea este olomorfă în orice punct Zg€ A. $ 

Se arată simplu (ca în cazul derivabilităţii reale) că suma şi produsul a 
două funcții olomorfe pe un deschis A sînt funcţii olomorfe pe A. Dacă notăm: | 

CA) =f: AC |folomorfă), Ei 
atunci KA) este inel comutativ. Se arată, de asemenea simplu, că prin 
compunere a două funcții olomorfe se obţine o funcţie olomorfă şi la fel este 
cîtul a două funcții olomorfe, pe mulţimea pe care este definit. 

Fie w = fz), f : A = C definită pe un deschis A c C şi Zo E Á, Zo = Xp + iYg 

Dacă feste olomorfă în zo, atunci f(z) = lim tA fo) (limita fiind 

independentă de direcția de tindere a lui A spre zero în planul complex); 
În particular, pentru A real va rezulta că 


ii fo tR) ~ fl) -lim fiza + ih) — f(29) 
h0 h h—0 > ih 


= F2) 
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5 


Figura VII.5. 


i ținînd cont că f = P + iQ, se obține 


w P(aro + h, Yo) — Pro» Yo) i lim ot Yo) = too) = 
h0 h h0 h 


SR P(xo, Yo + h) — P(xo, Yo) arii (co, Yo + h) — (ao, Yo) l 
h0 ih h0 ih 


Dacă functiile P şi Q ar avea derivate parțiale în raport cu x şi y în punctul 
Xo Yo), atunci ar rezulta că | 


3P 1 9P 9 
z (o Yp ti 2 w yo) = E A. i ðy (xo, Yo) + De Yo), 


e unde am deduce relatiile celebre (2) - Ea şi (2) -- A , DU- 


mite condițiile Cauchy-Riemann. Teorema EEA precizează mai Bhe 
cest calcul şi dă caracterizarea proprietății de olomorfie. 

TEOREMA 1.3. Fie ACC o mulţime deschisă. Funcţia f:A-—C, 
=P+iQ, este olomorfă în ze A dacă şi numai dacă funcţiile 
P,Q:A—R sînt diferenţiabile în z, = (xp, Yọ) şi derivatele lor parţiale 
: n punctul (x), yọ verifică condiţiile Cauchy-Riemann 

(3) la y Co Y9) = a, Yo); AT Yp = z i Yo). 

Oy Oy ox 


În aceste Mi derivata complexă f' (2) verifică relațiile: 
(4) Fa) = (Zai e z) = E -Elg z) = (E-E e ; 2 + 29 Ven) 
DEMONSTRAȚIE. Presupunem că f este olomorfă în zeA şi fie 
c = f(z) =a +ib. Definim 
fe) — fizo) 
(4  B(z)= CRO 
O pentru  z=z. 


Avem evident lim B(2) = 0. Apoi definim 
z=) 


—c pentru z€ A,z 7 Zo 
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pentru z€ A,z 4 29 


(5) a(z)= cdi PEPI z 


O pentru  z2z=29. 
Atunci lim|o(z)|= lim| B(2)]=0, deci lim o(z)=0, Putem scrie 
2-20 229 ZZi 
(6) Az) - Rzo) = elz - zo) + (2 - zo) B) = elz — zo) + alz) |z zl. 
Dar 
fz) = P(x, y) + iQ, y), c =a +ib şi z -zg = (x ~ xo) + ily —Y0) 


deci 
P(x, y) ay P(xo, Yg) F Q(x, y) — Xo Y9)) = 


= a(x — xg) -bly ~ Yo) + Re alx, wta - 29)? + (3 = y9)2 + 
+ d bla — X9) + a(y — yo) + mal, ya =) + (y y | ; 


Rezultă formulele 


P(x, 9) Plx, Yo) =al —x9)- b(y - yo) + Reale, yle- xg)? +y- y)? 
(7) = SEN 
QC, y) ~ Q(aco, Yo) = bir = cp) + ay yo) + Imala, y) flx- xp)? +y- y)? 


unde 
lim  Reg(x, y)=0, lim  Ima(x,y)= 
Cx, y} lxo, Yg) (x, y)lxg, y0) 
deci funcțiile P şi Q sînt diferențiabile în zg = (xp, Yo) şi atunci 
oP 9 
a = yo Yg) = ay Y0),b = po Yo) =a a, Yo), 


adică am obținut condițiile E ie drama A | 
Reciproc, dacă P şi Q sînt diferenţiabile în z} = (xp Yo) şi au loc condiţiile 
Cauchy-Riemann (3), atunci avem 


(iPad Geta e DE Ca oii 
Ox Oy 


+0 (x, y(x- xo) +y- y); 


(8) 7 Vo 
Qx, y)— (aro, Yo) = (ro Yox - xg) + (cp YoY- Yo) + 
ox gy 
+A (ax, Yl — 092 Hy y), 
d li ,Y)=0, li o, Y) = 0 
me A TaT alei 


IQ 3P 1. PESE T 
ay AO Yy) b= "ye Yo) =S ln, Yo) ŞI 


a = 04 + i0%, obținem din relaţiile (8) relaţiile (7), iar acestea sînt echivalente 
cu (6) dacă notăm c =a + ib. Din (6) obţinem (4), adică 


TO Te. ~c = Piz ~ 2p), pentru z z 2o şi atunci lim (ore) =ceC, 


Z -Zo l Zz Z 1 20 


i aP 
Notând a = (o Y) = 


deci f este olomorfă în zg e C, 
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In plus, avem: 


tz) 20 (22 22) OA ƏP ƏP 3R ..2Q 
e) =c=( E +z A e Zo) = a 20) = (E. -a Zg) = a iR la 


În cazuri concrete MIR e Ala funcțiilor P şi Q este mai greu de ve- 
ficat şi de aceea dăm următorul criteriu de olomorfie: 

COROLARUL 1. Fie A c C o mulţime deschisă şi f: A— C, f =P +iQ. 
“Dacă P, Qe CYA) şi dacă în orice punct ze A au loc condiţiile 
Cauchy-Riemann 


ap 20 
9 

(C- R) 4 

P 2 

dy Ox 


atunci funcţia f este olomorfă pe A. 

DEMONSTRAȚIE. Se ştie de la analiză că dacă P, Q e CIA), atunci P, Q 
sînt diferenţiabile în orice punct zọ € A. Avînd loc şi condiţiile (C — R) în orice 
punct zp € A afirmaţia rezultă din teorema 1.3. 

Este utilă aici o scurtă notă istorică. A. Cauchy a descoperit condițiile 
— R) din cercetări ale sale privind integralele duble reale şi şi-a dat seama 
łe importanța acestor ecuaţii arătînd că ele conțin esenţa teoriei de trecere de 
real la complex (şi invers) în studiul funcţiilor. B. Riemann a descoperit 
eleaşi relații pornind de la alte cercetări, în domeniul ecuaţiilor cu derivate 
arţiale, el căutînd să caracterizeze C-derivabilitatea (deci obţinînd teorema 
interioară). Este interesant că D'Alembert şi Euler obținuseră anterior 
.celeaşi relaţii din cercetări în domeniul mecanicii fluidelor, dar fără să le 
i rcumscrie rolul lor deosebit. Adevărul ştiinţific unic provine adeseori din 
rse diferite. 

Fie f: A — C, A deschisă în C, f= P + iQ şi P, Qe CHA). Deoarece P, Q au 
erivate parțiale în raport cu x şi y, rezultă că şi f are derivate partiale în 
aport cu x şi y (ca sumă de două funcții şi nu are importanță faptul că f are 
alori complexe); avem 


F_P 2R FP; 
x a ne ð əy y 


DEFINIȚIA 1.5. Notăm 


f (F F) af 1(3f Ff 
w Les aa Le e 
iu, dz 21 9x E, əz Aar ay j 


(9) 


Număru] ao) se numeşte derivata areolară a lui f în punctul zg € A; 
PA 

ceastă noțiunea a fost introdusă în 1912 de matematicianul român Dimitrie 

'ompeiu (1873-1954). Derivata areolară a fost intensiv studiată de mulți 

natematicieni români şi străini. 
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COROLARUL 2. Fie A c C o mulţime deschisă şi f: A -> C, f=P +iQ. 


Dacă P, Q e CYA) şi 1L- = 0 pe A, atunci funcţia f este oiomorfă pe A. 


Of. 


DEMONSTRAȚIE. Vom arăta că relația reia pe A este echivalentă cu 
condiţiile (C — R) şi apoi aplicăm corolarul 1. Într-adevăr, 
(Lit) HA ai 2) E 22) ye. 2), i(20, æ) 
02 á 2\ðx oy Ox ax Oy ayj 2l0x 9y Ox Oy 
deci | dd 
Of _ ias P _0Q . ƏQ_  ƏP 


əz Ox dy á ax y` 
OBSERVAȚIE. Dacă f: A — C este S a pe deschisul A, atunci avem 
9Q 
f (z)= Zai Pa 
şi 
E E E (aP „20 
oz 21 0x o] Ox "Da 1o "Jy 
TE E a 
mee D-2, zx ro 


adică f'(2) = Le), (V)ze A. 
Z soa f P ar 
EXEMPLE. 1) Funcţia f: C— C, fez) = 27, este olomorfă pe C. Într-adevă 


22 
(Y) z € C, avem: lim 2. = lim (z +z) = 22 EC, şi f'(@) = 2z, (v)ze C. 
z-20 Z= 20 Z-z ; 
2) Analog, funcţia f: C— C,Az)=z", ne N, este olomorfă pe C deoarec 


n n 


vte 


lim 2 Zo me , (V) zE C, 


deci f'(z)=nz2"!, (v)ze C. Atunci rezultă că funcțiile polinominale si 
olomorfe pe C (ca sume de funcții olomorfe). De asemenea funcţiile raționa 


polinoame, atunci f este olomorfă pe deschisul C \ ze ClQ(2)=0). 
3) Funcția f: C-—C, f(z)= 2, nu este olomorfă în nici un punct din C.. 


dx gy j 
4) Funcţia f: C— C, fz) = |z|, nu este olomorfă în nici un punct din Ç. 


Într-adevăr, P(x, y) = yx“ +y2, Q(x, y)=0 şi 
ðP _ % oQ „ 9P y 9Q : 


ana 


CON E rr — = 0; EESTI 0 EAN. g 
dx dety Y dy fy? +y? dx 
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ntru z # 0. Condiţiile Cauchy-Riemann implică x =y =0, deci z= 0. Dar în 
nctul z = 0 funcția P nu are derivate parțiale, deci conform teoremei 1.3 nu 
ate fi olomorfă în acest punct (nu este diferenţiabilă în z = 0). 


„Reamintim că o functie u(x, y), u: AR de a C? pe deschisul A se 
2 


ada armonică dacă (V)a € A, avem A REA +— (a) = 0, adică Au =0 în 
x 


care punct al lui A. 

 COROLARUL 3. Fie A c C o mulțime deschisă şi f: A — C, f= P + iQ cu 
Q e CA). Dacă f este olomorfă pe A, atunci funcțiile P,Q sînt 
ncţii armonice pe A. 

DEMONSTRAȚIE. În orice punct din A avem 


P FP. H2) H2 C-R 3 (2Q ra [-29)- FR F 
x? Pa axl əx) ayl ay ax| dy | ðy\ 9x / 9x0y 9xăy 


nform teoremei lui Schwartz. Deci AP = 0 pe A. Calculul este similar pentru 


SD 


Se pune întrebarea dacă invers, dîndu-se funcţia P : A -> R, A deschis în 
„şi P armonică pe A, există o funcţie olomorfă f:A—C astfel încît 
P+iQ (adică P = Ref)? Răspunsul la această problemă depinde de mulți- 
a Á; anume vom indica un caz important în care răspunsul este afirmativ — 
zul domeniilor simplu conexe. Sînt necesare unele precizări. 

Reamintim că un spaţiu metric X este conex dacă pentru orice submul- 
ë A CĂ nevidă, deschisă şi închisă simultan, rezultă A = X. Vom folosi mai 
ziu următoarea: | 
LEMĂ. Dacă X este un spaţiu metric conex şi dacă f: X — C este o 
ncţie local constantă (deci constantă în vecinătatea fiecărui 
uncet), atunci f este constantă. 

Într-adevăr, (V)a e X, mulțimea A = (x e X | Ax) =fa)} este nevidă (căci 
X), este deschisă (căci f este local constantă) şi închisă (căci f este conti- 
uă) deci A = X. 

` Se poate arăta că un deschis Dc C este conex (deci un domeniu) dacă şi 
umai dacă pentru orice două puncte 2,, Z € D, există un drum y: [a, b] => D 
stfel ca Ya) =z, şi Mb) =z Orice dise deschis B(zy, r), r > 0, orice semiplan 
Rez >a), ach ca şi coroana Alzy;r,R)=tr< pen <R}, unde 
<Sr<R<%, sînt domenii. Un domeniu D se numeşte simplu conex dacă 
ontiera Fr D este conexă. Se poate arăta că aceasta este echivalent cu faptul 
ă orice curbă închisă cu suportul în D se poate deforma continuu către un 
unct. Coroana Kiz; : r, R) nu este un domeniu simplu conex. 

TEOREMA 1.4, Fie Dc R? un domeniu simplu conex. Dacă funcţia 
:D-—oR este armonică pe D, atunci există funcţia Q:D =R, 
rmonică pe D astfel încît funcţia f: D — C, f=P +iQ să fie olomorfa 
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DEMONSTRAȚIE. Dacă ar exista funcția Q armonică pe D astfel în 


f=P+1Q să fie olomorfă pe D, atunci Q ar verifica relaţiile (C - R): 
90 __9P .09Q _9P 2 JQ 9P 9P.. 
a e e =—, d dQ = E = dy = = dx +- 
a y a a dă 3y dy dx a 


gP 9p 


(11) 0 Peer z — dy = PA dx + Q dy. 
dP, _P 30, _9P 3P _3Q PP P. 
TERNS E AIE PE E Iad Bia zi 
n dy 3y? Ox  9x Ox e Ox E dy?  9x2 


(P fiind armonică pe D). Aşadar forma œ din (11) este închisă, deci œ es 
exactă fiindcă D este simplu conex. Atunci există funcţia Q pe D, QE CD, 


astfel încît o = ar Riy = dQ. Rezultă relațiile: 
9Q __9P .9Q _9P 


de dy! dy dx’ 
adică tocmai condiţiile Cauchy-Riemann. Aplicînd corolarul i, rezultă 
f= P +iQ este olomorfă pe D. | 

OBSERVAȚII. 1) Din relația o=dQ funcția Q rezultă unică pînă- 
adăugarea unei constante reale, deci f este unică pînă la adăugarea un 
constante pur imaginare. 

2) În mod analog rezultă că o funcţie olomorfă este determinată de. parte 
sa imaginară unic, pînă la adăugarea unei constante reale. 

DEFINIȚIA 1.6. Funcţiile P şi Q pentru care funcţia f = P + iQ este olomor 


pe D se numesc funcţii armonice conjugate pe D. 


APLICAȚIE în teoria cîmpurilor 


Fie i un cîmp vectorial de clasă C° într-un cilindru D xR, cu De R?d 
meniu simplu conex. Presupunem că 5 este staționar (independent de tim] 
şi plan paralel (paralel cu planul Oxy). Aşadar, i asociază oricărui E 
(x, y) e D un vector de forma 

ülx, y) =u (x, yji +v(x, y) j, Cu Vy vo e CAD); figura VIL6. 


Presupunem că divi=0 
şi roti =0 (adică i nu are 
surse şi nici vîrtejuri, deci es- 
te un cîmp armonic). Aşadar, 
dx Oy dx ay’ 
orice punct (x, y) e D. 

Forma diferenţială 
vdx + vady fiind închisă (de- 


ð 9 
oarece Ec Ru în D), rezul- xX 
dy gx 


2 


Figura VII.6. 
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„că ea este exactă; ca atare, există o funcție Pe CAD), unică pînă la o 
d 20 
i dy A 
Funcţia P se numeşte potenţialul scalar al lui v ; svident, 


P iza P ai 7 zi ER © e. 
= u + a J =v tugj =U. Curbele P(x, y) = k constant, se numesc linii 
Y 


stantă aditivă, astfel încît dP = v dx + vady, adică £ =ù; 
x 


ann, rezultă da AE 08 -v Şi —— 20 Se vı. Curbele Q(x, y) =k, k 
ox Oy dy Ox 
nstant, sînt linii de cîmp P U (deoarece în orice punct al unei astfel de 
90) 


rbe avem î-gradQ =v — z me = = wy(-wo)two-u, =0, deci i este tangent 


curbă). Curbele P(x, y) = k şi Q(x, y) = kı, sînt evident ortogonale deoarece 
adP-gradQ=i-gradQ=0. 

"Am văzut cum se determină potenţialul complex al lui i. Este utilă şi le- 
tura inversă, adică recuperarea lui ui din cunoaşterea potenţialului său 
mplex. Pentru aceasta, vom identifica orice vector plan ai +87 cu numărul 
mplex a + bi; ţinînd cont de teorema 1.3, rezultă că 


ela sei ceia v ~i, de unde f'(2)=utivp=ui +upj =U. 


Aşadar, (V)z= (x,y) € D,i=f'2) şi |e=lFol=lral. 


EXEMPLE. 1)Dacă Az) = az, a = a, + ia, fiind o constantă complexă, atunci 
Jæ = (a, + lao) + iy), deci Ps Re f=azx — aoy şi Q =a;y +ax. Cîmpul este 
F) (z) = d = q -ido = ai — 03 şi liniile sale de cîmp sînt dreptele 

+a,y =k;î în plus |l5]| = IP'(al=lal. 


2) Dacă f(z) = Az + T eu A, m reale strict pozitive, atunci 
z 
š m 
f (2)= A- EA 
z 
icîmpul corespunzător este 


27 ut alea M 
a- Pa yo 2mxy : 


vef 2s — 5 3 
(x? +y?) (x2 + y2) 
Liniile de cîmp ale lui i sînt curbele Ay 2 =}, ke R. Pentru 
x+y 


>œ, adică lz|2 =x? + y=», itinde către Ai şi aceasta justifică de ce 
instanta A se mai notează v, 
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1.3. Exponenţiala complexă; funcţia argument 


Dacă (a, „> este un şir de numere complexe, se pot forma sumele parțiale 


Gap tat. ta n20. Reamintim că seria Ya, este convergentă, cu 
n20 


suma s, dacă şirul (s, l„>g este doine către s, adică Is, 23250 (pentru 
n — e), 


n+i 


3 x ; i-z f Ppisa 

EXEMPLU. Seria aar are sumele parțiale s, = ——— şi este convergen- 

tă dacă şi numai dacă |z| < 1, cu suma o 
-z 
Seria da, se numeşte absolut convergentă (AC) dacă seria de nume 
n20 
reale şi pozitive Ya, este convergentă; orice serie Sa, absolut convergen- 
n20 n20 
tă este anen şi în plus D a,| S 5 al. 
n=0 n=0 
Dacă seria Ya, este absolut convergentă, atunci se ştie că pentru ori 


n>0 


bijecţie t: N — N, avem J ayn) = Va. Se cunosc tot din anul I, sau se e 
n=0 n=0 


tind fără dificultate, rezultatele de bază privind seriile de puteri Pae ( 
n20 ă 


ma lui Abel, disc de convergenţă etc.). 
Dacă u = {uho V= (tun hezp sînt două şiruri de numere complexe, atun 


convoluţia lor discretă este şirul w = (w, „20; unde w, = Suba. EI (se m 
p=0 


scrie w=u*v). Seria w, se mai numeşte TEE a seriile 


n>0 
Yud U 
n>0 n20 
LEMA 1.5. Daca seriile DAR Du. sînt absolut convergente, atune 
n20 n20 
seria-produs Y w, este absolut convergentă şi suma ei este egaläc c 


n20 
produsul sumelor seriilor date. | 
DEMONSTRAȚIE. Fie a, = $ lul, B; = X lv,! pentru orice p, q 20. Atuni 


n2 p ng 


Ti , 
(v)n 20, PAE Slud lvy şi (Y) m 20, 
p=0 


Sl] > Su: lon-l || Stud | Flod |<oo-Bo- 


n=0\ p=0 


Aşadar, seria DX w E este convergentă (sumele ei parţiale fiind mărginite) 


n>0 
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În plus, pentru m > 2n, avem 


m rn n m 
Sw, a Su, du S Di up i | val £ Qna1Po + Bo. 
k=0 k=0 k=0 


p.q=0 
p>n+i sau g>n+l 


Făcînd n > œ, m — œ, rezultă că 0,,1PBo + Bra09 > 0 şi 


OBSERVAȚIE. Notăm cu 7, mulțimea şirurilor de numere complexe 


= {un} >90 astfel încît, seria Du, să fie absolut convergentă. Lema 1.5 arată 
n20 


ă dacă u, v € l, atunci u * v € [,, Se poate arăta că /, este un spațiu Banach 


mplex relativ la norma lu = X |u. 
n=0 
- Vom studia acum în detaliu un exemplu foarte important de funcție com- 


AOT. l i ; l 1 
plexă, anume exponențiala. Evident, seria de puteri Da are raza de 
n20 


nvergenţă R = lim| — = EEN = lim(n +1) = ce. 
; nel Hi PI E: |)! | nyoo 
DEFINIȚIA 1.7. Pentru orice z € C notăm 


l 
expz = e” = dp 
n! 


Funcţia exp : C — C, z -> e?, se numeşte exponenţiala complexă. 
Concentrăm proprietăţile principale ale exponențialei complexe în teore- 
a următoare: 


"TEOREMA 1.6. Avem 
a) e0 = 1 
b) pentru orice z}, z> € C, e72 =e! .e2 


; PE T 
c) pentru orice z € C, č +0, gi — =e” 
e 


d) pentru orice y € R are loc urmätoarea formulá celebră: 
e? = cos y + isin y (formula lui Euler). 
e) functia exp : C — C este olomorfă şi periodică de perioadă 27. 
DEMONSTRAȚIE. a) este evident. 


n n 
RES EE E z z R l 
b) Considerăm seriile Xup, X Vp, unde u, =Æ, v, = A, care sînt evident 
n20 n20 dd id 


bx 
; 
iz 

ii 


= $ l l 
n - 
W, = Dea = Se a TA tz), | 


p=0 pz0P (n z p)! 
jentru orice n > 0. | 
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Conform lemei 1.5, rezultă că 
L= Gá! + 29)” = Sa) Sah > 
n=07} g=0d 


adică e17 =el .e72 
c) Conform b) şi a) rezultă e e” =° = 1. 


d) Avem - 
å n 
; n Yy (—1) 2n 
iy = i NE, E NR DA -+ — aa cu 
i d (iy) 2l 4! Ga 
3 n : 
y (—1) n+l aj 
Pi y e e t l t IaIMMIMIMlMMlMlMiÂÁ +... {=c¢0sy+isiny, 
f» ŞI n +1)! ee Í 


tinînd cont de dezvoltările în serie ale funcțiilor trigonometrice reale cos ş 

sin. | 
e) Pentru orice z e C, avem e = e”? = e" . e? = e“(cos y +i sin y), deci părțile 

reală şi imaginară ale lui exp sînt respectiv P(x, y) = e” cos y, Q, y) = e” sin Y: 
Evident P şi Q sînt de clasă C! pe C şi în fiecare punct din C, 


9Q 


Dai foci a ŞI E, sin y == —. 

Ox Oy gy Ox | 

Conform corolarului 1 al teoremei 1.3, funcţia exp este olomorfă pe ©. 
asemenea, pentru orice z e C avem 


2+2mi — pătiytani o% . g Itm) — e” (coat y+2)+i inyi) = e“ (cosy +i sin y) = ez, 


e = e = e 
deci exp este periodică de perioadă 2mi. Teorema 1.6 este demonstrată. 


APLICAȚIE, 

Fie o > 0 fixat. Orice funcţie de forma f: R > R, fE) =A sin (ot + ọ). cu. 
A20 şi q real se numeşte semnal sinusoidal de pulsație o; a 
acestora se notează S„. Orice funcţie fe $, este evident periodică de perioadă 


principală 7 = Lu Funcţia g(t) = A cos (œt + p) se mai numeşte 
o 

conjugata lui f. Să notăm z(ć) = g(t) + ift). Atunci 
z(t) = Alcos (œt + ọ) +i sin (œt +ọ)] =A e0“ = Ae": e 
Se verifică uşor că aplicația ®,: S, > C, f> Ae? este un izomorfism de 
spaţii vectoriale reale (numit i upoiiiatasl lui A. J. Fresnel, 1788-1827)... 
Evident, (v) fe S, avem 
Ft) = Ao coslot + 0) = Aw sin( oc +Ọ+ =) 

deci 
î (02) i 
P„(f')= Anei 2 = inAe? = iwp, (f) 

De exemplu, dacă (L, R) este un circuit în serie, în curent alternativ, cu d 


ferenţa de potențial la borne u(t) = B sin (œt + ọ), atunci curentul i(£) satisfa 
ecuaţia u(t) = Lit) + RIH, (v)te R. Aplicînd izomorfisul lui Fresnel, rezul 
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u) = Lio P + RE) câtul P u)/ O) = Lio+ R se numeşte impedan- 
complexă a circuitului, 


: Argumentul unui număr complex nenul 
 Notăm cu S = [ue C IZ = 1) circumferința unitate. Pentru orice 


C” =C\{0}], avem evident +e Sl. Se observă că Si este un grup relativ 


zi 
nmulţire şi aplicaţia, evident surjectivă, e: R — St, y—e” este un mor- 
sm de grupuri (R, +, 0) — (Sra I 

(Într-adevăr, e(y, +y) = eit = ei e? = e(y,)'e(y9), pentru orice 


„Yp€ R]. Nucleul morfismului e este: 
notat 


Kere=lye R le” =1)= (2kr a ZB = MZ. 

Notăm cu R / 27 Z mulţimea claselor de echivalență £ cu x e R (relativ la 

ația de echivalență pe R : x, ~ xp © x; ~ xp € 2n Z), aşadar, pentru x € R fi- 

it, £ = {x + 2krn |k e Z}. Evident, R / 27 Z este un grup relativ la adunare 

în plus, avem un izomorfism de grupuri. 

| &:R/2n Z = S1, 9e? | 

"Cu aceste pregătiri, trecem la definiţia veneau di unui număr Pa PR 

nul şi a ramurilor funcției-argument. 

: DEFINIŢIA 1.8. Pentru orice z € C*, se numeşte argumentul lui z, clasa 

echivalență 

Argz = pi 2 = yeRle” = 
Uz! | 

Funcția-argument este funcția 


Da 
pă 


Arg : C> R/ 2n Z, ză pl 
z 


„Dacă nu dorim să "lucrăm" cu clase de echivalență ci cu numere reale, 

unci sîntem nevoiţi să folosim funcţii multiforme (care asociază unei valori 
» ` ` a K - dA . % 

mai multe valori numerice). Pentru orice ze C să notăm cu 8 unicul număr 


=) Atunci Arg z = (0 + 2kr |k e ZI. 
FA 


ace zale 
A 


AS: 
o 


al 0 e (- n, nl astfel încît e? 


EXEMPLE. 1) Fie z = 1 + i; atunci —= T ÎN 
Fi Z 


= şi luăm =T PH 
Arg (1 +i)= (+2 ze Z). 


„2) Dacă z = - 3, atunci = —1 şi 0 = m, ca atare, 


z [zl 
Arg (~ 3) = {n + 2kn |k e Zh 
3) Pentru orice z e C”, notăm p = Iz] şi alegînd 9€ (- 7, n] astfel încît 


obtinem că z =p e”? (forma exponențială a lui z). Astfel, 
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L+i= Vet şi -3 = 3e”. i 
DEFINIȚIA 1.9. Fie Ac C (adică 0 € A) o mulţime deschisă. Se numeşte. . 
ramură continuă a argumentului pe A, orice funcţie continuă p:A—C 


cu proprietatea că 
z 


jz 


5 =1, rezultă că lei??| =1, deci e ™9® 1, de unde 
iz $ 
Im ọ(z) = 0, adică funcţia ọ ia valori reale. Nu pe orice deschis A c C există 
ramură continuă a argumentului. Spre exemplu avem următoarea: 
PROPOZIȚIA 1.7. Nu există ramuri continue ale argumentului pe 
deschisul C”. 


DEMONSTRAŢIE. Presupunem că există o ramură continuă a argumentului 
WzeC. 


e20) (V) zeA. 


pos 


Deoarece 


pe C*, adică există q : C* — R continuă astfel încât ei%2) ai Fi É 
z 


Notăm tot cu ý restricția S! — R, care este bineînțeles, continuă (şi n& 

constantă). Dar S! este conex şi compact, deci mulțimea q(S1) c R este conexă 
şi compactă, adică este un interval închis, 
(S$) = [m, M]. Vom arăta că funcţia continuă 
e: St — [m, M] este injectivă (deci bijectivă), Fie 
Zy Zg € S? cu píz) = Q(z); atunci eC = pe) 
deci z, =z (căci |z | = [z] =1). 

Rezultă că ọ™°:[m, M] S> este continuă 
(deoarece S1 este compact şi e! întoarce închişi în | 
închişi). Fie acum a = 9" “(m), b = (M), evident Sia b} 
a b căci m + M. Funcţia restricție i 
e: (m, M) ~> S! \ fa, b} este continuă şi, deoarece 
(m, M) este conex, rezultă că 
oHm, M) = SI \ la, b} ar fi conex; contradic- 
ție (figura VII.7). 

: Vom da ulterior încă o demonstraţie a 
propoziției 1.7. 

Vom considera semidreapta 
T = (ze C |Imz=0, Rez <0), numită 
ad-hoc tâietură în planul complex (figura 
VII.8). Figura VII.8. 

PROPOZIȚIA 1.8. În domeniul C\T există ramuri continue ale 


argumentului. 


Figura VII.7. 


bi 


unde arg (2) = "acel unic 0€ (- n, n) cu proprietatea e =" (adică, unict 
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reprezentant din (- n, n) al 
lasei de echivalență Arg(z)). 
Să arătăm că funcţia arg 
istfel definită este continuă. 
Fie z, € C\ T arbitrar şi 
ie z, € C \ T cuz, > Zo 
Anna avem: P pe PA 


n ai. Dar 
Ted O ez 


Z, >Z cu |z,| =1 (figura 


VIL.9). 


Trebuie să arătăm că 0, >0, adică (vV)e>0 3) N,e N” astfel încît 
V)n>N => le, -0| <E. 


Dacă e > 27, atunci | go 0, | <£ (v)n e N”, deoarece 9,, 9 E (- n, m). Dacă 


Figura VII.9. 


9% l alegem 5 e R, astfel încât 0 <8 < min 2sin—, [Imz 


Deoarece z, — zo (3) N, e IN” astfel încît (Y) n > N; => lz, -zo| <8. Alegem 
l7, = N; şi avem |9, — ©] <u. Dar u = 2aresin = <e, deci e, -8| <E. 


OBSERVAȚII. D Evident funcția arg : C \ T ~> (~-n, n) se poate extinde la 
z adică arg : C* > (- 4, Į, dar nu mai este o funcţie continuă (vezi propo- 


2) Se poate arăta mai general că în orice domeniu simplu conex D c C“ 
eci care nu conține originea, există ramuri continue ale argumentului. 


DEFINIȚIA 1.10. Funcţia arg : C \ T — (- n, n) se numeşte ramura princi- 
pală a argumentului. Extinsa sa 
arg: C” —(- n, n] se numeşte determinare 
Pricipală a argumentului. 

Aşadar, 8 e (- n, n) şi z = p8'% Punctele U, U 
in C\T nu pot fi considerate ' dell 
rg u este “apropiat” de n, iar argv de — 
ivite însă în C” punctele u,v Es 
apropiate", ceea ce arată că funcţia extinsă 
rg nu este continuă în C” (figura VII.10). Figura VII.10. 
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TEOREMA 1.9. Fie Ac C mulţime deschisă, conexă şi 0; pp: AR 
ramuri continue ale argumentului. Atunci ele diferă printr-o 
constantă. : 


DEMONSTRAȚIE. Fie f: A —> R, f(z) = 2-02) a(2), (W)ze A: vident 


feste continuă. Deoarece Q4; ș, sînt ramuri continue ale argumentului pentru 
ipu(z) — _Z ein dai p n-e) = 7, 


r 


Z 
Rezultă că ilo) - Po(2)) = 2k Ti; k, e Z, deci fæ) =k, (V)ze A. Atun 
functia continuă f: A — R ia numai valori întregi deci f este local constantă şi 
conform lemei anterioare parai 1.4, f este constantă. (De altfel mulțimea 
KA) c Z este conexă deci AA) = {k}, adică Az) = k e Z, constantă, (Y) z e A]. 
Rezultă că 0,(2) — Po(z) = A, pa z€ A. 
COROLAR. Orice ramură continuă a argumentului în C \ T este de 
forma ọ:C\T >R, q(z)=argz+2kr, ke Z constantă, unde arg este 


ramura principală. 


(VW) ze A avem e 


1.4. Funcţia logaritmică, funcţia radical, funcţiile 
trigonometrice complexe. Ideea suprafețelor riemanniene 
asociate unor funcţii multiforme 


a) Am definit în paragraful anteior funcţia olomorfă ' exp". Am văzut că 
funcţia exponențială nu ia valoarea zero, adică exp : C-— C. i 
Pentru orice z € C”, fixat, ne punem acum problema să aflăm toate soluţii: 
le w=u + iv € C ale ecuaţiei e“ =z. Folosind funcţia arg : Com, n] (defini: 
ţia 1.10) obţinem: z = lei "82 deci i 
wz le] = lzi, adică e” = |z}, 
de unde rezultă că u=}n |z| este unic determinat. Obținem apoi: 
ei” =e TE? şi ținînd cont că exp este periodică de perioadă 2ri, rezultă 
iv =i arg z + 2kri, deci v =arg z + 2kn, k€ zZ. În concluzie, toate soluțiile 
ecuației e“ = z(z e C") sînt: w = In lz| +ilargz+2hn),ke Z. 
DEFINIȚIA 1.11. Se numeşte logaritmul numărului complex z z e C: 


mulțimea de | numere complexe 


pasein a +ilargz + 2kn) | kez). 


Aşadar, Lnz = {we C le“ =z}. 
OBSERVAȚIE. Ln z este o funcție multiformă, ca şi funcţia ii Z. 


EXEMPLE. Fie z = 1 +i deci |z|=vV2 şi argz = ra Atunci 
Ln(l + î) = Ztn2+i( Z+ 2n) lke Zh 
În mod similar, ` an | 
Int i) = (2 aan) lke Zi Ln 1= (0krilke Z) 
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| Ln(- 5) = {ln 5 + i(n + 2kn) |k e Z). 

“DEFINIŢIA 1.12. Fie ACC o mulţime deschisă. Se numeşte ramură 
ontinuă a logaritmului în A, orice funcţie continuă f:4 — C astfel încît 
2 =z,(v)ze A. 

: Definim acum ramura principală a logaritmului. Fie deschisul 

= CT, unde T = {z e C |Imz =0, Rez <0}. Definim funcţia 


Iin:C\T >C, A E T (v)ze C\T, 

re este continuă pe C \ T, deoarece funcţiile (z -> In zD CT > C, 
g:C1T-—C, sînt continue. Avem în mod evident relaţia e”? =z, 
)ze C\T, deci funcţia în : C \ T -C este o ramură continuă a logaritmu- 


i pe deschisul C \ T, care se numeşte ramura principală a logaritmului, 


EXEMPLE. Avem în+i)= 2in2+i?, i= iz, In 1=0, In(-5) nu 


te deocamdată definit, deoarece -5 e T (mai tîrziu vom pune 
| In(-5) = In 5 + in). 
"PROPOZIȚIA 1.10. Dacă f, f} : A — C sînt ramuri continue ale logarit- 
ului în deschisul conex A c C*, atunci ele diferă printr-o constantă 
forma Drik, k € Z. 

l 


DEMONSTRAȚIE. Fie f: A->C, f= an - f2); deoarece f este continuă, 
ni 


Jeste conexă. Din efl(% =z = e/22, (Y) 2 e A, rezultă că 

pRefi(2) „giim (2) = pRefa(2) hO pentru orice z € A, deci 

Re f,(2) = Re fo(2) şi (Im f) — Im hle) = 2k ni, (YV)z e Aunde k, e Z. 
Atunci fz) = k, € : (V) z e A, deci RA) este o mulţime discretă, 

| Rezultă că AA = {k}, adică Az) = k (k constantă întreagă), deci 

| pa fae) = 2mik, (V)ze A, ke Z. 

COROLAR. Orice ramură continuă a logaritmului în deschisul C | T 
te de forma f: C\ T >C, Az) = In z + 2nik, (V)ze A,ke Z. 

OBSERVAȚII, 1) Ca şi în cazul funcției argument, se poate arăta că nu 
stă ramură continuă a logaritmului pe întreg deschisul C”. 

2) Putem extinde analog funcţia În la C n:C oC Inz=]n ]z| +i arg z, 
V)ze C'; acesta se numeşte determinarea principală a logaritmului (ea 
t este nnui în C^). 

3) Atît pentru funcția argument cît şi pentru funcția logaritm putem defini 
amuri continue în orice deschis de forma C \ T,, unde T, este o semidreaptă 
ärecare cu capătul în O (şi mai general, în orice domeniu simplu conex care 
'conține originea). 

b) Funcţiile trigonometrice cos şi sin în complex se definesc astfel: 
DESANEȘIA 1.13. Pentru orice z e C punem 


| iz —iz AS e” = 
COSZ = mmr, SINZ = eee — (Euler), 
| SD: Va se altar DE CER aa E 
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deci cos, sin : C—C. 
Rezultă imediat că avem: 
e? = cosz +i sinz, 
cos2z + sin?z = 1, 
sin? z = 2sin z cos z etc. 


DEFINIȚIA 1.14. Avem 


sinz e“ -e 
tg: C HŽ+knhez > 0, tgz Îi; 
B 2 SEA aT e? +e” 
ctg: Chea e ati Atu AAN 


SIN 2 e i: 


valabile pentru ele. Apati însă unele fenomene noi. De iaca ecuaţia 
sin z = 2 admite soluţii în C. Se definesc de asemenea funcţiile meat) >€ 


complexe: shz = det NU chz = n thas a (pentru chz + 0) ete. 
2 2 ch z 


Abia în domeniu! complex se vede legătura strînsă între funcţiile hiperbo 
ce şi cele trigonometrice; anume, (V)z € C, sh z =-~ i sin(z2), ch z = costiz)e 

c) Funcţia putere de exponent a € C se defineşte ca o funcție multife 
mă: (Y) z e C, | 


z% A golnz z E 


keZ 
iLni -542kn 
De exemplu, i =e™™ = {e 2 EN A 


d) Funcţia radical se defineşte ca o funcție multiformă (Y)n e N, n> d 
fixat: 4z ê fwec]u” zar a 


Dacă z=0 obţinem YWz=|(0), iar dacă z+0, z= re? (cu r> 0 i 
0 = arg z € (- n, ni) deci obţinem: | 


| „B+2hn 
= Îi n EC|k=0,1,2.n- 1h 
| | 

OBSERVAŢIE. Pentru ze C* putem defini funcţia radical cu ajutor 
funcţiei putere. Într-adevăr, putem scrie 


i „pina { pnle iargze2hr) 


n/a è Zi = = egern 


„0+2kn ;9+2kn 9 an | E 
hesr e 2 hega Rre > |k=0,12,.n-1] 


DEFINIȚIA 1.15. Fie A c C o mulţime deschisă. Se numeşte ramură co: 
tinuă a radicalului de ordin n în A orice funcţie continuă f: A — C i 
astfel încît (Az) =z, (v)ze A. p Stai 

PROPOZIŢIA 1.11. În deschisul C\ T [T ={ze C |Imz=0, Rez<0 
există ramuri continue ale radicalului de ordin n. 


keZ 7 


= fen Lidel 2 
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DEMONSTRAȚIE, Este suficient să alegem o ramură continuă a logaritmu- 


în C\ T, de exemplu ln z = In |z| +i argz şi atunci funcţia 
„Argz 


1 
Az = en” syll r, (zeci, 

te evident o ramură continuă a radicalului de ordin n (ramura principală 
adicalului). 

OBSERVAȚIE. Se poate arăta că în C \ T există exact n ramuri continue ale 


icalului de ordin n şi ele sînt următoarele: 
„Argz+2ân 


Gz =el n, k=0, anno 
e) 'Inversarea' funcţiilor trigonometrice complexe conduce la alte funcţii 
ltiforme. Astfel, rezolvînd ecuaţia z = sin w, rezultă: 


z= —— sau e2i — 2ize™ -1=0, 


e! =iz+vVl-z? gi iw =Lnlizt y1- z°), 
l Se defineşte de aceea | 
Arcsin z = -iln(iz + VI - 22). 


: În mod similar se obţin Arccosz, Arctgz, Argshz etc. 


Scurt istoric al funcțiilor complexe elementare 


Funcţiile polinomiale complexe w = P(2) = agoz” + az! +... +a, (a; € ©), 


: C — C au fost practic introduse o dată cu apariția numerelor complexe. 


Acelaşi lucru se poate afirma despre funcţiile raționale w = a cu P, Q 
z 
linomiale; Mă, o astfel de funcţie este olomortă î în deschisul 


tzet Qe) = 

Cea mai a RT funcție transcendentă este exponențiala complexă şi 
a a fost definită de Euler. Tot lui Euler îi datorăm extinderea în domeniul 
omplex a funcţiilor trigonometrice. Inversarea funcţiei exponenţiale comple- 
e, deci definirea logaritmului complex, este atribuită lui Bernoulli şi Leibniz, 
n jurul anilor 1750, într-o controversă a lor privind "logaritmii numerelor 
egative şi imaginare”, cînd au arătat că orice număr nenul admite o infinita- 
e de logaritmi. Faptul că ii este real a fost descoperit de Euler, ca şi definiţia 


uncției putere. Abel a stabilit formula (1+2)* = Ù ki z” pentru orice z € C, 
n=0 

2 | <1 şi pentru orice o € C (“seria binomială'). Asupra funcţiilor elemen- 
are vom reveni în legătură cu transformările conforme. 

Fundamentele teoriei funcțiilor complexe au fost puse de Gauss, Cauchy, 
iemann, Weirstrass; am văzut şi vom vedea cîteva din principalele lor con- 
ibuții. Riemann a avut şi ideea de a considera o funcție complexă multifor- 
ă ca o funcţie în sens uzual, înlocuind însă variabila complexă cu un punct 
ariabil pe o anumită suprafaţă avînd mai multe "foi", fiecare foaie fiind 
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obținută din planul complex. Astfel de suprafețe se numesc suprafețe 
riemanniene şi studiul lor a condus la o dezvoltare extraordinară a analizei. 
complexe. Vom construi ca exemplu suprafețele riemanniene asociate radica-. 
lului şi logaritmului complex. , 

Este util să introducem mai întîi o noțiune simplă. Dacă f: C — C este o. 
funcție complexă, se numeşte domeniu de injectivitate (sau de univalen:. 
tă) al lui f orice domeniu A € C astfel încît restricția f |A să fie injectivă (deci. 
(V) z, £ Zs în A, fe) 2 fiz3)). Un domeniu de injectivitate A care nu poate fi ex. 


tins (în sensul că dacă AZA’, atunci f lA nu mai este injectivă) se numeşte. 
maximal. De exemplu, pentru f : C >C, AG) = z*, un domeniu maximal de` 
injectivitate este semiplanul drept Rez > 0 (altul este semiplanul superio 
Im z > 0). Mai general, pentru funcţia f: C—C, Az)=2" (n22 întreg), 
unghiurile | z 


} 
Go = -Z <argz <5}, G, = |Z <argz <2, ai 
n n n n 


sînt domenii maximale de injectivitate 
(figura VII.11). 
De asemenea, pentru funcția 
g : C- C, glz) = e”, orice bandă orizontală 
de lăţime 2r, la < Imz <a + 211, ae R, 
este un domeniu maximal de injectivitate. 
În particular, se pot considera domeni- 
ile maximale de injectivitate 


G; = (ze C | (2k -1n < Imz < (2k + Dr), 
k e Z (figura VIL12). 


Trecem acum la construirea suprafețe- 


lor riemanniene pentru Jz,Wz şi Laz Figura VILI.. 
YA, (z) 
| TILA BON Imz = 3n 
|a; | 
in PSA E. 
[a — 
í 
zin et E ai 
| a a 
| ~in | CNE Imz = -3x 


Figura VH.12. 
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EXEMPLU 1. Să considerăm funcţia f: C— C, Aw) =w”. Alegem determi- 
narea arg : C* -> 2, Z a funcției argument în planul (w). 


Functia z = w? transformă bijectiv şi continuu unghiul (de fapt semiplanul 
rept), 


Go = fuec |-Z<argw<žłuo 
e mulțimea D =(C\ T) u {0}; este suficient să observăm pentru aceasta că 
unctele de pe semidreptele d, = fargw ze = şi da = lare = -z] sînt trans- 
ormate prin f în puncte de pe semidreapta T. În mod similar, unghiul 
G, = fu eC| = < argw < z U0 este aplicat prin f tot pe multimea D. 


Recunoaştem că Gy \ {0} şi G, \ {0} sînt domenii maximale de injectivitate 
entru f; (figura VII.13) 


(z) 


D = (C\D v {0} 


Figura VII.13, 


w ţa 


Se pot considera două "inverse", la fel de îndreptăţite, notate 
i (Vz b: DG şi (Vz }:D — G, şi numite ramuri ale radicalului Jz. De 


.T ` -7 
exemplu, pentru z = 2i = 2e 2, avem (2i) =V2-et=1+i Şi 


„31 

(V2i), =v2-e 2 =-(1+i). Iar dacă z = 5, atunci (V5) = V5 şi W5) =-v5. 

Este însă posibilă şi o construcţie unitară şi importantă prin dezvoltările 
ei ulterioare. Anume, vom extinde mulțimea D nu la C ci la o altă mulțime, 
notată Up, în care fiecărui punct din T cu excepția lui 0 (căci oricărui z € C cu 
z = Rez < 0 şiy = Im z = 0) îi corespund două puncte, unul pe "marginea supe- 
rioară a foii şi 
celălalt pe "mar- 
ginea inferioară 
a foii, ca în 
figura VII.14. 

Extindem bi- 
jectiv şi continuu 
funcția z= w’ 


Figura VH.14. 
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între unghiul închis G şi Up- În mod analog, funcţia z = w? transformă bijec: 
tiv mulțimea G, pe D şi se poate extinde bijectiv şi continuu de la unghiul î îns 
chis G, la U, (U, = Uo dar alegem arg; = argy + 2n pe U,; argy extinde arg la 
[- n, n]). Vom “lipi” cele două foi UV şi U,, identificînd marginea superioară a 
lui Ug cu marginea inferioară a lui U, şi marginea superioară a lui U} cu ce 
inferioară a lui U, obţinînd suprafaţă notată U, * U,, avînd două foi ca în fi: 
gura VII.15 şi numită suprafaţa riemanniană a lui vz. 


Figura VII.15. 
Atunci funcţia z = w° defineşte o aplicație bijectivă şi continuă 
Go UG > Uo:*U,; funcţia radical w =z este inversa bine definită a acesteia 


„Argo z 
Vizl-e 2 dacă zeUy 


sei a ea 
lzl.e -ylz le dacă zel, 


gZ = 


Mai general, să considerăm funcţia f: C — C, Aw)=w =z (n>2 întreg) şi 

alegem determinarea arg: C” — (-2,-7 + 2a | a funcției argument în planul: 
n n l 

(w). Funcția z = w” transformă bijectiv şi continuu unghiul | 


G= (we 0 |-E <argu< Elu0 
n n 


pe mulțimea D=(C17)u {0}. Extindem bijectiv şi continuu funcţia z = w”. 
între unghiul G, şi Up; analog, funcția z = w” va transforma bijectiv mulțimea . 


G, = (ec |Z cargu<SEluo 
n n 


pe D şi o putem extinde (bijectiv şi continuu) la o funcţie G >U}; avem. 
Ga TI G, = = -fw eC'| argw = Zluo şi vom lipi cele două foi U, şi U, identificînd - 


marginea superioară a lui U) cu marginea inferioară a lui U,. Putem atunci. 
considera că z = w” defineşte o aplicaţie bijectivă şi continuă de la Gyu Gij 1 
Ug* U. Continuînd procedeul, va rezulta că z=w” defineşte o aplicaţie 
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pijectivă şi continuă de la C = GU Y... UG, la o suprafaţă cu n foi, no- 
tată U, * U, +... * U, (unde marginea superioară a lui U,., se identifică la 
rîndul ei cu marginea inferioară a lui Uy; o astfel de lipire nu se poate vizuali- 
za fără intersecţii nedorite ale foilor). Suprafața cu n foi 

=U, Up Una 
se numeşte suprafața riemanniană asociată lui 3z. Aplicația S ~> C de- 
finită anterior este o functie uniformă (deci în sens uzual); în mod explicit, 


; 4180 £ 
wo =%izl-e n dacă zeUy 
218 
AlE n17 


Wa SN Izle n dacă zeU, (arg, =argu-9t 21.) 


Funcţiile w, : D >G, O<k<n- 1, definite anterior sînt uneori numite 
„argz 


ramurile radicalului de ordin n; wg(2) = Wze n (ze CIT), w{0)=0, se nu- 
meşte ramura principală. Punctul 0 e Š se numeşte un punct critic alge- 
ric (sau punct de ramificare) pentru 1/2: punctul z = œ este de asemenea 
un punct critic pentru afz. 
- Exemplul 2. Vom analiza acum funcția f : C —> C*, z = Rw) =e”. Punem 
z=xt iy, W= u +U şi avem x = e“cosv, y =e“sin v. Fie 
Gy = lwe © |-n < Im w <n} o bandă în C. Punctele dreptei v = a, € € (= 7%, 7), 
se află în G, şi imaginea acestei drepte prin funcția f este semidreapta de ecu- 
_ ații parametrice x = e'cos 0, y = e“sin O (adică de ecuaţie x sin o —y cos 4 = 0 şi 
"care face cu axa Ox unghiul 0). Rezultă că funcția z = e“ duce bijectiv şi conti- 
nuu banda deschisă G, pe C \ T (figura VII.16). 


Figura VII.16. 

Dreptele v =- n şi v = n sînt duse prin funcția f în semidreapta T, deoarece 
x=-et<0 şi y=e“sin (+ n) =0. Folosind notaţiile anterioare, rezultă că 
putem extinde funcția de mai sus la o funcţie bijectivă şi "continuă" de la 
banda închisă Ge la Up \ (0) = Ur. În mod analog, banda 
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G,= we C |(2k - Dn< Im w < (2k + n, k € Z, E 
este un domeniu maximal de injectivitate pentru exp şi este dusă bijectiv P ; 
continuu de z = e” pe C \ T; putem să extindem funcția exponențială la o funt: 
tie bijectivă şi "continuă" de la G, la U; = U,110) (alegem arg, = arg + 2kn 
ke 2). | 

"Lipind" ca mai sus foile U, obţinem o sati cu o infinitate iai 


lă de foi S==+Uj „ şi putem defini logaritmul Ln ca o funcţie uniformă, defini 
ke 


tă pe S şi valori în C: 


b f a | N 
w = Inlz|+iarg, z; zeU, 
. # 
Lnz = wo =ln|z|+iarg z; zeU9 
. * 
w_ =ln|z|+iarg_ z; zeU, ` 


Suprafața S se numeşte suprafaţa riemanniană asociată funcției 
multiforme w = Ln z, iar punctul 0 se numeşte punct critic logaritmic a 
funcţiei Ln z (sau punct de ramificare); analog z = este un punct criti 


logaritmic pentru Ln z. 
Am văzut că în deschisul C \ T există n ramuri continue distincte EVA 


n/z. Anume, notînd cu "arg" ramura principală a argumentului, aceste ramuri ; 


sînt 
„arg 2+2kn 


(0/2), =%z lie n e skn- | 
Logaritmul complex admite o munitate de ramuri continue distincte în 


C \ T, definite prin 
(Enz) = în |z| + i (argz+ 2kn), ke Z. 


Pentru k = 0 se obţine ramura principală a logaritmului. 


1.5. Inversarea locală a funcţiilor olomorfe, aplicații, exemple. 


TEOREMA 1.12. (teorema de inversare locală a funcțiilor olomorfe). 
Fie f : D — C o funcţie olomorfă pe deschisul Dc C,f=P+iQ, 
P, Q € CD), z, € D ṣi f(z) 20; fie wo = Azo). Atunci există o vecinătate 
deschisă U 3 z, astfel încît AU) să fie o vecinătate deschisă a lui wọ şi 
restricția f : U — AU) este inversabilă, iar inversa ei fl este olomorfă 

În plus, are e loc relaţia (f yiu) = E 

| f (29) 
DEMONSTRAȚIE. Funcția f este echivalentă cu funcția 
= (P, Q) : D CR? > R?, (æ, y) > (PC, y), Qae, y). 
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Matricea jacobiană a lui F în punctul z} = (xo, Yọ) este: 


aP aP 
əx əy 

J plăXos Yo) = a 3 Q (£o, Yo) 
x Oy 


şi atunci, folosind condiţiile C ~ R şi faptul că f'(2) = 2., E, rezultă 
dx x 


ET 2 (z 2), (29) (0 90) =| fe) Exo. 
E "0220 əx 3 0: J/0 Și 


Putem să aplicăm funcției F teorema de inversiune locală din analiza reală 

rezultă că există o vecinătate deschisă U a lui 2, astfel încît funcţia 

U -> AU) (AU) deschisă) este inversabilă şi inversa este de clasă C}. 

Atunci, dacă notăm w = fz), pentru z e U avem w e RU) şi 

— 290 w — wọ (am folosit continuitatea lui F şi F». Rezultă: 

“19009 = lim L-T w) o ţi — 27202 imaa zi E 

> . WW Ww — Wo zzo f(z) ~ ER 2-20 f(2) — f (zo) f (zo) 
2 — 29 

Vom analiza acum cazul în care derivata unei funcții olomorfe este 

dentic nulă. | 

i PROPOZIȚIA 1.13. Fie f:D>C o funcție olomorfă pe domeniul 

CC, f=P+iQ, P, Qe CYD). Atunci f’ (2)=0, (V)ze D, dacă şi numai 

că f este constantă pe D. 

DEMONSTRAȚIE. Dacă f= k (constantă) pe D, atunci f’ (2)=0,(V)ze D. 

Pentru a demonstra reciproca, conform lemei care precede teorema 1.4, 

ste suficient să arătăm că f este local constantă. Fie z € D fixat şi 

(zo) = k = k, + ik}. Există r > 0 astfel încît Bz; r) = tz e C ||z- ža] <r} cD, 

eoarece D ci deschisă. Pentru orice z, =x; + iy; € B(zo;r), numărul 

(£) = zo + Hz, - Zo), te [0, 1], reprezintă un punct pe segmentul [zo z,]. 

Functia (£ — P(z(2))) : . 1] — R este pT în raport cu ż şi avem 


POY = OP ate). (x, ~ 9) State) (y - Yo)=0, 


onform ipotezei. w P(z(t)) este ce] (v) te [0,1], deci - | 

(Xp Yp = Plaxo, de kı. Cum z, a fost ales arbitrar în discul B(zy; r) rezultă că 
(x, y) = Po, Yo) = k, în acest disc. Analog rezultă că Q(x, y) = Q(ro, Yo) = ka 

1 discul Bleg; r), deci Rz) = Azo) = k, (Y) z e Bleg; r). 

© COROLAR. Fief: D> Co functie olomorfă pe domeniul D c C. 

„ Atunci f este constantă pe D dacă şi numai dacă cel puţin una din 
funcţiile P = Re f Q = Im f Ifl, arg f este constantă pe D. 

DEMONSTRAȚIE. O implicatie este evidentă. Să presupunem acum că 


= Re f= k; atunci £ = $- = o TP D şi deci f'= =o pe D, de unde rezultă ca 
x 
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f= constantă. Dacă Q = Im f= kg, atunci Le A AR O pe D, deci f'=0 pe D 


Ox gy 


de unde f = constantă. 


Dacă PP + Q? zao, atunci PPQ? -0 şi ipg? =o 
dy 


dy 
Din relațiile Cauchy-Riemann avem: 
R. 
p, 
a E 
a 
LPO, 
o Ox A 
deci DE și Se = 0, adică ia 0 pe D şi f= constantă. Dacă a = 0, atune 


direct P = A 0 : ip 0. . 
Fie arg f = a = constant (a € (- n, n]). Dacă P = 0 pe D atunci f= constantă 
deci putem presupune că (3)zye D astfel încît P(zy)70. Atunci, di 


arg f= constant rezultă Z- b= constant sau Q- bP=0 în D (din conti 


nuitate, repetînd raționamentul din propoziție). Funcția g =C b- Df ar 
Reg=Q-bP=0 şi fiind olomorfă, este constantă pe D. Atunci şi f est 
constantă pe D. 

TEOREMA 1.14. Fie D c C un domeniu şi f : D > C o funcţie olomorfů 
pe D. Fief =P + iQ, P, Qe CYD) sif’ (2) #0, (Y)z € D. Atunci AD) esto in) 
domeniu. 

DEMONSTRAȚIE. Din faptul că f este olomorfă pe D rezultă că f este < con 
tinuă pe D, deci KD) este conex. Să arătăm că AD) este deschis. Pentru orici 
w = fz) e AD), conform teoremei 1.12 de inversare locală, există o vecinătati 
deschisă U „əz (U, c D) astfel încît AU) să fie deschisă (w e AU) € AD). 

Atunci f(D)= U/U,,), deci AD) este deschis, adică AD) este domeniu. 

wef(D) l 

COROLARUL 1 (TEOREMA de inversare globală). Fie f:D—C 
olomorfă pe domeniul D c C, f=P +1iQ, P, Q€ CD), f'(2)z0 (Y)ze D s 
fie f injectivă. Atunci funcţia f~ -t : F(D)-> D este olomorfă pe AD). 

DEMONSTRAȚIE. Conform teoremei anterioare AD) este un domeniu 
Restrictia f:D— AD) este bijectivă, deci există fi: f(D)— D. Conform 
teoremei de inversare locală f”! este olomorfă în orice punct w € AD). 

OBSERVAȚIE. Se poate arăta că, în ipoteza mai slabă că f olomorfă $ 
neconstantă, rezultă AD) domeniu. De asemenea se poate arăta că dacă fes este 
olomorfă şi injectivă, atunci f'(2) +0, (v)ze D. | 

COROLARUL 2. a) Orice ramură continuă a ı Iogaritmului pe C17 


este olomorfă. şi are derivata pA 
2. 


b) Orice ramură continuă a radicalului pe C\ Teste olomorfă. 
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DEMONSTRAȚIE. a) Aplicăm teorema de inversare globală funcţiei 
fiw) =e",f:B, > CT, unde B, = (w e C | -r + 2kn < Im w <n+ 2kr), 


$b) Aplicăm teorema de inversare globală funcţiei z = Rw) = w” 
“D, > CT, unde D, = (weol-E 2kr zirus T, m, 
n n 


0, lon- 


1.6. Transformaări conforme 


Fie YpY i:la, b]>DcCE două drumuri 
etede (de clasă C! şi nesingulare), astfel 
cît să existe tg E la, b] cu Yio) = Yo(to) = Zo- 
nghiul 8 dintre cele două drumuri (curbe) 
punctul lor comun zy este prin definiție 
nghiul dintre vectorii tangenţi la ele în zo, 
ăsurat în sens trigonometric direct. Dacă 
, 02 sînt unghiurile făcute de cei doi vectori 
ngenți cu semiaxa Ox, atunci 0=60,-8, 
(figura VII.17). 

Fie f: D-— C, D domeniu în C,f=P+iQ, 
Qe CYD). Atunci ș, =f oY; şi Yo =fova:la, bl C sînt două drumuri de 
asà Cl ce au în comun punctul wo = fzo), numite imaginile lui y; şi 
respectiv Y, prin f. 

Să presupunem că cele două drumuri Yp Ya sînt nesingulare; atunci pu- 


Figura VII.17. 


tem defini unghiul lor în punctul wọ. Vom spune că f păstrează unghiurile 
în punctul z) dacă pentru orice două drumuri netede (adică de clasă C} 
nesingulare) y,, Yo care trec prin Zo Y1, Vp sînt netede şi unghiul dintre F4, Ya 
este egal cu unghiul dintre y}, Ya. 

DEFINIȚIA 1.16. Fie A, B c R? doi deschişi şi F: A —B o transformare 
punctuală. Funcţia F se numeşte transformare conformă a lui A pe B 
dacă au loc proprietăţile: 

1) Fe CA); 

2) F este bijectivă; 

3) F păstrează unghiurile în orice punct din A. | 
Transformările conforme sînt numite uneori şi reprezentări conforme. 
În legătură cu transformările conforme, se pun în mod natural două pro- 
leme: 

a) fiind dat un domeniu ACC şi o functie olomorfă f: AC, să se 
letermine B = fA); | 

'b) fiind date două domenii A, B în C să se determine (dacă este posibil) O 
ransformare conformă a lui A pe B. Nu vom studia aceste probleme în cazul 
eneral. Un rezultat fundamental este cuprins în 
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TEOREMA 1.15. Fie f: D — C o funcţie olomorfă pe domeniul DEC, 
fF=P+iQ, P,QE CD), f injectivă şi f'(2)+0, (vV)ze D. Atunci f este o 
transformare conformă a lui D pe fD). 

DEMONSTRAȚIE. Din teorema 1.14, rezultă că AD) este domeniu, R 
funcţia f: D — AD) este de clasă C* şi este bijectivă. Rămîne de arătat că f. 
păstrează unghiurile în orice punct zy € D. Fie y,, Yz : la, b] > D două Grupuri 
netede astfel încât y,(£0) = Yato) = Zo, pentru un îp € [a, b]. Fie z 

{i =f eY Y2 =f eY: ia, blo f(D) şi fie wo = Aza). 


Vectorii tangenți la y,, respectiv Y» în zọ sînt dați de Yilto), respectiv . 
Y5(%9), iar vectorii tangenţi la Ș,, respectiv Yg, în wọ sînt daţi de 7il), res- 
pectiv Ẹa(to). Fie yyt) =x (t) + iyi), Yalt) = xt) + iyat), t e la, b]. Avem | 


T) = (PE, yE) + iQ E, yE) 4 
[32 32 CA 
E ia Oy Er Ox: Tyt Oy x)| 


9 


= (2 + 92) -x (fo) + (2.2) yilt) = f 2o) Yio) #0 
x Ji dy dy A a 
şi analog, F2(fo) = f (20) Y2) 70. 
Dar unghiul făcut de un vector tangent y(t) cu axa Ox este arg y (7), deci ; 
unghiul dintre f, şi Ya în punctul wy = fzo) este egal cu: E 
Ô = arg7o(4) -argi lto) = argyo(69)+ arg f (29) — 
- (arg yilt) +arg f'o) = arg Yg) -arg Yi (f) =5, 
adică f păstrează unghiurile în orice punct zg € D. 
OBSERVAȚIE. Dacă f păstrează mărimea unghiurilor dar schimbă semnu 
lor, f se numeşte transformare anticonformă. Se poate arăta că atunci cori 
jugata f este conformă. : 


EXEMPLE de transformări conforme 


1) Fie a =a + ib e C, fixat. Considerăm aplicaţia 1, : C > C, z > w =z +0. 

Punînd z =x + iy, w =u +iv, rezultă u =x +Q, v =y +b şi recunoaştem c 
aplicația 1, este tocmai translația de vector (a, b) în planul complex. Evident 
Ta este o transformare conformă şi mulțimea (Ta acc formează grup relativ li 
compunere (Ty 0 Ty = Targ) a 

Pentru orice 8e R, aplicația ps: C —> C, z — w =ze® se numeşte rotație 
de unghi 6 în jurul originii. Într-adevăr, H | = Jz] fl = fz] şi 
arg w = arg z + 0 (mod 2n), iar din relaţia u + iv = (x + iyXcos 0 + i sin 0), rez 
tă u = x cos 0 ~- y sin 0,v=x sin 0 + y cos 0 şi recunoaştem formulele rotației în 
plan. Mulțimea rotaţiilor (pel0eR este evident grup relativ la compunere 


(Po © Pe = Poro) 
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De asemenea, pentru orice k e R, k > 0 se poate considera omotetia de 
aport k în raport cu originea o, : C = C, z -> w = kz; evident lwl =klz| şi 
rgw=argz şi 0, reprezintă din nou o transformare conformă a planului 

omplex pe el însuşi. Mulțimea (ol, este un grup, deoarece oo 


(pr = Oy pentru orice k > 0, k’ >0 (v. figura. VII.18). 


y 


Figura VII. 18. 


2) Functia z=fw)=e“, f:B—C\T, unde B={we C |- m <Imw < mi, 
ste olomorfă în banda B, este bijectivă şi f w) =e" #0. Aşadar, f stabileşte o 
ransformare conformă a benzii B pe C | T. 


În mod similar funcţia z = g(w) = w”, g : D -> CIT, unde 


* 7E T R Ti A SA = d 
= fu e |-=< arg w < z, n > 2, este olomorfă în unghiul D, este bijectivă 
n n 


i g'(w) = nw"! +0. Prin urmare, g stabileşte o transformare conformă a un- 
ghiului D pe CIT. 

© Studiem acum o clasă importantă de funcții complexe, definind totodată 
transformări remarcabile. Se numesc funcții omografice funcțiile de forma 
cua, b,c, de C, ad — be #0. 


Fle) az+b 
Ia TAR je 
cz +d 


(Dacă ad — bc = 0, atunci feste constantă, caz pe care îl excludem). Dacă cz 0, 
atunci functia 


d a 
PCL po Cli— 
c c 
; z3 EEN. i x. | -dw +b . ca” ox 
este bijectivă, cu inversa z= f  (w)=————. Apoi f este olomorfă în 
cw-a 


| d d 
=Clj-—! şi = Ta pentru orice ze D. Conform teoremei 


za; a 
1.15, feste o transformare conformă a lui D pe C\} ~t. 
a : c 


+. Dacă c = 0 funcţia omografică devine o funcție polinomială de gradul întfi, 
numită şi transformare afina. 

PROPOZIŢIA 1.16. Orice transformare afină w = cz + PB (œ € C- pe C) 
este compunerea unor rotații, omotetii şi translații. 
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DEMONSTRAȚIE. Fie o=re“(r>0) deci w =re®z +B. Notăm e®. z =w. 
şi rw, = W. Atunci z —> w = Oz + P se scrie ca o compunere de trei funcţii: .. 
z = w, =e" -z (rotaţie), w > w, = rw, (omotetie) şi wg -> w =w; + B (transla 
tie). Propoziția este demonstrată. 

Analizăm acum cazul special de functie omografică cînd a= d = 0 E 

1 
b =c z 0 deci w=f(z)=—, F: CO! C numită inversiunea complexă. 
z 
1 
Avem |w = M] şi arg w =- arg z. dacă se consideră cercul unitate, atune 
z 
pentru orice z e C* există un unic z’ e C astfel încît O, z, z’, să fie coliniare. şi! 


iz]. dz] = 1; punctul z' se numeşte transformatul lui z prin inversiune 
l 


li ? 
argă'= -argz'= -argz = argw. În concluzie, inversiunea complexă este o com 
punere a inversiunii reale față de cercul unitate cu simetria față de axa reală 
(z> z). 

Are loc următoarea 


reală fată de cercul unitate. Avem, Z'=w; într-adevăr, lz'|=l2|= 


az+b 
PROPOZIȚIE 1.17. Orice funcţie omografică f(z) = 
cz + 


punere de rotații, omotetii, translaţii şi inversiuni complexe. 


este o com: 


b y 
DEMONSTRAŢIE. Dacă c = 0, w = f (2)= -z + a (d z 0) este afină şi se apli 


că propoziția 1.16. 
Dacă c + 0, atunci avem: 


a bc-ad a 1 i 
UL 24, wa aac, 
c clez+td) c yz+ð w 


unde w” =yz+8. Obtinem atunci compunerea din figura VII.19, care 
realizează funcţia w = fiz). 


yz+ĝ L 
(2) dia sta (w") BEN (w°) aa (w) 
afină inversiune translație 


Figura VIL 19. 

COROLAR. Funcţiile omografice păstrează unghiurile şi cercurile 
(dreptele se consideră cercuri de rază infinită). | 
DEMONSTRAȚIE. Din propoziţia anterioară rezultă că o funcţie omogra- 

fică este o compunere de transformări geometrice care au aceste proprietăţi. 
„. Păstrarea unghiurilor rezultă şi din teorema 1.15. Inversiunea fiind mai: 
puțin cunoscută, vom demonstra că şi ea păstrează cercurile 


Lo A | | 
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“Ecuația comună în planul xOy a dreptelor şi cercurilor este: 


u “D . - A 
x? +y”) + bx + cy +d = 0; dar x = ——y, y =, deci obținem în planul 
u“ +U u +U 


v ecuația: d(u? + v?) + bu —cu +a = 0, adică tot drepte şi cercuri. 
:PROPOZIȚIA 1.18. Funcţiile omografice păstrează biraportul. 
' DEMONSTRAȚIE. Biraportul a patru puncte z,, Zy, Z3, 24 € C se defineşte 


Za— Z, Z-Z 
Aa 21 24—41 
(2 Pag 
Zao 24” 2 


acă w = f(z) = PI (ad — bc + 0), trebuie să arătăm că 
cz + 


(Wi, Wo, Wg, W4) = (Z1, Zo Za 24), 

mde w,=fz), j=1,2,3,4. Conform propoziției 1.17 este suficient să 
erificăm acest fapt pentru o functie afină şi pentru o inversiune complexă. 
Fie w =az + b o funcție afină. Atunci avem: 

Wg ~ W = a(23 — Z1), Wg — Wa = Q(23 — 22), 

Wwa — W4 = Q(2q — Z1), Wg — Wo = Giza ~ Zg) 

eci evident 


— c t eee 


z 
Za ~Z Ze 
su dci Nea e lg a : 
“Z123 “2oZg 
2, —z zZz, =z 
_ l T 4 Z9 
W TW, F > W4 TW = 


i evident: 

(Wi, Wo, Wa, Wa) = (Zy Zo Zg 24). 

EXEMPLE. Considerăm alte cîteva exemple de transformări conforme: 

1) Fie f: C oC, w =f) = 22. Deoarece f este olomorfă şi f (2) = 2z # 0, 
este conformă. Avem u =x? -y°, v =2xy. Dreptele x=a, y =b (paralele cu 
axele) sînt aplicate prin f în parabolele v? =4a%a?- u) şi respectiv 


y v 


Figura VIL20. 
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v” = 4b%02+u). Reţeaua ortogonală de drepte paralele cu axele se sranatori 
într-o rețea de parabole ortogonale (figura VII.20). 


2) Transformarea lui N. E. Jukovski (1847-1921): J:C" >C 


I 
w = f(z)= H + 2 este utilizată în nuerodinomiek la studiul aripei. Evident 
2 ; 


| i 1 ci B 

este olomorfă şi deoarece J'(2) = Hi5), ea păstrează unghiurile în pune: 

Š | 

tele z # 0, 1, ~ 1. Să notăm r = Izl, &=— şi n=. Atunci 
r r 


1( 1 CN d d dă 
KERTET r+— ia inc ei r-— m. Deoarece £"+n“= i, rezultă 
r 7 


2 2 2 
7 á a uf y 


TTET pia 
2 r : 


Remarcăm că D, = | lz} <1) şi D = [lz] > 1) sînt domenii maximale de in- 
jectivitate pentru funcția J. Imaginea prin J a circumferinței lz|l=rz1va 


1 £ 
în planul (w) elipsa de axe —+r şi iar circumferința |z| =1 este 


r 


r 


aplicată pe segmentul [- 1, 1] din planul (w). Apoi imaginea oricărei raze 
z=ct, O<t<1, le] =1 este o hiperbolă. Toate elipsele şi hiperbolele sînt 
omofocale (cu focarele -1 şi 1). Discul D} este aplicat pe planul (w) cu. 
tăietura |- 1, 1] şi aceeaşi proprietate o are do seic Da. 
În figura VII.21 indicăm sugestiv aceste SNA AR P/I 


“Figura VII.21. 

Considerăm două plane complexe W,, W, cu tăietura [- 1, 1] numite foi ṣi- 

le aşezăm unul peste altul, lipite astfel încît marginea inferioară a tăieturii în 
Wọ să coincidă cu marginea superioară a tăieturii în W, şi invers. Se obţine ` 
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uprafața Riemann W,* W, asociată funcției lui Jukovski şi Ana 
C -> Wp * W, este ionita şi continuă, 


zi 
3) Transformarea lui Cayley w= — stabileşte o transformare confor- 
z+i 


aă a semiplanului superior H = {z e C | Im z > 0) pe discul unitate 
=f lwl < 1); este suficient să observăm că dacă z e Fr H, adică z este real, 


~il 


tunci lwl = za |. 
iz + i 
Apoi aplicaţia q : H > C \ T, g(2) = - z° este evident olomorfă şi bijectivă şi 
2 
e de altă parte, aplicatia p :E CT, p(z)= aci „ Se verifică imediat că 
Z ama 


o g este tocmai transformarea lui Cayley. 


OBSERVAȚIE. Am stabilit astfel transformări conforme între domeniile 
E, C \ T. O teoremă celebră a lui Riemann afirmă că pentru orice domeniu 
implu conex A + C, există o transformare conformă a lui A pe discul unitate 


? 


§ 2. Integrala complexă 
2.1. Integrala unei functii complexe, proprietăţi 


Fie y:(a,b]-> A cC, unde A este o mulţime deschisă şi y este un drum 
urbă) de clasă C! pe porţiuni. Fie apoi f: A ->C o funcţie complexă con- 
tinuă, f= P + iQ. 

© Vom nota yŒ) =z) = x(£) + iy), deci x, y : la, b] R sînt funcţii de clasă 
C? pe porțiuni. Reamintim că y :[a,b]J->A este drumul opus lui y, 
Ve) = yla + b — t), uneori notăm ~y în loc de. 

= FieA :a=ġ<ġ <.. <t, =b 0 divi- 
ziune a intervalului (a, b]. Această di- 
viziune împarte drumul y în n arce 
lo, Lis -s zu începutul arcului [, este 
punctul z, = y) şi sfîrşitul lui /, este 
punctul Zi > Yp) Aegem arbitrar 
în fiecare interval [£,, £,,,] o valoare 7, 
şi arcul Z, obţinem un punct interme- Figura VII.22. 
diar &, = Y(Tt,) = &, + in, (figura VII.22). 


DEFINIȚIA 2.1. Suma > fE, XZ, —2,) se numeşte sumă integrală 
k=0 
complexă (relativ la y, f, A,, p) 
“Vom nota cu v(A,) = maxi(£, ~ to), (fa = i)o Ca tnp h norma diviziunii 
A. Are loc următoarea: 
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PROPOZIȚIE 2,1. În ipotezele de mai sus, pentru orice alegere 
punctelor (,, există limita 


dim SE Xen - -z,)= Í, Pax- Qay+il, Qdx + Pdy 
WA niU k= 


(două integrale curbilinii reale). 
DEMONSTRAȚIE. Cu notațiile anterioare avem: 


FE) = Ply Nna) + IQ Na); Zeat — Za > Era Ep) + EO psi Ya 
deci | 


nvi nzi n=l l 
> FC za — 2) = PEAKE a Ta dat, Mp) Ok Yp) t 
k=0 


nl 


+i ot, ca a) +i EPG, Yp Y). 


Prin poreza f este continuă, deci P şi 5 sînt continue, iar x, y sînt E 
de cari C? pe porțiuni. Rezultă că 


DAN AA — x) =] Pdr şi Soc Ne Ypa ” Yp) >Í E etc. 
k=0 k=0 
DEFINIȚIA 2.2. Limita 


lim 5 C Xz —z,) 
VA ID Ee k+l k 
(oriceţ, ) 


se numeşte integrala complexă a funcției f de-a lungul curbei y şi se no 
tează cu l f(z) dz. 
COROLAR. Avem l, fizjdz= | reo -z' (©) dt, unde y: z = z(t), te la, bl 


DEMONSTRAȚIE. Din perona anterioară avem 
J fæ) dz = | Pàr- Qdy+il Q dx + P dy. 
Dar 


Í, Pdx-Qdy= j [Pæt yet, Vy) dt 
a | 


Í, Q dx + P dy = j CEON) -x (t) + P(x), y) y(0] dt 
deci i 
R fz) dz = j [Pelt VEN + QE, yE E + iy 0) dt = | fielt) ZO dt. 


Aşadar, o ala ii tinta revine la o pereche de teal Hinan 
reale. n 
 PROPOZIȚIA 2.2. (proprietăţile integralei complexe). În ipotezele 
anterioare avem: ; 
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"a |- f(2)dz =-], f(2) dz (schimbarea sensului); 

b) (Y)à, pe Cşig:A— C, continuă, 

Of@) + ue(z) dz=A] f(z) dz+u], g(e)dz Giniaritatea); 

o) Fie y; : [a, b] > A, Y2 : [b, c] => A drumuri de clasă C’ pe porţiuni cu 
(b) = Yb) şi Y = Yı Y Yz Guxtapunerea lor). Atunci 

| f@dz=]_ f@dz+] f@)dz (aditivitatea); 


CIOL R lrz)las 


e) Fie L lungimea drumului y şi fie M = suplf(2) < ~. Atunci 
ze A 


| /(zaz< M. L (imitarea modulului integralei). 


i 
DEMONSTRAȚIE. Afirmațiile a), b), c) rezultă din proprietățile integralelor 


curbilinii reale, studiate în anul I. 
d) Cu aceleaşi notații avem: 


n n=l . 
(1) FE E -z,)| S LIG) de, -2| = 


k=0 k=0 


nvi n=] 
2, FE) “Aj Ee E T (Via nY = DASS) x” rE ty” (7,”) É (fa za É, ), 
k=0 k=0 


unde la ultima egalitate am aplicat teorema lui Lagrange t E If bea 


iar C, = Y(T), Tp € [tp fp41h Bu a fost încă precizat. Fie M = sup |f TON 
` - tela, b} 


Alegem 1, =T, şi inegalitatea (1) se poate transforma astfel: 
n—t n=} T 
D LPG za zs DAF Dar? Dy a) - Ga ta) + 


k=0 k=0 i 
nl 


k=0 
Tinînd seamă de inegalitatea evidentă 


daib ora re <e|-lel, (V) a, b,c € R,. 


termenul al doilea 7, din membrul drept al inegalității (2) se majorează (în 
: modul) astfel: | 


n-i 
(3)  Iri<mă, 
k=0 


„ Pentru orice k= 0, 1,.., 7—1 pentru care yl < | va) | schimbăm 
notația lui T, cu 7, şi reciproc; atunci inegalitatea (3) se scrie astfel: 


YT YEr ot). 


yn 


nl r 
riem Diyen tv Na t) 


i 
k=0 =0 
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Deoarece funcția iy [a, b] şi 
atunci, făcînd v(A,)—0, obţinem că T, i — 0. Trecînd ki hmită în 
inegalitatea (2) obținem | 

], pe dels | IFE as. 
e) Din proprietatea d) di soul 
IRO del<] |f@lds< M] ds= M-L. 

EXEMPLE. 1) RA că dacă 1: la, b] sii este un drum de clasă C! pe 
porţiuni şi dacă f:A-—C este o funcţie continuă pe deschisul A, atunci 
punînd z = y(ż), te [a, b], avem 


A fiz) dz = j FE) y at. 


În particular, dacă fz) = 1, atunci f dz = fy “(£) dé. 


2) Fie u, ve C şi y segmentul care iata. u, U deci e ü- Du + tv, 
te (0, 1]. Atunci 


| az= | w-udt=v-u 
şi 
3-2 


f | v 
| zdz = Na -Du+ to]v-u)dt = 

0 | 

3) Notând |dz = Jax? + dy”, rezultă că lungimea unui drum y de clasă C! pe 

porțiuni este L= | lazi (Recunoaştem că |dz | este de fapt "elementul de arc”). 


2.2. TEOREMA lui Cauchy 


Vom deomonstra acum un rezultat fundamental al lui Cauchy, care sta- 
bileşte o proprietate esenţială a funcţiilor olomorfe, din care vom deduce apoi 
multe alte proprietăţi remarcabile ale lor. Vom face mai întîi citeva precizări 
despre topologia curbelor în plan. Se ştie că o curbă închisă jordaniană y în 
plan (deci curbă fără autointersecţii în R? =C) împarte planul în două 
domenii disjuncte care au aceeaşi frontieră, T = Im y; unul din domenii este 
mărginit (şi se numeşte interiorul lui y notat Int y), iar celălalt domeniu este 
nemărginit (şi se numeşte exteriorul lui y). Remarcăm că deşi acest rezultat 
al lui Jordan pare "intuitiv" simplu, demonstraţia lui riguroasă este dificilă. 

Fie V,w:la,bl—C două drumuri parametrizate continue, care au 
aceleaşi capete: a = yla) = yala) şi B = Yb) = Yb). Vom spune că y, este omo- 
top cu y, dacă există o funcţie continuă ọ : [a, b] x [0, 1] -> C cu proprietățile:. 

ol, 0) = y1; ete, 1) = yt), (V) te la, b] 
ola, u) = œ; p(b, u) = B, (Y) u € [0,1], 
şi vom scrie y, ~ Y,. Funcția ọ se numeşte deformare continuă a lui y; în Yo. 
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„Dacă œe C este un punct fixat vom numi drumul nul (zero) al lui o, 
drumul 0: [a, b] —> C, OG) =a, (Y) że [a,b]. Dacă y: [a, b] > C este un drum 
închis (continuu) de capăt a (y(a)=y¥(b)=0), vom spune că drumul y este 
omotop cu zero, şi vom scrie y ~ 0, dacă există o deformare continuă a lui y 


Aşa cum am mai amintit, un domeniu D c C = R? se numeşte simplu co- 
nex dacă frontiera sa Fr D este conexă. Se poate arăta că această proprietate 
a domeniului D este echivalentă cu oricare din următoarele proprietăți: 

| a) Orice două drumuri în D cu aceleaşi capete sînt omotope; 

b) Orice drum închis în D este omotop cu zero; 

:- œ) Orice drum închis jordanian în D are interiorul său conținut în D. 
OBSERVAȚIE. Un domeniu care nu este simplu conex se numeşte domeniu 
multiplu conex. 

TEOREMA 2.3. (Cauchy). Fie DC un domeniu simplu conex şi 
f: D =C o funcție olomorfă pe D astfel încît P = Re f Q = Im f să fie de 
clasă C'(D). Dacă y: la, b] -> D este o curbă închisă jordaniană de clasă 
Ç! pe porțiuni astfel încît compactul Int y să verifice condițiile formu- 


lei Green-Riemann, atunci i} fiz) dz=0. 


DEMONSTRAȚIE. Ipotezele asupra funcţiilor P, Q şi asupra lui y permit 
aplicarea formulei Green-hRiemann: 


| P 
| fe dz=] Pax-Qay+il Qar+P w- [0-02 anas 


ff | E-2 , dy, unde A = Înty. 
gy 

Deoarece f este olomorfă, au loc condițiile C - R deci cele dow integrale 
duble sînt nule. 

OBSERVAȚIE. Teorema 2.3 se poate demonstra în condiții mai generale; 

Dacă f: D — C este olomorfă într-un deschis D şi y este un drum în- 
chis jordanian de clasă C! pe porțiuni, situat în D şi omotop cu zero, 
atunci | F(2) da = 0, 

COROLAR. Fie f: D —C o funcţie olomorfă pe un domeniu simplu 
„ complex D C C şi fie y,, Yy două drumuri de clasă C! avînd aceleaşi ca- 
i pete şi situate în D. Atunci 
| fi dz=] fi az: 
DEMONSTRAȚIE. Fie y=yY,UY;, juxtapunerea lui 
; Yə cu opusul lui y; (V. figura VII.23). Drumul y este 
: închis şi aplicăm teorema 2.3. Rezultă 


=] fe) dz = | f(2dz-] f(z) dz, 
1 Ya 


: de unde corolarul. 


Figura VII.23. 
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Fie D c C un domeniu simplu conex şi fief: D — C o funcţie olomorfă pe 
D; fixăm un punct z € D. Dacă z € D este un punct arbitrar, iar y : fa, b} -> p 
este un drum de clasă C! pe porțiuni, oarecare, cu capetele zo = yla) şi z = Yb}; 
atunci funcția F(z) = J, f dé nu depinde (conform corolarului anterior); de 


alegerea drumului y, ci numai de capetele z, şi z. Vom nota 


F(2) = | FŒ) dt. 
Zo e LEI îi 
TEOREMA 2.4. Fie D c C un domeniu simplu conex, f: D — C o func. 


ţie olomorfă şi z, € D fixat. Atunci funcţia F(2) = fy ©) dE este olomorfă 
20 ŞI 

pe D şi F(z)=f(2), (V)ze D. 

DEMONSTRAŢIE, Fie z, € D un punct oarecare. Deoarece D este sula ia: 
xistă o bilă B(z,, p) c D, cu p > 0. Pentru orice ze B(z., p) z # z4, fie 
AZ) =z; +z ~z), A:10, 1] — D, drumul care are imaginea segmentul zz. în 
D. Dacă y este un drum de clasă C! pe porţiuni ce uneşte în D punctele zi 
şi zp atunci F(2, ) = a F(Ş) dý. Drumul yu À uneşte punctele zg şi z, deci 


Fiz)= ka f) dé. Atunci avem | 
Fe)-Fa)=Î FO a- FO at=] FO dk; 


Fo Pe e) i Atata | FO- Dat 
me e PI) e e e rr 
ZT Z : 272 272] 


Funcţia f este continuă în z}, deci (Y) € > 0, (3) 5 > 0 astfel încît dacă 
[z= „Za | < 52 Rz) = fz) | < £. Alegînd ô < p obţinem: 


|L ro- feat 


Z= Z 


F(z)-F(z,) -Fe ) 


a e. lungà = 


1 


Era 
In concluzie există. 
__F(z)-Fi(z) 
lim ~ 
2-2] zZ ~- Zi 


=f) =F) WaeD. 


DEFINIȚIA 2.3. Fie D c C un domeniu şi f: D — C o funcție olomorfă pe D: 
O funcție ©: D — C olomorfă pe D cu p(z) = fz), (v)ze D, se UPURIS 
primitivă a lui f pe D. Aa 


COROLAR. Fie D c C un domeniu an conex şi f:D>Co funcție 
olomorfă pe D. Atunci orice primitivă $ : D— C a lui f este de forma: | : 


z) = Í fF(O dâ+c, unde ce C este o constantă. 


Zo 
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“DEMONSTRAȚIE. Conform teoremei 2.6, funcția 


F(z)= Í f© dé, (W)zeD, 
20 
ste primitivă a lui f pe D (z9 E€ D este fixat). Fie G(2) = D(z) — Fe), 4 D C. 
“Funcţia G este olomorfă pe D şi Giz) = P(z)- F(z) = Re) - Kz) = 
V) ze D. Atunci din prop. 1.13, rezultă că GR) =c, c € C, B 
yjz e D. Deci 


x2)= FO dite: 
20 


OBSERVAȚIE. Punînd în formula anterioară z = z, obținem (zp) =c, deci 


f FO di = b(2)- 2) (formula Leibniz-Newton). 

Zo | 
Vom aplica acum teorema Cauchy pentru a obţine o variantă a teoremei 
Yauchy pentru domenii multiplu conexe. 
TEOREMA 2.5. Fie DcC un domeniu, K un compact cu frontiera 
= Fr Kc D de clasă C! pe porţiuni, conexă, jordaniană, orientată po- 
itiv. Fie A interiorul curbei T şi Y}, Yo; -~ Ym : la, b] > A curbe închise de 
lasă C! pe porţiuni, jordaniene, orientate pozitiv; fie A, Ag, -5 A in- 
erioarele curbelor închise Y, Yo -~ Ym Fie Dc D un domeniu care 
conţine compactul ANA, UA 9 ae a şi fie f: D-C o funcţie olo- 


"morfă. Atunci 
[pa az= $], paz 
kzl 
DEMONSTRAȚIE. Ipotezele teoremei sînt ilustrate în figura VIL. 24. 


Figura VII.24. 
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Fie punctele Be T, B1, C1 e Yis Bm-1s Cm-1 € Ym-1, Bm € Ym alese astfel ţ înc 
împart curbele yp în două curbe yx’, Yg”. Considerăm în D drumul închis 
Y=TUBByu(- Y1)UCIBU(- YIL.. UCm- 1Bm U(-Yn) U 
W BmCm- 1V (- Ym-1) J asa BC; U (- YIO BB, 
care este omotop cu zero în domeniul 5, În care funcţia f este olomorfă. Con 
form observației de după teorema 2.3, afirmaţia teoremei Cauchy este adevă 
rată şi în acest caz, deci: | 
| fizaz=0. 
ta seama de proprietăţile iezii complexe, obținem: 


= | fdz = fz)dz + lpg, fdz - | fdz + le p, fdz - ... 


Y Yr 
taot d-f fodera pfd] fode- 5 e A 
a a st i E k=l 
deci 


| po d= 5 | po az. 


k=l Y, 


a, 3. Forain integrală Cauchy | 

Vom stabili în acest subparagraf o formulă decadă iè Koena cu nu 
meroase aplicații. Ea va permite, între altele, stabilirea unor legături între 

"date pe contur" şi "date în interiorul conturului”, precum şi stabilirea unei 
formule de reprezentare integrală a funcţiilor E edu şi a derivatelor aces 
ra. Este necesar mai întîi un rezultat pregătitor, elementar dar foarte impë 
tant. 

Fie C={ze Œ| |z- a| =r>0) un cere considerat ca un drum închis 
jordanian de clasă c! , orientat pozitiv (parcurs o singură dată în sens trigono- 
metric direct). 

LEMA 2.6. Pentru orice n € Z avem 
| azards], Bao 

l 2i; n=-L 
TEOD RA FU: Fie z(t) =a + re”, te [- n, n], parametrizarea cercului. 
Avem z 6) = rie’ “şi din corolarul propoziției 2.1 rezultă că: 


P (2 — ay dz = f (re Yri eit dt = pâ+l i P {n+l dë. 
-7 -7 
Dacă n +- 1, atunci 


g Re 
giim+Dt dp = | cos(n + 1)t dt+i ji sin(n +1)t dt =0, 


Dacă n = — 1, atunci 


f edt = = 2n deci | POFA EA 


-R 
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OBSERVAȚIE. Putem arăta (altfel!) că în C nu există ramuri continue ale 
R 
garitmului (deci nici ale argumentului). Dacă ọ:C —C ar fi o astfel de 


cţie, atunci ar rezulta că q'(2) =+, (V) ze C şi luînd C=(lzl=1), 
n — dz = f q'(2) dz =0, cf. formulei Leibniz-Newton; dar lema 2.6 arată 


d= 27i absurd. 


sei O 2.7. Fie D c un domeniu şi f: D -> C o functie olomorfă 
e D. Fie A c D, unde A este un domeniu naand conex, mărginit cu 
frontiera y o curbă închisă jordaniană, de clasă c! pe porțiuni, orien- 
tă pozitiv. Atunci, pentru orice punct a € A fixat, are loc formula: 


(1) fa) = 3 ` e fa — dz (formula integrală Cauchy). 
pa at, loa i. 
uă discuri 


) Bla; ro) c Ba; p) cA, 

ie C frontiera discului 

3(a, p) orientată pozitiv. În do- 
neniul D | B(a; ro) funcţia 
f(z) 
=a 
ca teorema 2.5 (figura VII.25). 
„Rezultă că 


f f (2) dz =f Paie 


este olomorfă şi putem a- 


lz- sa Ca PE i 
“Acum putem scrie: Figura VII.25, 
f fo) SI fz)- f(a) de de 
Sa ~ za z-a 


dz | 
=J + fa lo — = J + 2nifla), 


peatas siae 
2n 


Deoarece discurile din condiția (2) erau alese arbitrar, vom alege p < ô şi 


Ie fæ - f2 - fa) y 


Z-a 


Az) CAEN EN le ta 


lz-al ae 


JI = R 


d Dar € este arbitrar (e— 0) dci obținem J =0 şi atunci 
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2 {z 
4 =l, f2 Af f) y 


f(a) = ; 
Cz- a "oni 'z-a 
COROLARUL 1. dan de medie). Fie D c C un domeniu, f: D -= 
o funcție olomortă pe D, zo € D un Pnek fixat şi discul B(zoọ; p) c D. 
Atunci 


fizo) = Sras pe”) dt. 


DEMONSTRAȚIE. Dacă C este frontiera discului Blez i p), din formu 
integrală Cauchy rezultă: 


retail 0 și, a=zorpel,te 10,27]. 
Cz- zo 2 
it 
Deci fzo) = —— LT nau, pieitdt = A Tiz + E 


peit 

COROLARUL 2 oul maximului modulului). 

a) Dacă funcţia f: D — C este olomorfă pe domeniul D şi există 
punct zo € D astfel încît NOIE Azo l, (v) z € D, atunci f este constan 
tă pe D. 
b) Dacă functia f: D ->C este olomorfă pe domeniul mărginit D 


este continuă pe D, atunci 
ii Duba i= max!f(2) |. 


zeFrD 


DEMONSTRAŢIE. a) Pia R > 0 astfel încît Beo R) cD. Paatti o 
r e (0, R) avem 


fa) = le Asta | 
Cr a an E 


unde C, = Fr B(zo, r). Alegînd EP lui C, de forma z(f)=zp+ re“ 
te [0, 1], obținem: 


f(zo) = 


Su ALA ii dbs j ft) de. 


27 Ti 9 g2" it 0 
De aici şi din ipoteză li du 


Azi IEA) dt sifi(zo)|, | 


0 


deci !f(20)l= | IF(z(0)) lat, adică i fF(zo)l dt = f Fa) lat, 
0 9 4) 


sau jii fzo) l -1ft l) dt =0. 
0 Sai 
Dar funcția de sub integrală este reală, continuă şi pozitivă, deci rezultă c c 


Fe] = [Azo], CD te 10, 1. 
Cum r € (0, R) a fost ales arbitrar rezultă că eol = |Az)|, (V) z € Blo; R 
Fie k = |fzo)| şi fie funcția F : D > R, Fæ)= | fal: care este continuă 
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d olomorfă). Submulţimea lui D, Fl ((£)) este închisă (deoarece [kl ch 
e închisă şi F este continuă) şi deschisă (deoarece B(zg; R) T p. ({k}) şi pen- 
orice alt ponp z€ FI ({k}) se repetă raționamentul anterior). Dar D este 
onex, deci DIF! (k) =60, adică D= F Ie). Atunci funcţia F = | fi este cons- 
tă pe D, deci f este constantă pe D (conform corolarului propoziției 1.13), 
b) Funcția f fiind continuă pe compactul D îşi atinge maximul într-un 
nct zoe D. Dacă zo € D, conform punctului a) rezultă că f este constantă 
D şi, din continuitate, este constantă şi pe D, deci 


max |f(z)i= max |!f(z). 

l zeD ze FrD 

Dacă zo e FrD atunci, evident, are loc egalitatea cerută. 

OBSERVAȚIE. În condițiile b) din corolarul 2, dacă f este diferită de zero în 


ecare punct din D, rezultă că 


. — deci min !f(z)! = min |f(z). 
fiz) a fiz) zeD zeFrD 


; COROLARUL 3 (formula de reprezentare integrală). În condiţiile 
>oremei 2.7, pentru orice z e D, 


Kase] fw) a 


dn, U- Ri 


` Aceasta este doar o retranscriere a teoremei 2.7, cu notații schimbate. 
“Este interesant de arătat că matematicianul român D. Pompeiu a stabilit 
912 o generalizare a formulei anterioare, fără a presupune că f este olo- 
orfă: Anume, dacă f: D — C este o funcţie de clasă c? (adică Re f, Im f sînt 
clasă C! pe D) şi iai B este un disc astfel încît B c D, atunci (VW)ze B, 


fostna, E aunar 


u-z 2ni “ou u-z 

acă u =x + Ly, Me. a A du =2i dx A dy). Această formulă a fost utilizată în 
timii ani în teoria funcţiilor complexe de mai multe variabile. | 
DEFINIŢIA 2,4. Fie y: [a, b]-> C un drum închis de clasă C? pe porțiuni 
funcție continuă) şi ze C\T, unde F = Im y. Se numeşte indexul lui y în 
aport cu punctul zo numărul 


ze 


m 


FrB 


n(Y, zo) e e 


TL gor zo 

“TEOREMA 2.8. Indexul are următoarele proprietăţi: 

a) n(Y, zo) = —n(Y, 20); 

b) n(va U Ya, zo) = n(Y, Zo) + n(Y2, z0) (Yı, Y2 ca în DEFINIŢIA 2.4). 

>c) Dacă m este omotop cu y în domeniul C\ fzo}, atunci 
(Y1 z0) = n(Y2, 20); 

d) n(Y, zo) este un număr întreg; | 

e) Funcţia (z0——n(y,zo):C1I-—R este constantă pe orice 
'Omponentă conexă a lui C \ T. 
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) Dacă y= Fr ag r) jordaniană şi orientată pozitiv şi z] e Beor 
atunci n(y, z1) = P 
g) Deschisul i F are o singură componentă conexă nemărginită 
Dacă zo se află în această componentă atunci n(y, zo) = 0. 
DEMONSTRAȚIE. a) şi b) sînt proprietăţi simple ale integralei complexe. 
c) Dacă yı ~Y atunci Yı Y (yə) ~Q şi E il teorema ai să funcție 
, rezultă f ——— dz =0, deci a 
EPE. AAT a „2-20 
adică n(y7, 20) = n(Yo, Zo). 
d) Fie z = z(t) ecuaţia parametrică a lui y şi fie A : [a, b] > C, 


olomorfe în C \ {zo}, 


A 
=] z0) dż. 
a? t)-a , a 
a il = al z (E) ae specula 
Funcția A este derivabilă pe [a, b] şi ES aa (se verifică simpl 
t) -zo 


derivînd părțile reală şi imaginară; aici A este o funcție de variabilă reală 6) E 
Sä calculăm derivata functiei g(t) =e Aalt) ~ ~ Z0), te € la, b}. Obține | 


g (£) =- ZO. eD. (z(t) — arai: Os 0, 


zi(t) — zo | 
(V) t € la, b], cu excepția, eventual, a unui număr finit de puncte unde funcţia 
z'(t) nu există. Deoarece g este continuă rezultă că g este constantă p 
intervalul fa, b], deci | 
e7 Oel) — zo) = e” Cela) — zo). 


Dar (a) = 0, de unde rezultă că e = ALA 
z(a) —zo 
d, cin ză „(py _ Z(b)-zo si E 
Punem t = b şi obținem e Kb) = oz = 1, căci z(a) =z(b), drumul y fiind 
z(a)— zo | 


închis. Atunci A(b) = 2kni şi n(Y, zo) = =n- =zkezZ 


e) Din proprietățile integralelor reale rezultă că finta I (zo) = li z0) 


este o funcţie continuă în ra: 


(y fixat) este continuă pe CI, deoarece 
Z — 29 


port cu zo € CI. Dacă G este o componentă conexă a lui r | T, atunci KG) es- 
te conex şi cum HG) c Z (punctul d)), rezultă că KG) = (ki c Z, adică I este 
constantă pe G. 

f) Dacă zı = zo conform lemei 2.6 rezultă că n(y,zo)= 1. Dar mulțimea 
B(zo;r) este conexă şi atunci, conform punctului e), n(y,zi)=n(y, a 
(indexul fiind constant pe componenta conexă B(2g: r)). 

g) Multimea T fiind compactă este mărginită, deci există r > 0 astfel i încât 
T e BO; r). Atunci C1B8(0;r)c CI şi există o unică componentă conexă a lui 


CT, care conține mulțimea conexă C \ B(0; r) (exteriorul unui disc), şi este: 
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ci, nemărginită. Celelalte componente conexe sînt disjuncte de C1B(0;r) 
ci se află în B(O; r) adică sînt mărginite. 
“Fie zp € G, Zn — œ, Avem: 


1 dz 1 1 L 1 
0 < Înv, zn) =— | < — | mmm ds E n eat, 
2n „Z-2n| 2n J lz-z,l 2n iz,l-r 
oarece |z Szal > PA - [zl > A ~r (L este lungimea lui y). Dar 


l : AR . 
=0, deci lim n(Y,zn)=0. Deoarece indexul ia valori întregi 
27 zl -r 7 900 


G şi este constant pe G rezultă că n(y, zo) = 0 (Y)zge G. 
EXEMPLU. Fie y : [0, 27] -> C drumul z = y£) = a git (circumferința unitate 


2ni „2-0 2nig e | 

Conform proprietății e), pentru orice zo cu | zo! < 1 indexul este tot k, iar 
acă [zol > 1, indexul este nul. 

În general, indexul lui y în raport cu un punct zg arată “de cîte ori y încon- 


"OBSERVAȚIE, Se poate arăta că dacă f : D > C este o funcţie olomorfă pe 
omeniul D şi dacă y : la, b] > D este un drum închis, de clasă cl pe porțiuni, 


Im y, atunci (v)zoe D\F avem nly, zo): f(20) SE EL f(z) 


2ni y Z720 


tegrală Cauchy pentru un drum care nu este neapărat jordanian). 


——— dz (formula 


$ 3. Analiticitate şi olomorfie 


3.1. Funcţii analitice complexe 


“Fie CILĂ]] inelul seriilor formale cu coeficienți complecşi. O serie formală 


- w ~ Li - . $ 
2 Cnă” se numeşte serie de puteri convergetă dacă există ze C 
n20 
astfel încît seria numerică > cnz” să fie convergentă. Submulţimea lui 
n 20 
: Ex a seriilor de puteri convergente se notează cu C{X} şi este un inel co- 
nütativ cu unitate. Se spune că seria S este absolut convergentă în punc- 
uze C* dacă seria numerică reală > leuilz!: este convergentă. 
n20 


Fie A C C o mulțime nevidă; se spune că seria S este uniform conver- 


; n, 
rentă pe A dacă şirul de funcţii 5, (2) = ducuz” este uniform convergent pe 
| nz0 
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A. Fie z€ C un punct fixat; seria de puteri 2c (z-z) se numeşte seri 
n>0 


de puteri centrată în punctul z, definită de seria S. | 
Teoria seriilor de puteri în corpul complex C este analoagă teoriei 
corpul real R. Astfel, se demonstrează la fel afirmațiile următoa 
(Abel-Cauchy-Hadamard): a 
Fie S= Xe, X" e CILX]] şi ze C fixat. 
n>0 | toni 
a) Presupunem că seria S este convergentă în punctul z, + zo (deci es 
convergentă) şi fie p = lz; ~ Zol > 0. Atunci seria de puteri centrată în z) es 
absolut convergentă în orice punct z din discul |z -z| <p şi unifor 
convergentă în discul compact [z -Zo | <r, pentru oricer cu 0 <r <p. y 
Fie acum 


) 
R = sup i ER | > 0 seria Se, lr” convergentă |: 


n20 

evident, OSR <œ şi R se numeşte raza de convergență a seriei S, i 
discul Bp R)= ze C | |z -zo| < R} se numeşte discul de convergenţă 
seriei S, Facem următoarea convenţie: pentru R = 0, B(zg, R) = {zo}, iar pent 
R = œ, Bz, R) =C. i A 

b) Fie 0 < R < œ; atunci seria de puteri centrată în zg este absolut 
convergentă în orice punct z cu |z -zg < R şi uniform convergentă în ori 
disc |z - Zg | <r, pentru orice r cu 0 <r < R. Fie O<R<œ; atunci seria 
puteri centrată în z, este divergentă în orice punct z cu |z- 29| > R. | 

c) Pentru orice serie S are loc formula 


r, = ied) 


rt->te 


Carl 


1 
d) Presupunem că există lim = 120; atunci R= Pi 


Tt =>oe 


Ca 


e) Presupunem că există limh e, =1>0; atunci R= A 
poa a 
PROPOZIŢIA 3.1. Fie S= p P.e ” o serie convergentă şi fie R>0 raz 
nzo 
sa de convergentă. Fie ze C un punct fixat şi S) = Ze, -29y%, (v 
cu |z- Zol < R, suma seriei centrate în punctul z}. Akaa, funcția si 
este olomorfă în orice punct z € B(z,, R) seria T = ne, X "i are raz 
; nzl 
de convergenţă R şi S'(z)= Şnc, (z ~z)", (Y) z € Bleo R). 


n2l 


pa i 


DEMONSTRAȚIE. Avem 
-1 
R, =| Tafall] T 


neo 
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oarece seria Snc, X" este convergentă dacă şi numai dacă seria 
nzi 


nc, X” este convergentă. 
Deci 


LA ANII -1 1 
R, =| limn” ţlimă e.) A =R, 
pice nec R 
Fie z, e B(z, R) un punct oarecare; alegem p astfel încât [z -Zy | < p<R. 
Deoarece seria T este absolut şi uniform convergentă în discul 
zol Sp rezultă că (Y)e > 0 (3) no(£)=no astfel încît pentru (Y) n 2ng să 
‚m relația 


2 jle ;|p < e. 
J=n+l 
“ Notām q(2) = ne, (2-29) pentru orice z € B(2g, R). Pentru orice punct 
nèi 
|z = Zo | < p, Z +z,, putem scrie: 
S(2)- S(z,)) 


S (z=) -lza 20) g păi 
-lz )| = Duc ea — une, (z; =Z) |= 


` zi -2 | AN -1 
den) (7-20) + (2-20) (2, 29) + (2, — 2997 Zne, (z-z) |< 
n=l 


< DP N a Fat (2 209 na, — 299)" + 2 Èn, lp ™. 

n=l n=ngti 
Primul termen din membrul drept al inegalității obținute tinde la zero 
d z tinde la z}, deci va fi mai mic decît € pentru |z -z| < 6(g). Al doilea 
ermen din membrul drept este mai mic decît 2e datorită alegerii lui ng. 
Atunci obținem că: 


S(2)- Sta) 
2 ZI 


entru orice ze Biz; p) cu |z-z,| <8), deci funcția S(z) este olomorfă în 


piz) < 3e, 


Li 


iscul de convergenţă B(z R) şi derivata sa este: 


S'(2) = Sne, (z =z)", (V) z € B (zy R). 


n21 
COROLAR. Fie S= Dox” o serie convergentă şi fie R > 0 raza sa de 
nzo 
oọnvergență. Fie z€ C un punct fixat şi fie S(z)= Xe (2 —29, 


R20 
v)ze Bz, R), suma seriei centrate în punctul z. Atunci funcţia S(2), 


re derivate complexe de orice ordin în orice punct z e Bzy R) şi 


420 MATEMATICI SPECIALE + TEORIE, EXEMPLE, APLICAȚII <e (PARTEA iIi) 


DEMONSTRAŢIE. Aplicînd propoziţia 3.1 seriei S'(2)= ne, (2-29) 


n>l 
zultă că există S"(2)= În(n — c(2 —29)"2, ete. Pentru (V) k e IN rezultă 
n>2 
S%(2)= $ni -1)...(n -k+ De, -27 *. 
nzk 
Se) 


Luăm z = zg şi obținem S*Xe,) = klk — 1)... 2: 1- Cp deci c, = x 


DEFINIȚIA 3.1. Fie A c C o mulțime deschisă. Funcția f : A — O se numeş 


te analitică pe A dacă (Y) z) € A, (3) o serie formală $e A convergentă î în 
n>0 


tr-un disc de rază R > 0, astfel încît (3) discul Blego r) CA, 0O<rsR, cu pi 
prietatea că 
fi(z) = Se, (2-29),  (v)ze Bg r). 
n=O 

PROPOZIȚIA 3. 2. Fie AcCo mulae deschisă şi f:A—Co funcţie 
analitică pe A. Atunci ericte derivatele complexe de orice ordin ale 
lui fîn A şi într-o vecinătate a oricărui punct z) € A avem 

(7) 
DO (7-a D 
n=0 n! | 
DEMONSTRAȚIE. Din definiţia 3.1 rezultă că există 0 <r < R şi seria 


S = We X” cu raza de convergentă R > 0 astfel încît 
A n E] 
n2 


f(z)= 


f(2)= S2)= Sent, ze Banca. 


n=0 l 
Din corolarul anterior rezultă că există derivatele complexe de orice ordin 
ale lui f în B(zg; r) şi că 
_ Sica) _ pa) 
mn? 
deci 
pe 20), n 
fo $ a-z)", (ze Berca. 
; n=0 ! 
OBSERVAȚII. 1) în 3.2 arată că o functie analitică pe deschisul A 


admite, local, o dezvoltare în serie Taylor. 
2) Se observă imediat că dezvoltarea în serie, local, a unei funcții analitice 


este unică. Într-adevăr, dacă f(2)= So, (z ~zo" este o altă dezvoltare pentit 
n=0 


in) 
ai UT Yne N.. 


|z — Zo | <r'(0<r'), atunci b, = 


3) Evident, suma, produsul, cîtul (acolo unde este definit) de funcții anali- 
tice sînt funcţii analitice. 
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3.2. Echivalenţa noţiunilor de analiticitate şi olomorfie 


Vom demonstra acum următorul rezultat fundamental, atribuit celor trei 
ondatori ai analizei complexe, K. WEIERSTRASS (1815-1897), G. F. B. 
TIEMANN (1826-1866), A. L. CAUCHY (1789-1857). 

"TEOREMA 3.3. (Weierstrass-Riemann-Cauchy). Fie A c C o mulţime 
eschisă şi f: A — C o funcţie complexă. Atunci f este analitică pe A 
lacă şi numai dacă f este olomorfă pe A. 

DEMONSTRAȚIE. Presupunem f analitică pe A. Din propoziţia 3.2, rezultă 
ă f este olomorfă pe A. De fapt, această afirmație rezultă direct din definiția 
uncţiei analitice. Într-adevăr, fie z} e A un punct oarecare. Atunci 


3) Bleg; r) CA (r > 0) astfel încît f(2)= c,(2 207, (Y) z € B (zy r). Deoarece 
n=0 


| 2) fiz e X f 

Zo) = Co putem scrie: ERLE See -Zo)” d pentru z£ Zy Z € Bíza; r) ŞI 
<Q nz=ł 

tunci lim La A 24 =cecC. 


Z—20 2 — 20 

„Reciproc, presupunem că f este olomorfă pe A şi fie ze A un punct fixat 
arecare. Fie p = d(zp, Fr A) > 0 şi fie Bleu r) CA cu 0 <r <p. Fie 

= Fr B(zy; r), circumferință parcursă în sens trigonometric direct. Atunci, 
in formula integrală Cauchy, rezultă: 


(1) pol, Au) du, (Y) z € Bar). 
u- Z 
Vom serie: 
ai Eat ut E. E.. 
u-z (u-zo)-(z-209) u-z% 4.2 Zo ’ 


N e 
şi notînd 


aan 


=w (u € C, deci u 429) avem: 


k-z) lz-zol TOPI | | Te e 1 
= Qe = e 1, Atunci seria Yu" este convergentă şi Fu” ae 
Uu = žo 7 n>0 n20 1-w 


deci obţinem: 
i __1 ea] fu) sS aa (z — re 


UZ Uz) U~] UZ pð 


Pentru z € Bi(zy; r) fixat putem scrie: 


f(u y E [cuplu det. = M a A 


deoarece if| este o funcție continuă pe compactul C c A. Rezultă că seria de 
funcții 


2) Èfu je es e a 


n>0 
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este da orată (în modul) de seria numerică convergentă 


M yeza z- zi lz -zol 
(progresie geometrică cu rația 


a (2) converge uniform în raport cu ue C (C compact: criteriu 
Weierstrass) şi poate fi integrată termen cu termen (părțile reală şi imagina 
ră converg uniform şi aplicăm rezultatele de la integralele reale). Deci, di 
formula (1) obținem: : 


< 1). Atunci seria d 


E 
f2) = 3 =h $ fiu) or du = 
C 0 a. Zo) 

Lg fu) 

E za tu e-z Hga) = Èe, (2-29), 

unde 

i 

E E NEE a E T E T e 


; i 
"ruj C u-z)" E 
Deoarece c, nu depinde de punctul z, ci numai de f şi de zọ şi cum seri: 


De, (z-z) este convergentă pentru orice z € Blz; r), rezultă că funcţia f es 

n>0 

te analitică pe A (zy a fost fixat arbitrar). 
OBSERVAȚIE. Din demonstrație rezultă că, pentru o funcție olomortă Fo pe 


A, seria Die, (2 —29)" este convergentă la fz) în discul Bleg, p) (r, cu 0 <r < p 
n20 
a fost arbitrar), unde p este distanța de la punctul zg la frontiera deschisulu 


A. 

COROLARUL 1 (principiul identităţii funcţiilor olomorfe). Fie D €c c 
un domeniu şi fie f, g : D -> C două funcţii olomorfe astfel încît mulţi: 
mea U= {ze D |fz)=g(z)} să aibă cel putin un punct de acumulare în 
D. Atunci f = g pe D. | 

DEMONSTRAȚIE. Trebuie să arătăm că U = D. Fie A =f-g; atunci 
U = (ze D |h(z)=0). Vom arăta că A =0 pe D, ceea ce va demonstra afirmă: 
tia. | 
Fie z, € D un punct de acumulare al lui U şi r > 0 astfel încît Bliz 7) € D ŞI 
h(z) = Èe, (2-29), (v) z € Blz» r) (am folosit faptul că D este deschis şi faptu 


că h yo analitică pe D). Deoarece z, este un punct de acumulare al lui U 
există un şir de puncte distincte (2, Z} £ Zo Za € Bep r) A U cu lim Zp =g 
> a 4 

Funcţia h este continuă în z} şi h(z,) = 0, (Y) k 2 1, deci lim hi(z,) = h(29) =0; 

—>o0 
dar h(z) = co şi prin urmare cp = 0. Presupunem că am arătat că 
Co = C] T p’ Cal = O, 
Atunci | | 
0 = h(z,) = o (z; =Z)" = ki 20)”: - Delzj 29)” 
nəm 


nəzm 
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eci ul(z,)= DI CT AI iu =0, unde am notat u(z)= Iota) dar u 
nəm nəm 
te funcție continuă în zo (fiind olomorfă în zp. Atunci rezulta că 


ulz) =u(zp)=0=c. Aşadar, c, =0, (V)n =0, 1, 2,.., deci Alz)=0 


z e B(zp r). Fie acum C = fz € D |A este nulă în vecinătatea lui 2}. 
Mulțimea C este evident deschisă şi închisă în D (z, >z, z € C =z € C}; 
d şi nevidă (deoarece z € C, conform celor arătate). Deoarece D este co- 
x, rezultă C = D şi ca atare, A este nulă pe D. 

OBSERVAȚIE. Fie D c C un domeniu şi A c D o mulțime care are cel puțin 
ı punct de acumulare în D. Dacă f: A — C este o funcție complexă, se nu- 
eşte prelungire analitică (sau olomorfă) a sa la domeniul D o funcţie 


:D—C analitică (olomorfă) cu proprietatea că f flA= = f. Conform corola- 
ui 1, prelungirea analitică, dacă există, este unică. Astfel, rezultă că extin- 
rea funcţiilor elementare din real în complex este unică. 

"COROLARUL 2. Fie A c C o mulţime deschisă şi fie f: A — C o funcţie 
omorfă pe A. Dacă f =P + iQ, atunci P, Q e CA). 

; DEMONSTRAȚIE. Funcția f fiind olomorfă este analitică pe A, deci are deri- 
te complexe de orice ordin. Deoarece 


, „3P 39 _9Q 2P 


——— agg 


dx dx Oy y 
ðP oP oQ 90 
Ox gy” dx ” ay 

te parţiale de ordinul II pe A (criteriul Cauchy-Riemann de olomorfie), etc. 

TEOREMA 3.4. Fie A c C o mulţime deschisă şi fie f : A — C o funcţie 


lomorfă pe A. Fie zE A şi n CA; dacă C = Fr B(z;r), fie 


M = sup |F (z). Atunci IF aas < n, (V)n e N (inegalităţile Cauchy). 
zeC 


DEMONSTRAȚIE. Fie f(z)= Suc, (2 —29P dezvoltarea Taylor lui f în discul 


n>0 
= tu) 
n! 


r T este olomorfă, rezultă că — sînt continue pe A şi au deri- 


(zo; r), unde c, „(ne N. În demonstraţia teoremei 3.3 am obţi- 


ut formulele coeficienţilor: 


7 4 AARM dz, (V) n e IN 
2ni (z 
eci 
(n) n! f(2) 
(4) pa ii dz, (Wine N. 
Atunci 
te n! M 
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OBSERVAȚIE. Formula (4) se numeşte formula integrală Cauchy pentru 
derivatele Moge oiomorfe f. Cu notații schimbate, 
fu) | 
(*) fi (a iza î hr mT du, (V)ne N, (Y)zE A. i 
COROLARUL 1 (J. Liouville E AA Orice funcție f: C—C olo. 
morfă şi mărginită este o constantă, | 
DEMONSTRAŢIE. Fie zp e C un punct oarecare şi fie C = FrB(z, r) cur > 0 


arbitrar. Fie M = sup Fiz) < + (f este mărginită pe C). Din PEER i 
ze® | 


Cauchy obținem: ae ==, Făcînd r — e rezultă IP E :0, deci f =0 pe e 


(zo fiind arbitrar). TA N propoziției 1.13 rezultă că f este constantă pe ©, 
COROLARUL 2 (teorema fundamentală a algebrei). Orice polinom 
P e CIX] de grad mai mare sau egal cu unu are cel puţin o rădăcină î în 
C, 
| DEMONSTRAȚIE, Prespunem că P nu are nici o rădăcină î în, Atunci fun 

tia fiz)= 3 
f(z)= 5 j 
Deoarece lim f(z)=0, există r>0 astfel încît (V)ze Ceu Izl >r, Rol <i 
ze 
Dar M= sup |f(z)|<+o, deoarece BO,r) este compactă şi f este conti- 

ze BO, 

nuă. Atunci |Az)| <M +1, (Y)}z e ©; deci funcția feste mărginită pe C. | 
Conform teoremei lui Liouville, fz) =, (v)ze C, unde ¢ este o constant 


este definită, nenulă şi olomorfă (cît de funcţii olomorfe) pe C: 


(evident nenulă). Rezultă că P(e) = ` , deci grad P = O; contradicție. 


OBSERVAŢII. 1) Fie f(x, 2) = p= =, Xe |- 1, 1]. Pentru x fixat, fune: 


tia z — fx, z) este olomorfă în a Aa lui z = 0 şi are loc o dezvoltare de. 


forma f(x, 2) = Se, (x)z”, unde Q,(x) = = Le T „Dar 
n=0 =Q 
De ap aty fey 
az” iai j gi u y”! m F 


unde y este o circumferință centrată în origine (parcursă pozitiv o dată). 


Punînd 4 = 2xu +u? = 1 -uv, rezultă 


l 2 n 
Qœ) = Af FE atac MIR ->0 
a îmi n (oii SO a 

unde y; este un drum închis în ei lui x. Aşadar, cf.(*), rezultă 


Q (x)= - hlo -1 3 N _ ră o 


Se obţine astfel o altă in pentru teorema 1.4 din cap.6. 
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2) Fie P e CIX] un polinom şi zg e C o rădăcină a sa. Atunci 

(70) =0, P'e) = 0, ..., PË Pizo) =0 şi P(z) + Ò, unde k (1 < k < grad P) este 
ltiplicitatea td ini Zo: De asemenea, putem scrie P(2) = (2 ~ zD R2), cu 
(29) = 0. Pentru funcții analitice (olomorfe) avem următorul rezultat: 
TEOREMA 3.5. Fie Dc C un domeniu şi fie f:D -C o funcţie olo- 
orfă, neidentic nna Fie zo €: D un zerou al funcției pă ci iia 2 
i) Există r> 0 astfel încît tina Ai ep. şi i fo) £ o, 2 € : Bay, RI 2) 
dică zerourile lui f sînt izolate); 

b) Există k e N” astfel încît Rz) = 0, f(g) =0,..., F Pe) =0 şi 

Xz) z 0, şi un p > 0 pentru care B(2y, p) (adică zerourile lui f au ordin 
nit). | | m Po 
DEMONSTRAȚIE. a) Procedăra prin îi lua a ij. aa presupunem | că 
iată un şir de numere pozitive r,— 0 şi un. şir, de puncte. distincte Zi 
O Zp astfel încît z, e Blego rn) şi fa, )=0. Dar mulțimea {z} en are un 
net de acumulare agf € oei 1: 0 pe. D |, principiul identității), contra- 


b) Functia f fiind olomorfă pe D este ahilik pe Di şi fie; ja sde Fr D) > 0; 


ë f (2) =: DA {z—~z)* dezvoltarea Taylor alui. NE în. ta pu — Ea unde 
n20 ; 


„ Avem co = zo) = O; dacă toți oefiiiții o; „n =0,1,2,.. ar fi nuli, 


tunci PaA 9 z € : Bleo, p), deci I= 9 d, D, contradicție. Rezultă că există 
a “a 


e N astfel încât c = O Panau n= =, 1. nk- 1 şi Cr d 0. „Dar c TE, 


eci if a) = 0 nuie 0, L. e T şi if ago ie i 
Ha Se, G- 20) (2-29) e (Ziz) =(2-29% - g2), 


nk y 
de HOR ca (ea 20). k este olomnortă $ în Biz, PCD gi gleo) = = cp z 0. 


EXEMPLE, Indicăm cîteva dezvoltări în serie, o dată cu razele de „Conver-. 
entä respective. Aceste dezvoltări sînt utilizate în mod curent: | 
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=l+z+z +2 +.. R=L E 
l-z E. 
[să B, n X , . și Sf E 
mei Xz", unde B, sînt numerele Bernoulli (By=1, B =~, B= — 
e -1 „ọn! 6 30- 
ete.). | i 
Am văzut că orice funcție olomorfă într-un deschis D este analitică în fie- 
care punct z € D. Nu există un rezultat similar în cazul funcțiilor derivabile - 


reale. Astfel funcţia 


z 


1 


mas mirret 


f(x) = 2, x0 
0, x=0 


este indefinit derivabilă pe R, dar nu este analitică în origine (căci f (0) = 0 k 
(V) n e N şi dacă f ar fi analitică în origine, ar rezulta că f se anulează MiRo o. 
întreagă vecinătate a originii). 


- 8.3. Serii Laurent, funcţii olomorfe într-o coroană circulară 
(P. A. Laurent, 1813-1854) 


DEFINIȚIA 3.2. Se numeşte serie Laurent centrată în ionita ZEC 
orice serie de funcții de forma 


(5) Be (z-z), c, eC. 


než 


pr 


Seria (5) se numeşte convergentă dacă seriile dc (2-2) Ş 


n>0 


de (z -29)” sînt simultan convergente şi în acest caz suma seriei (5) este 
n>] 


Se (z-z) = De (2209 + de, (2—29. 
n=—oa nl n=0 
Seria e, (2-29) ” se numeşte partea principală a seriei Laurent 
nzi l 
(5), iar seria A (z-z,)" se numeşte partea Taylor a seriei Laurent (5). 


n20 


Are loc următorul rezultat: 
TEOREMA 3.6 (a coroanei de convergență). Fie seria Laurent 


So, (2-29) şifier= lim nlle. p =a Tim yel; presupunem că 0 <r<R. 
i Atunci: 
a) În coroana circulară 
Blegr, R =kzeC DE |z -zo| < R} 
seria Laurent converge absolut şi uniform pe compacti. 
b) În mulțimea C|B(z;r, R) seria Laurent diverge. 
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c) Suma seriei Laurent S(z) = Xe, (2-29) este funcţie olomorfă pe 


]i==0a 


“coroana B(zy r, R). 
DEMONSTRAȚIE. Afirmațiile rezultă simplu folosind rezultatele de la serii 
; de puteri: 


a) Seria de puteri Xe, (2-29) are raza de convergenţă R, şi converge ab- 
n20 


olut şi uniform pe compacți în discul B(z, R) = (ze C | |z- zol < R}. Seria de 


“puteri Sc, e-z)” = Dew" (am notat 


=w are raza de convergență 
n>0 n>0 2-20 


i RER Si: dt 
~, deci converge absolut şi uniform pe compacţi în discul 


1 1 
4 a): | we C! lul< =! deci în exteriorul discului 
A f 


i A Ă , g 
(20,7 wW <= e lz ~zo] >r | In concluzie seria Laurent (ca sumă a celor două 
r 


serii de funcții) converge absolut şi uniform pe compacti în coroana circulară 
Bizy n R). 

b) În C \B;r, R) seria ianen este suma a două serii, dintre care una 
este convergentă şi cealaltă divergentă, deci este divergentă. 


c) Conform propoziției 3.1 funcţia 5, (2) = DA (z-z) este olomorfă pen: 
n=0 


tru orice z e C cu |z ~ z| <R şi funcția S,(w) = Sia ji este olomorfă pen- 
n>0 


1 
ru orice w € C cu lwl <=., Funcția 
r 


i 1 
e C |z A >r | we Cl] lul< 1 z—w = este, evident, olomorfă, 


eci compunerea S,(z)= De (z-z) ” este o funcție olomorfă pentru orice 
l n>0 


e C cu |z- zo| >r. Atunci S(2) = S (e) + Sa(z) este o funcţie olomorfă pentru 


rice z e B(z;r, R). Mai mult, rezultă că S'(z) = Snc, (z -2 . 


OBSERVAȚIE. Dacă r = 0 şi R < + æ, atunci coroana circulară 
(zgr, R)=te C lO< lz - “2y | < R} se numeşte disc punctat de rază R 
ără 2). Dacă r > 0 şi R =+ œ, atunci coroana 
Cor, R)=tze C |r< lz- Zo |} este exteriorul unui disc. 
„ TEOREMA 3.7. Fie f: Blz r, R)—C o funcţie olomorfă pe coroana 
= Bor, R)(Osr<R). Atunci există o unică serie Laurent 
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de, (z - TA a cărei coroană de 


neZ 
convergență includă coroana D 


astfel încît î în D avem: 


(6) f(2)= e Gan 


DEMONSTRAȚIE. Fie ze D un 
punct oarecare fixat. Alegem 
cercurile C}; C, orientate pozitiv, de 
centru Zy de raze p4, Po astfel încît 
r< <P <R şi z€ Bleg Pr Po 
Fie C' frontiera orientată pozitiv a 
discului B(z, r) € Blg; Pr Po); figu- 
ra VII.26. 

Aplicînd teorema 2.5 funcției Figura VII.26. 
fu) 


U-2 


(2 fixat), obținem că 


fu)  _ţ fu) fiu) 
k= au= f due ga du 


Aplicînd formula integrală ieri pentru cercul C’ avem 


du = 2ruif (z), 


deci obţinem: 


CT) po=—l fu) nf fw, 


i Cru- Ai ori Ciy- a 


(formula integrală Due. pentru coroană). 
Pentru prima integrală din (7) ra ca în demonstraţia teoremei 3.3: 


1 1 al z-z | 2). l 
= = 5] 2 |. Atunci == Yii Doa — este o serie d 
U-z U-Z0 n= U- Zo u-2 o (U> zo)" i 


men cu termen. Obținem: 


fiu) 
ria na e, (=a 
unde 
B g anand E Ne. 
a TI ara á 


Pentru a doua integrală din (7) procedăm analog: 
1 1 1 Par 


ai, 
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u- lu - | 
Žo =w şi avem lwl = hu -z9l RE EN 
aedi | lz =z] “lz-zl 


Notăm <1, deoarece |z -zol > p.. 


Folosind suma seriei Zw” = , obținem seria: 


plz -W 
| l-1 
PODY e pen 
U-Z me eg -1 C 


ai 
du = ps -f aeije = $e, (z~ z9)" 


2ni “u= z Pe! 


poa 
nde am notat 1=-n şi unde coeficienţii c, au aceeaşi formă ca în formula 


X: 
(8) c 


s În final, obţinem că: 
f= Be, z-z)", (ze D, 


deoarece coeficienţii c,, (V) n € Z, nu depind de punctul z € D, ci numai de i 
sif (la integralele (8), (8°) putem lua în ambele cazuri n > 0 şi n < 0 un singur 
cerc C de rază p cu r<p<R). Să demonstrăm unicitatea seriei Laurent. Fie 


f(z) = S (2 — TA sF (z~ ~Z)". 


Rameo n= 


` Notînd b, =c, — a, obținem: 
0= Žo, (z ~zo) ji, 
de unde, înmulțind cu (z - z)", k € Z rezultă 


(9) Eo e-z) = 


Hz 
Fie C un cerc de rază p cu r< p< È. Seria (9) converge uniform pentru 
z € C, deci poate fi integrată termen cu termen pe curba C şi obținem: 


Do, e-z)" az =0. 
Dar conform lemei 2.6 IRE =z) dz=0, dacăn-k-1#-lşi 
Í (z- A caile dz = 2ni dacă n ~k-—1=-~1, deci rezultă 2mb, =0, de unde 
“by, =0, (V) k € Z. Atunci avem c, =a,, (V) n € Z, deci seria Laurent a funcției f 
“este unică. 
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$ 4. Puncte singulare, reziduuri; aplicaţii 
4.1. Puncte singulare 


DEFINIȚIA 4.1. Fie ACC o mulțime deschisă nevidă şi fie fF:A >C o7 
funcție olomorfă pe A. Un punct zy € C se numeşte punct singular izolat al | 
lui f dacă există un disc B(z,r) (r>0) astfel încît Bley r)\ izo} CA (adică 
funcţia f este olomorfă pe discul punctat B(zy; 0, r) = Blg, r) \ (29). | 

Pe coroana B(2y; 0, r) funcţia olomorfă f are o dezvoltare în serie Laurent : 


(1) f(2) = Èe, (z= zo)". 
Se poate întîmpla ca f să nu fie definită în punctul zg. 


EXEMPLE. 1) Punctul z = 2 este un punct singular izolat pentru fiecare din, 
sin niz = 


l 
funcţiile f(z)= ——; fz)=z i f(z)= 
z-2 z-2. 


2) Punctele z, =0 şi zy=i, 23=-i sînt singurele izolate pentru funcția 


1 
f:C\0, i, -) = C, fiz)=—= 


z +z x 

DEFINIȚIA 4.2. Fie f: A — C o funcție olomorfă, unde A c C este o mulți- . 
me deschisă nevidă, şi fie zg € C un punct singular izolat al lui f. E: 

a) Punctul singular izolat zy se numeşte punct singular aparent (sau 
eliminabil) dacă seria Laurent (1) are partea principală nulă, adică c, = 0, E 
(V)n <0. S 

b) Punctul singular izolat 2, se numeşte pol dacă în seria Laurent D 
partea principală are număr finit de termeni nenuli (dar măcar unul), adică ` 
există m € Z, m < 0 astfel încît cp 70 şi c,=0, (V)neZcunc<rm. Numărul ` 
natural — m se numeşte ordinul polului z}. Polii de ordinul 1 se mai numesc. 


simpli. N 
c) Punctul singular izolat z} se numeşte punct singular esential dacă: 
partea principală a seriei Laurent (1) are o infinitate de termeni nenuli. É 

OBSERVAȚIE. Dacă zo este un pol de ordinul - m =k e IN” atunci functia f- 
are în coroana B(zy; 0, r) o scriere de forma : 


(2) ERA 
| (z-zy) 


unde funcția g este olomoriă în discul Bleg r) şi go) +0. Într-adevăr, în- 
acest caz seria Laurent (1) are forma | 


1 
A EA len ten (Z-z) +. +e- cei SE ui 
(z-z) (z = Zo) 
unde 
g2) = Cm Cm1 Zo) +e Y) 2 E Bleg r), 
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şi g(29) =c, 4 0. Evident că şi reciproc, dacă în coroana B(zy; 0, r) funcția f se 
scrie sub forma (2) cu g olomorfă în discul B(zg,r) şi cu g(zp)+0, atunci 
punctul z € C este pol de ordinul k pentru f. 

. LEMA 4.1. Fie f:B(z;0,r)—C o funcţie olomorfă pe coroana 
B(zo; 0, r). Dacă Az) <M, pentru orice ze B(zy;0,r), atunci z, este 
punct singular aparent al lui f. 

DEMONSTRAȚIE. În coroana B(z; 0, r) avem seria Laurent (1), unde: 


1 
(3) E. EL A ME (Y) ne Z, 


” 2ni N i 
şi C= (ue C |lu -zol =p} (0 <p <r). Putem majora: 
1p fa) 1 M M 
le {s — | m ds < — PArt aE 
” 2n A AFA i 2 j 


Pentru n < 0 avem le, l <M p” şi facem p — 0; obținem c, = 0, (Y} n € Z, 


n < 0, deci f(z)= Dec, (z -z9),, adică zg este un punct singular aparent al lui f. 
n=0 

PROPOZIȚIA 4.2. Fie f: Bley 0,r)— C o funcție olomorfă pe coroana 

B(zg; 0, r). Atunci punctul zo este punct singular aparent pentru f dacă 


şi numai dacă există şi este finită lim f(2). 
2-29 


DEMONSTRAŢIE. Fie zọ punct singular aparent. Atunci în coroana 
Bzg; 0, r) avem dezvoltarea Laurent f(z)= de, (z TA şi lim f(z)=c €C. 
n20 2-20 


Reciproc, fie c} = lim f(z) e C. Pentru € = 1, (3) 5 > 0, astfel încît 


2-20 
z-z] <8<r (2729) > IAz) -col <1. Atunci rezultă Re) < leol +1, 
(v) ze B(zy 0, 6). Aplicînd lema 4.1 rezultă că zy este punct singular aparent 
al lui f. 
OBSERVAȚIE. Definind, în cazul unui punct singular aparent Zo funcția 


f : Blz r) >C astfel: 

f(2)= Sc,(2-29Y, (V) z e B(zgr), 

ă nzo | 

: obtinem că f este olomorfă în B(zg, r), f (z)= f(z), (v)ze Bley 0, r) si 

f(z) =c = lim f(2). Rezultă că funcția f se prelungeşte olomorf în punctul 


2-29 

- singular aparent zg. 

„__ PROPOZIȚIA 4.3. Fie f: Bay; 0,r)—C o funcţie olomorfă pe coroana 
Biz; 0, r). Atunci punctul z este pol pentru f dacă şi numai dacă 


lim f(z) = ce. 
Z-—20 | 
DEMONSTRAȚIE. Fie zọ un pol al lui f Am văzut într-o observaţie 
| : A | hlz) , 
“anterioară că în coroană putem serie f(z) = ——y, unde k e N* este ordinul 


(z — Za 
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polului, A: este olomoriă în discul B(2zg,r) şi h(29)+0. Atunci, evident, 
lim f(z)= e. Reciproc, fie lim f(z) =. Pentru e = 1 (3) 5 > 0 astfel încît din 


2-20 2-20 


i E 
i a < 5: fă Sa) şi si TEN că. d 1al > 1. Notînd so avem 


i tza i B 
lol. < 1 pentru orice ze Biz 450 Dă Funcţia g(z) = este definită în. 
o F i: 


Z -: 
coroana i 0, 5) a z D aele olomori în această coroană (ca inversa 
funcţiei olomorfe nenule A şi mărginită. Aplicînd din nou lema 4.1 rezultă că: 
Zə este punct singular aparent pentru g. Mai mult, lim g(z)=0, deci seria ii 


2-29 
Laurent pentru g este următoarea: 
ao)= Zele- - 29) „ze Bleg 8). 
- Putem scrie: 
a ES A EE EN n-k . 
€ g(z)=(z-zg) $c, (2-2) >, k>0şic, #0, 


n2k 
deoarece a a este z zerou al funcției olomorfe g. Atunci 
nas PEE e FLA 1 
"Has ae e E Blo ô), 
ENEON R 


cu 0< <ô<r şi p(z)= Žic, (2-29)"7 +0 în Bley 6), (acest fapt rezultă din a 


mite, CME olomorfe ọ şi din e(zy) 70). Rezultă că o) este .: 
olomoriă î în discul B(zo 6 $ are o dezvoltare Taylor în acest disc: 


= Xa, (z — -29),, ag 20, 
se n20 
„;. Pentru funcția f obținem în coroana B(z; 0, 6,) seria 
TEEN N ae A +a (z= 20)" Pa E S A 
(z — 29) fia ~z) (z -Zo ý 
adică o serie Laurent cu un număr finit de termeni în partea principală, dec 
Zo este pol pentru f =. 
OBSERVAȚIE. În cursul demonstrației am stabilit şi următorul rezultat: ' Zo 
aata pol de ordinul k pentru f dacă şi numai dacă zo este un zerou de ordinul & 


i 
pentru g=—". 


PROPOZIȚIA 4.4. Fie f: B(z; 0,7) >C o funcţie olomorfă pe coroana 
B(2g; 0, r). Atunci zù este punct singular esenţial pentru f dacă şi nu- 


mai dacă nu există lim f(z). 
dă 2-20 


DEMONSTRAȚIE. Afirmația rezultă, evident, din cele două propoziții ite 
rioare. 
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„ OBSERVAȚIE. Se poate obţine în cazul punctului singular esenţial următo- 
rul rezultat mai precis, datorat lui Weierstrass: Fie f : B(z; 0, r) — C o func- 
“tie olomorfă în coroana B(zy; 0, r) şi fie z} punct singular esențial pen- 
ru f. Atunci pentru orice £> 0 (e <r) mulțimea valorilor funcției f în 
“coroana 0 < |z- zo| < este densă în C. 


„EXEMPLE. 1) Punctul z = 1 este un pol simplu pentru f(z)= a Într- 
yi 
“adevăr, lim f(z)=%, iar dezvoltarea Laurent a lui f în jurul punctului z = 1 
j z=} 
Bă 1 1 hi N ie Hi 
este f(z)=——-(1+z-1)=—— +1, cu partea principală ; 
i z=l z-l dati 
sin 
2) Punctul z = 0 este 0 singularitate aparentă pentru f(2) = , deoarece 
z 
>. Sinz 
Hmi; 
z—0 z 
3 sin nz i 
3) Punctul z = 2 este pol dublu pentru f(z)= co Pentru orice ze C 
PR 
avem. sin nz = cg +c] — 2) + cl — 2)? +..., unde co = 0, c, =T, co =0, ca = E 


te., deci f(z) = ——— -~+ 
f (2-2) 6 


4) Pentru funcția A2)=e“ punctul z=0 este singular esenţial deoarece 


i i A 
= hr —z+... şi partea principală are o infinitate de termeni. In mod 
z 


e d l . SE IN 1 

similar, z = 0 este singular esențial pentru g(2) = sin — şi A(z) = cos—. 

- zZ 2 

Ne vom ocupa acum de cazul punctului de la infinit. Fie f: B(O, r, =)> Co 


funcţie olomorfă pe coroana B(0; r, œ) (exteriorul unui disc), vom spune în 
acest caz că punctul œ este punct singular izolat al lui f. Funcţia 


(£—>z=170): 0; 0, —|— B(O;r,o) este olomorfă; compunînd cu f obținem 
și 


funcția olomorfă 
+ ji * 1 
f Ho 0, — |C, f O =R, (v)te B 0:0, — 
r r 


care are punctul = 0 ca punct singular izolat. 

DEFINIȚIA 4.3. În ipotezele de mai sus vom spune că z = « este un punct 
singular aparent al lui f (sau că funcţia f este olomorfă în z = œ) dacă func- 
ţia f are t = 0 ca punct singular aparent. Vom spune că z = œ este pol al lui 
f dacă funcţia f are pe t=0 ca pol. Vom spune că z = este punctul sin- 
gular esenţial al lui f dacă funcția f are pe £=0ca punct singular esențial. 
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OBSERVAȚIE. Fie f(z)= Da 2” dezvoltarea în serie Laurent a lui f î în co- 
=o 


roana A >r. Atunci 


f(O=fa/b= Det” 


Piraon 
A ` » >» Eo l > i 
este dezvoltarea în serie Laurent a funcţiei f în coroana B 0;0,—| Rezultă 
r 


că z = œ este punct singular aparent al lui f dacă c, = 0, (Y}n > 1; z = œ este 
pol al lui f dacă c, = 0, (Y) n 2 1, cu excepția unui număr finit de valori (dar 
măcar una) şi z = œ este punct singular esențial al lui f dacă c, + 0 pentru o 
infinitate de valori ale lui n > 1. 


4.2, Reziduuri, teorema reziduurilor 


Fie A c C o mulţime deschisă, fie f: A — C o funcţie olomorfă şi fie discul 
punctat (coroana) B(zy; 0, r) C Alz € Cr > 0) astfel încît punctul z} să fie 
punct singular izolat al funcţiei f. 

DEFINIŢIA 4.4, Fie f(2)= 2c, (z —29) )* dezvoltarea în serie Laurent a 


Hamoa 


funcției f în coroana B(2g; 0, r). Coeficientul c} se namete reziduul funcției 
f în punctul singular z, şi se notează Rez(f, zo). i 
ea ai luă 4.5. În ipotezele de mai sus, fie 
= (ze C ||lz- Zal =p<rj un cerc de rază p > 0 parcurs în sens trigo- 
send direct (orientat pozitiv). Atunci 


C= = fof @dz. 


`“ 


DEMONSTRAȚIE. Din formula de calcul al coeficienţilor unei serii Laurent 
într-o coroană circulară, avem: : 


„] f(z) 
ca = IERI S dz = | fode, 


OBSERVAȚIE. Dacă z € C este un punct singular aparent pentru funcția f > 
atunci Rez ( f, 29) = cı = 0. 

Pentru cazul polului avem următoarea metodă de calcul al reziduului: | 

PROPOZIŢIA 4.6. Fie f: Bl; 0,r) — C o funcţie olomorfă pe coroana 
B(zo; 0, r), (r > 0) şi fie z, e C un pol de ordinul £ > 0 pentru f. Atunci 


Rez(f, w) =n -lim [le -2 fet. 


ca lz 29 


| NI În coroana ve 0, r) avem dezvoltarea în serie Laurent | 


teta: Za aA (z — 2 +. 


f(a)= 


TF E "P 
(z — 7 o Zo 
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uc + 0. Atunci funcția 
"a - 20) f2) = 0 PC us (2 tg Pat Ea (8 =z) P + co(2z -2)" +, 
ste o funcție olomorfă în tot discul B(zy; O, r), căci lim (z zf fia)=c EC. 
Z—29 
Derivînd de (k-1) ori funcția obţinută, rezultă: 
[(z 20% ENEP = (e Dle, +kk-1)... 202-2) +... 
i atunci obținem: 
lim [z -z f(2)*P =k Dle... 


a zzo 

COROLAR. Fie f: Bzg; 0, r) — C o funcție olomorfă în coroana B(zy; O, r), 
{r > 0) astfel încît Az) = P(z)/Q(2), (v) z e B(z;0,r), cu P, Q funcţii olomorfe în 
discul Bizar), Po) + 0, Q(2 = 0, Q(zy #0. Atunci punctul z, e C este un pol 
de ordinul întîi (pol simplu) pentru f şi Rez (f, zo) = P(z0/Q'(29). | 
n DEMONSTRAȚIE. Punctul zọ este zerou de ordinul întîi pentru funcția 
QEPE) deci pol de ordinul întâi pentru f. Aplicînd propozitia 4. 6 pentru k=1 
obținem: 


i | Ple) P(zy) 
Rez (f, 2.) = lim (2 —z)fi2) = lim ARIA 2 
f» žo 2-20 die Au z> IZ) -Ro Rie) 


-` DEFINIȚIA 4,5, Fie f:B(o,r,o)—C o functie olomorfă în exteriorul 
discului B(o; r), (r > 0) (deci z = œ este punct singular izolat pentru functia f). 
Se sonda reziduul funcţiei f în punctul « reziduul funcției (-1/£%A1/6) în 
punctul t = 

Sadice Definiția dată reziduului în punctul z =% se explică prin 
aceea că, de fapt, reziduul nu se asociază funcţiei complexe fz), ci formei 
diferențiale complexe w = A(z) dz care, prin schimbarea de variabilă z = 1%, 
devine © = fz) dz = (14A) dt. 

 PROPOZIȚIA 4.7. În ipotezele din definiţia 4.5 fie | 

= (ze Cilzl=p>r) un cere de rază p parcurs în sens trigonometric 
direct (orientat pozitiv). Atunci: 


| i 
Rez (fe) =- le Pizde. 


DEMONSTRAȚIE. Fie f(z)= Dez” seria Laurent a lui fin coroana 


Puică 


Tora SoL 
al aee, 
A t namo 


` deci Rez (f, œ) = ~c_;. Din formula coeficienţilor seriei Laurent obținem: 


: B(0; r, co). Atunci avem: 


| | 1 | 
Rez(f, oo) zu -c4 = la fiz) dz. 
T 
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TEOREMA 4.8. (teorema lui Cauchy a reziduurilor). Fie D c C un i 
domeniu şi f: Dla; ap -n ap >C o funcţie olomorfă pentru care “i 
d, Ap- 0, sînt puncte singulare izolate. Fie K c D un compact cu - 
frontiera l = Fr K curbă de clasă C? pe porţiuni, jordaniană, orientată 


pozitiv astfel încît a; e É ,j=1,2,.., k. Atunci 


k 
| fajde = 2i È Rez(f, a,). 
j=l a 
DEMONSTRAȚIE. Fie Y}, Yo =- Yy frontierele orientate pozitiv ale unor dis- a 
curi centrate în a4, ao, -.-, a, disjuncte două cîte două şi conţinute în A = | 
Aplicind teorema 2.5, rezultă că 


k 
f fodz= È| faz. 
ja 


Atunci, din propoziția 4.5 obținem: 


k 
f ræ dz = 2ni), Rez(f,a,). 
OBSERVAȚIE. Apariția factorului 27i în multe formule este datorată în ul- ; 
timă analiză rezultatului din lema 2.6. | cae 
COROLAR. Fie a, ap, -..s a,€ C punctele singulare izolate ale unei 
funcţii f: C\ (a, ap, -s ap > C, olomorfe pe C! {a}, a», -o Qp Atunci 


k ia 
Y,Rez (fa Iu Rez (f,)=0 (suma tuturor reziduurilor este nulă în ca- - 
= a a e 
zul unui număr finit de puncte singulare izolate ). Tre 

DEMONSTRAȚIE. Alegem r > 0 astfel încît a,€ BCO, r), j = 1, 2,..., k. Rezultă 
că funcţia este olomorfă în exteriorul discului B(0, r), deci punctul z = œ este. 
punct singular izolat pentru f. Fie l = Fr B(O, r’), (r'>r) frontiera orientată po- : 
zitiv a discului B(0, r’) şi aplicînd teorema 4.8: e 


k 
| 72 dz = 2ni X, Rez(f, a;). 


J=l 


Din propoziţia 4.7 rezultă că J f(z)dz = -2ni Rez(f, œ), deci 


k 
$ Rez(f, a ,)+ Rez(f, =) =0. 

NOTĂ ISTORICĂ. Inginerul francez P.A.Laurent (1813-1854) a prezentat în i 
1843 lucrarea privind dezvoltarea, care îi poartă numele, a unei funcţii olo- i 
morfe într-o coroană. Cauchy a descoperit legătura intimă între integrale ` 
complexe şi dezvoltările Laurent, studiind sistematic noțiunea de reziduu şi ` 
stabilind proprietăţile de bază ale reziduurilor. Lui Riemann îi datorăm. 


stabilirea unor legături între seriile Laurent şi seriile Fourier. 
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4.3. Zerouri şi poluri; variaţia argumentului 


Fie Bg; 0, r), (r > 0) un dise punctat şi fie f : Bz; 0, r) — C o funcție olo- 
orfă. Presupunem că punctul zy este sau zerou de multiplicitate k > 0 sau 
pol de multiplicitate -k > 0 al lui f(k <0). Din seria Laurent a lui f în coroana 
B(29;0,7) deducem că fz) = (z -2% g), unde funcția g este olomorfă în discul 
(zo; r) şi (29) + 0 (în ambele cazuri). i 
„Pentru orice z € Bleg; 0, r) avem: 

f'(2) = k(z-— -2 ERER z)" g(2), 


deci AN T 
(1) Fe) NE Aa. g (2) 
fz) 2-2 g&l) 
“Rezultă că punctul zg este (în ambele situații) pol simplu al funcţiei f IT 
(funcția g/g este olomorfă în vecinătatea lui zo) şi că 
(2)  Rez(f/f,zy)=k = "multiplicitatea zeroului“ (sau - multiplicitatea 


, W)ze B(zy;0,r). 


polului”). 
TEOREMA 4.9. (a zerourilor şi polurilor). Fie Dc C un domeniu, 


Kc D un compact cu frontiera T = Fr K curbă de clasă C° pe porțiuni, 
jordiniană, orientată pozitiv şi astfel încît KcD şi K domeniu 
simplu conex. Fie a,,a,...,a,€ K polurile unei funcții olomorfe 
neidentic nule f: Diia,, ap, -~ a, 2 C, nenulă pe r. Atunci f are un 
număr finit de zerouri în compaetul K şi | 


f'(2) 
T = a P, 


unde Z este suma multiplicităților zerourilor lui f din K, iar p este 
suma multiplicităţilor polurilor lui f din K. 

© DEMONSTRAȚIE.Presupunem că f are o infinitate de zerouri în K, care este 
mărginit fiind compact. Atunci mulțimea zerourilor lui f din K are cel puţin 
un punct de acumulare în K, fie acesta z’. Punctul z’ nu coincide cu nici unul 
din polurile a a;, EEE AA A Într-adevăr, pentru fiecare punct a, putem alege 
cîte un disc D, centrat în a, astfel încît funcţia f să fie olomarfă şi nenulă pe 


D;\ la}, căci în jurul lui a;, f se scrie: f(z)= ET cu g(a;) + 0 şi g(2) olo- 

z~a j 
morfă; deci vom alege discul D, astfel încît în el să avem g(2) + 0 (din continui- 
tate). Rezultă că ze D|ia,, i ..., 4), care este un domeniu şi în care funcția - 
f este olomorfă. Din principiul e pede funcţiilor olomorfe rezultă că f = 0 
pe D \ (a, do, Ag, = 4), contradicție. În concluzie, funcţia f are în compactul 
K un număr finit “A zerouri (evident izolate), deci funcţia ff are în com- 


pactul K un număr finit de puncte singulare izolate, toate poluri de ordinul 
întîi (vezi consideraţiile de la începutul paragrafului). Aplicînd teorema rezi- 
duurilor şi ţinînd seamă de formula (2) rezultă că: 
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E F (z) 
2mi | “ fiz) 


COROLAR. Fie Dc C un domeniu, KCD un vömpäci cu frontiera 
T= Fr K de clasă Ct pe porțiuni, jordaniană, orientată pozitiv şi astfel 


dz=Z-P. 


încît Éc D şi K un domeniu E conex. Fie f: D —C olomorfă si 
| Fe) : 
l fiz) 


multiplicitătilor zerourilor lui f mi Z (care sînt în numär finit). m 

DEFINIȚIA 4.6. Fie DCC un domeniu mărginit, Kc D un compact € cu 
frontiera F = Fr K de clasă C! pe porțiuni, jordaniană, orientată pozitiv şi 
astfel încît K c D şi K este domeniu simplu conex. Fie f:D— C = z CUle) g 
funcție neidentic nulă şi olomorfă pe D cu excepția unui număr finit. de 
puncte din K, care sînt poluri ale lui f. Atunci f are un număr finit de zerouri 
în K şi numărul întreg Z - P=0(£K) (cu notaţiile de mai sus) se ianegie 
reziduul logaritmic al lui fî în A. 


neidentic nulă pe D. Atunci — = dz =Z, unde Z este suma 


LEMA 4.10. Fie f,g:D >C. două funcţii care satisfac conditiile din 
definiţia 4.6. Atunci funcţiile fe şi fe satisfac condițiile şi au loc rela: 
tiile: of, g; É) = 0f; É) + og É) ; 0f/g;, K) = EK - 0(g;K). ia 

DEMONSTRAȚIE. Dacă f şi g sînt olomorfe într-un punct atunci fg este i 
morfă în acel punct şi analog f/g cu excepția cazului cînd g se anulează în. a- 
cel punct. Deoarece funcţia g are un număr finit de zerouri chiar în domeniul 
D(D mărginit), rezultă că fg şi fg satisfac condiţiile din definiția 4.6. 

Fie 6f. É) = Z - - P, O(g, É) = Z, - - P, şi fie z€ K un punct care are o con- | 
tribuţie nenulă măcar într-unul din termenii Z,, Zə, P,, Pa (în cazul în care un 
punct zg € K nu are o contributie nenulă în nici unul dintre aceşti termeti, A 
atunci f şi g sînt olomorfe în punctul zp şi Azy) + 0, g(zo) = 0, deci atît fg cît şi 
fg sînt olomorfe în punctul zg şi (f2)(29) # O, Pgz) z 0, deci z} nu are nici o 
contribuţie nenulă nici în expresiile 8(fg; K) şi ofz; K). Într-o vecinătate a 


punctului zy avem că f(z)=(z-— z) olz) cu oiz} olomorfă în aceea vecinătate 
Şi zo) +0, iar g(z)=(z- z9)” V(z) cu w(2) olomorfă în acea vecinătate şi 
V(zg) = 0. Atunci: l 
Foge) = z-z) geye) 
ŞI R 
fiz)/ glz) = (z ~ zo) 2 plz) / y2). M 
"Astfel, contribuţia punctului Zo în expresia ofz; É) este suma contribuţiilor. 
sale în 8f; K) şi O(g; K) (indiferent de semnul lui k; sau ko), iar contribuția lui 
Zo în ofe; K) este diferența contribuţiilor sale în oF K) şi Ə; É) (indiferent de - 


semnul lui &, sau k). Chiar dacă contribuţiile punctului Zo în funcţiile fg sau 
fig se anihilează (kı + ko =0 sau k; ~ ko = 0), adică zy nu este nici zerou nici - 
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pol, ele se anihilează şi în expresiile 0f. É + 0g, É) sau 0f É) - O(g; k). În con- 
cluzie rezultă că au loc relaţiile: | 
î 9yg; E) = 09) + 06K; A/a K= Af EK) - 06; 5. 
TEOREMA 4.11. (a variației argumentului). În ipotezele din definitia 
4.6, fie Î =/T), fie w e CI şi fie Z: CIF — C funcţia 
| (z) 
Iw) = n ea = 

f(2)-w 
Atunci: | 
a) Kw) = n(Î, w) (indexul lui | faţă de w € Ci), 
bw) = 0f-w;h). 
DEMONSTRAȚIE. a) Fie y: [0, 1] > T o parametrizare de clasă C? pe porti- 
ini a curbei T; atunci y =fey:{0, 1] F este o parametrizare (de clasă C! 
e porțiuni) a curbei T. În plus avem 7) =F O) YE), (V) te LO, 1], cu ex- 
epția unui număr finit de puncte. Atunci rezultă că: 
1 i du 1 fp Y® 

iT 


nË, w)= 


— -— 
a 


2mi lu-w 2ni FA -w 
A JEOYO a g N D012 fe iera 
2ni o FYE) -w 2ni fi(z)=w 
b) Deoarece (f -w) = f, putem aplica Aa 4.9 şi obţinem: 
Io) = f SAL PE E K). 
mi © fiz)-w 
COROLAR. (Rouché). Fie f, g: D— C funcţii olomorfe pe domeniul 
mărginit D, K c D un compact cu proprietatea că T = Fr K este o curbă 
de clasă C, pe porțiuni, jordaniană, pozitiv orientată. Presupunem 
că f (z) > lge) > 0, (Y) ze T. Atunci funcţiile f şi f+ g au acelaşi număr 
de zerouri (socotite cu multiplicități) în K. 
Í DEMONSTRAȚIE. Deoarece funcțiile f şi f+ g nu au poluri în D rezultă că 
FE É) şi O(frg; k) sînt egale, respectiv, cu numărul zerourilor în K ale celor 
două funcţii, deci trebuie să dovedim că 6(f+g; K) = 0f. K). Conform lemei 
4.10. avem: 
fg; K)- 0f: K) = fef: K). 
Conform teoremei 4.11. rezultă că: 
Kf É = +g / fÉ = nÈ ,-1), 

unde =A) şi h=g/f (g şi f nu se anulează pe curba T în ipotezele 
corolarului). D orice punct u € F avem: 


ul=lh(z2)|= A <1, cu ze T, deci curba Tc BO; D. Cum -1e C\ BOL) 


Z 


. (deci componentei nemărginite a mulţimii C![), din teorema indexului re- 
"zultă că n(f, -1) = 0, deci 0f + g; É) = 0f; É). 
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4.4, Aplicaţii: calculul unor integrale reale cu ajutorul 
reziduurilor 


Vom calcula cîteva tipuri de integrale definite, reale cu ajutorul reziduuri- 
lor, fără a calcula primitivele (calcul imposibil dealtfel în multe cazuri). 


Tipuli: /= asta Ł, cost) d£, 

0 
unde Ha D) este o funcție rațională al cărei numitor nu se anulează pe cercul 
unitate x =], 


Notăm e“ = z; pentru t € [0; 2r] punctul z parcurge cercul unitate C. Avem - 


BETO- da | a z-Z 1f 1 
relația z = —— = — şi atunci putem scrie: sint=——=—lz-—| 
Z £ 2 2i z 


z+7Z 1 1 | dz a a at A ea 
Cost = 5 = i 2+—| şi dł= —-. Rezultă că integrala cată este egală cu in- 
z iz 
tegrala curbilinie următoare: 


i 1. 1 ji 
I= l> Hat] Heat e mx 
2i z} 2 z 


(suma reziduurilor a obținute, în punctele ei singulare din interiorul 
discului unitate). 


d 
EXEMPLU. Fie T = E unde ae R,a>1l. 
gatsimt 


Notînd ca mai sus e! = z se obține egalitatea: 


1 1 „a 
Pl aie a ră a | ae ie 
C iz k C a” 4 2aiz -1 
[94 


2diz 
Unicul pol conţinut în discul unitate este Zo = —ia+i(a*-1)Y2 şi reziduul său | 
este 


1 I 
(otia) ifa? -1 
Atunci obținem: aa 
1 = | dz = 2ni Rez(— RE ani ami) | 
z“ + 2aiz -1 3 +2aiz-1 0 a i 


Tipul ILZ = | Rœ) dx, 


unde R(x) este o nete rațională fără poluri reale cu proprietatea c că. ceai 


lim xR(x) =0 (condiţie suficientă ca integrala să fie convergentă). 
Xj- 


„ Considerăm extinderea R(z), z e C şi o acea I un semicerc id de rază 
r cu centrul în O (ca în figura VII.27). ai R OD rai să Eat e Pe A Anita 
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.Obţinem: fi R(2) dz = 2ni (suma rezi- 


uurilor lui R în polurile ce se află în se- 
idise). Deci: 


R(x) dx + f 


s R(z)dz = 2ni 2, Rez(R(2)). 


"Cînd r > æ, atunci | R(x) dx > I 


m arăta că | R(2) dz — 0, deci vom | | Y=Er,rluâr) 


dr) 


obţine că f R(x)dx = 2ni $, Rez(R(z)), un- Figura VIL27 


de suma se ia după toate polurile lui R(2) din semiplanul y > 0 (evident, 
funcția rațională R(2) are un număr finit de poluri, deci pentru r suficient de 
mare toate polurile din semiplanul y > O se află în semidiscul de rază r). 
Pentru a demonstra ultima afirmaţie avem nevoie de : 


LEMA 4.12. (C. Jordan). Fie fz) o funcție continuă definită în 
sectorul 8, <9<0, (z =re®). Dacă a zf(z)=0, (6, <Sargz <0,), atunci 


J2] Dea 


lof (z) dz > 0 cînd r — œ, unde &(r) este arcul de cerc centrat în origine de 


'ază r conţinut în sectorul 9, < 9 < 8z. 
"DEMONSTRAȚIE. Fie M (j= suplf (2). Atunci avem; 


lzl=r 


< Mir) 


le f(z)dz s= M(r)r(0, —0,), 


smni 


i, cum limrM(r)=0, rezultă că | f(z) dz -> 0, cînd r — œ. 


paG S(r} 
dx 
EXEMPLU. Fie I = eo ———y; atunci avem 1 = — A 
o {+ x 2 E x? 
Funcţia - are şase poluri simple, dintre care trei gin e? 516 se află 
ra6 


1 
n ) semiplanul superior. Deoarece imar z——z = 0 se poate aplica lema 4.12. 
giman Pe 3 


5 


: L z 
Reziduul în fiecare din poluri este egal cu Fr su si deci 
Zo 


-< 17 dx e6 e? eê mi io io s> t A i 

[ > — j =g = lo mm) =e? +e f +e )=—(2sin—+1)=—. 

2 ltx 6 6 6 6 6 6 3 
În continuare vom avea nevoie şi de următorul rezultat: 

; LEMA 4.13. (Jordan). Fie fz) o funcție continuă definită în sectorul 

9, <0 <0, z = re”). Dacă limaf (z)=0, (0, sargz<6,), atunci 
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| TA fiz) dz > 0 cîndr — 0, unde ô(r) este arcul de cerc centrat în origi. 

ne de rază r conținut în sectorul 6, < 0 < 8. 
Demonstrația este identică cu aceea din lema 4.12. 


Tipul HI: 7= | /()ei dx, 


o 


unde fz) este olomorfă în semiplanul y > 0 cu excepția, eventual, a unei mul 
timi finite de puncte. 
Cazul a). Presupunem că punctele singulare nu sînt pe axa reală. Atune 


integrala Í f(x)e” dx are sens (sînt două integrale reale | 260) ocina E 


-f =r 


f f(x)sinx dx) şi, cînd r — œ, tinde la | f Ge” dx, dacă această integrală con: 


y ara 


verge. 
PROPOZIȚIA 4.14. Dacă kas f(z)=0 pentru y > 0, atunci 
lim | fe” dx = 2ni ð, Rez(f@)e”), 


r=} _ 


A 


semiplanul y > 0. 


DEMONSTRAȚIE. Pentru y 2 0 avem lez|= e? s1 şi vom aplica aceeaşi 
metodă ca la integralele de tipul IH. Cu aceleaşi notații vom arăta că 


| f (z)e7 dz -0 cînd r- œ şi atunci rezultă propoziția. Dacă are loc condi- 
S(r} p 


ţia mai tare pm zf(z)=0 este suficient să aplicăm lema 4.12. In situația 
|2| se ; ` 


mai generală din propoziţie avem nevoie de următorul rezultat: 
LEMA 4.15. Fie fz) o funcţie definită şi continuă în sectorul 
0,<0<8, din semiplanul y20. Dacă lim f(z)=0 atunci integrala 


zi —ce 


f sot (z)e“ dz —> 0, când r —> œ~, unde ô(r) este ca în lema 4.12. 


DEMONSTRAȚIE. Fie z = re, M(r)= sup |fre®). 


8, <9<% 
Atunci : f. ia fe” de! < ur] e Si" de. 
0 
e ni | 7 
Dar Îe-rsine, d8 = 2 f e7™®rdo şi, deoarece, dacă id pe atunci 
9 Q i 
2 sm8 
~ <m Sİ, rezultă că 
7 
ni2 Rl „23 ca mo 
fere, de < | e * rds SA " rd=7, deci Îe- rsin, do< n. 


0 O O O 
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Obţinem atunci egalitatea Ie f(z)e” dels M(ryn şi pentru r — æ, 


V (r) — 0 prin ipoteză. 


ksd 


OBSERVAȚIE. Metoda se pote aplica şi în cazul cînd integrala f f (x)e” dx 


-Ol 


nverge în sensul valorii principale Cauchy. 
cosx 
2 


EXEMPLU. Fie I= Í 
oi+x 


I==Re | dx = Rd 2ni} Red ~ 
2 _„l+x 2 z +1 


conform propoziției 4.14.) unde suma se 
ace după polurile din semiplanul y > 0. 
` Singurul pol în acest caz este z =i şi 


dx; atunci avem 


ziduul său este —, deci I = KN 
i Zie e 
Cazul b). Considerăm acum cazul 
înd Az) are şi puncte singulare pe axa 
eală, dar ne vom limita la cazul cînd 
(z) are un pol simplu în 0. Alegem ur- 
nătorul drum de integrare, din figura 
VII.28 şi demonstrăm următorul rezul- 


Figura VII.28. 


LEMA 4.16. (a semireziduurilor). Dacă în z = 0 funcția ge) are un pol 
implu, atunci 


lim] ge) dz = ni Rez(g; 0) 
ge->0 yte) 
y(£) parcurs în sens trigonometric direct). | 
q 
DEMONSTRAȚIE. In vecinătatea lui 0 avem g(z)=—+Ah(2), cu A(z) olo- 


sorfă. Atunci l (e) h(z) dz — 0, cînd e — 0 (cu majorări uzuale) şi 
a . 

3 — dz = nia (cu calculul z = ee“, etc.). 

: y(£) 2 . 

Folosind această lemă pentru functia g(z) = fz)e” şi metoda anterioară din 


cazul a) putem calcula integrala l f (xje™ dx. 


"O 


sinx 


0 xX 


T cm A Ea ahi a 
m z 


x 2x 2 2i. 


O -O9 


dx; atunci avem: 
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Dar: antim [cae e: im | Sa- paz [cae] 


—a de 7—>co 
e0 s->0 
şi 
f, k= i Rer -)- 0, } Seoni E, o)- nti, je az oo, 
deci T 


nul inferior y < 0. 


2) Pentru integrala f f(x)e™ dx, unde a e C, se alege semiplanul în care 


ca 


leaz| <3. 


mării Fourier. 


a 


Tipul IV: I= 


unde R(x) este funcție rațională fără poluri pe semiaxa reală x > 0. Atunci i 
este convergentă în 0; o condiție necesară 
şi suficientă ca să fie convergentă la œ% 
este lim R(x)=0. 


x- 
Pentru calculul lui 7 considerăm func- 


Riz) 


ia f(2)= RC definită în domeniul 


D=Cli> 0. y = 0] şi vom preciza ce ra- 
mură continuă a funcției multiforme z“ 
alegem în domeniul D. Vom alege ramura 
pentru care arg z € (0, 2n) şi conturul din 
figura VII.29. 


Figura VII,29. 
Pi este egală, j 


Integrala = area |, 


3 „ R2) E: 
dacă r > œ şi € > 0, cu suma reziduurilor funcţiei —g— în polurile conținute” 
z | z 


în D. Avem: 


E R E 


y(r) a dz y) ză 
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eoarece z” = eth pentru arg z = 2n. Funcţia zz) — 0 cînd z — 0 şi cînd 
J-> œ, deoarece argz este mărginit. Atunci, conform lemelor 4.12. şi 4.13., 
ntegralele pe y(r) şi y(£) tind la O, cînd r > æ şi e — 0. La limită obținem: 
(12%) = 2ni X Rez(...). 


EXEMPLU. Fie I= e O<oa<1l. Atunci R(z)= 1⁄z+1) cu polul 
px (+) 


i 
—1 şi reziduul este ——— (arg(-1) = n). 
e 


—-2Anio 1 
- Obțtinem: (l-e 2 JI = 270 —— 


pi 


deci I= zic 


Tipul V: I=] R)Inx ax, 

: l o l 

nde R este funcţie rațională fără poluri pe semiaxa reală x 2 O şi 

im xR(a) = O (pentru convergența integralei la œ). 

mad DO 

Vom considera acelaşi domeniu D, acelaşi drum 6, , şi i tul ramură con- 
nuă a lui argz ca la tipul IV. Vom integra funcția R(2) In2z; ca la punctul 
recedent, conform lemelor 4.12. şi 4.13, integralele pe y(r) şi y(€) tind la 0, 
înd r — œ şi e — 0. Dacă arg z = 2n, atunci Inz = înlz]+ 27i. Obținem: 


| Rin? x âx-| Rcklnr+ 2m)? dx = 2niY Rez(R(z)In?2), 
F 0 0 | 
au încă 


-2| Rin» dx —2ni] Re) dx = $ Rez (Ra) ln?) 
0 0 
Dar R(x) este real pentru x € R, deci rezultă 


j R(x)lnx dx = -> Re( Z Rez (R(z)ln? z)) | 
0 


Î Ro dx = ma Ș Rez (R(2) In? 2) 
0 27 


| l 
EXEMPLU, Fie [= a = 
ol +x)? 


In“ | 
Reziduul funcției i 3 în polul triplu z = -1 este 1-mi. Cu formula de 
+z 


mai sus obținem Ž = 1/2. 


Capitolul VIII CALCUL OPERAŢIONAL 


$ 1. Semnale; timp şi frecvență 


Fie (7, <) o mulţime total ordonată, ale cărei elemente se numesc mo- 
mente, Orice funcţie ft), f: 7— R se numeşte semnal în timp; dacă 7 este 
un interval (pe dreapta reală, cu ordinea uzuală), se spune că f este continuu 
(sau mai corect, continual), iar dacă Z este o mulțime finită sau numărabilă; 
de exemplu 7 = (0, 1,2,...,N-1,...), atunci f se numeşte semnal diseret. Un 
semnal discret f se identifică prin şirul fn) e gal eşantioanelor sale. E 

EXEMPLE. 1) Z = R; At) = A sin(0t+9) cu A, œ, 6 constante reale E. 
(A > 0, œ> 0) se numeşte semnal sinusoidal de amplitudine A, fază şi peri- 
oadă principală T = a 

w 

2) Pentru orice semnal continual f: R — R şi pentru orice pas de eşantio- 

nare T > 0, se poate asocia un semnal discret; anume {x heg unde x, = fnT) 


3) Semnalul continual 


i dacă Ł20 


0 dacă t<0 

se numeşte treapta unitate , iar restricţia lui la Z, adică 

1 dacă TAA S 1 2-a: 
O dacă n = -1,-2,... 
se numeşte treapta unitate discretă. Graficele lor sînt indicate în figura 


VIII.1. 
Dacă f: 7 — R este un semnal şi t este un moment fixat, atuncig: 7> R, 


u:R—R, w=] 


u: Z> R, TE 


Figura VIII.1. 
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g(t) = Kt) u(t-0) este un nou semnal, 
astfel încât g(£) = 0 pentru £ < t şi 

g(t) = AL) pentru t 2 t, Dacă 1, < To, a- 
tunci g(t) = f(t)lu(t ~t) ~uli- 19] se 
numeşte "fereastra" lui f în intervalul 
de timp (7, tal. o 

Graficul lui g este aanta întă- 
4 rit în figura VIII.2. 

Reţținem că dacă f: 7-A, atunci 
funcția fu este nulă pentru t < 0 şi coin- 
cide cu f pentru 420. Dacă t este un 
moment fixat, funcţia f.:7-—R, 
t > t-t) este numită întîrzierea lui f 
cu t. Graficul lui f} este reprezentat 
punctat în figura VIII.3 A1) = AO). 

Să considerăm acum o funcție F(w), 
F:R— C. Atunci pentru orice ve R, 
F(œ) este un număr complex şi admite 
scrierea exponențială F(0) = A(0) e0, 
unde Alw) = [Fœ] şi Po) = arg Fæ) 
mod 2n (reamintim că se scrie a = b mod 2n dacă există k e Z astfel încit 
~b = 2kn), Funcţii de tipul considerat apar în legătură cu utilizarea metode- 
or frecvenţiale. Dacă F(%) este spectrul în frecvenţă al unui semnal în timp 
t) (vom vedea ulterior sensul matematic, în legătură cu transformarea 
Fourier), atunci funcţiile A(o), A:R —R şi (o), P:R -> R/2nZ reprezintă 
amplitudinea în frecvenţă şi respectiv faza în frecvenţă ale semnalului. 
Sîntem acum în măsură să precizăm cadrul în care vom dezvolta elemen- 
ele de calcul operaţional. Vom prezenta studiul sistematic al unor transfor- 
mări celebre (Laplace, Fourier, etc.) exprimînd relaţiile dintre domeniul timp, 
:domeniul-frecvență şi domeniul-complex, după schema din figura VIII.4, 


Figura VIII.3. 


Domeniul - timp 
discret 


Domeniul - timp 
continual 


Transf. “z” 

a La SEA 
Fourier (Laplace 
diseret) discretă) 


Domeniul 
frecvență discret 


Domeniul 
complex 


Domeniul 
complex 


Figura VIII.4. 


frecvenţă 
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Totodată vom indica metode de rezolvare a unor clase de ecuaţii şi sistem 
diferenţiale (ordinare sau cu derivate parţiale), numite metode operațţion 
le şi vom iniţia studiul unor sisteme dinamice cu ajutorul noțiunilor de matr 
ce de transfer, răspuns-impuls (în timp sau în frecvență), restrîngîndu-ne | 
cazul important al sistemelor liniare. În cazul sistemelor cu impulsuri se ut 
lizează metodele distribuționale, utile şi în prezentarea aparatului mata 
matic pe care îl reprezintă transformarea Fourier. Toate aceste metode sîn 
aplicate în teoria sistemelor, în studiul circuitelor etc. 


$ 2. Transformarea Laplace 


$ 2.1. Funcţii original şi definiţia transformării Se PIN 


Vom defini o clasă importantă de funcţii - clasa Ø a funcţiilor origina 
(Laplace) şi fiecărei funcții din Ø îi vom asocia transformata ei Laplace. Von 
vedea că această asociere este inversabilă şi va permite un transfer de opera 
tii, astfel încît unor operaţii asupra funcțiilor din 7 să le corespundă operaj 

"mai simple" între imaginile lor Laplace. 

DEFINIȚIA 2.1. O funcție f : R — C se numeşte original Laplace dacă în în 

deplineşte următoarele condiţii: 
1) At) = O pentru orice £ <0; 
2) f este continuă pe porţiuni pe intervalul [0, o); 
3) există M > 0 şi sọ 2 0 astfel încît |f(t))< Me" pentru orice t 20. 

Vom nota cu Z mulțimea funcţiilor original Laplace. | 

Condiţia 1) este naturală şi corespunde faptului că multe funcții de tim 
(semnale) devin semnificative din punct de vedere fizic începînd de la ur 
anumit moment de timp (ales £=0). Condiţiile 2) şi 3) sînt utile pentr 
construcțiile matematice care urmează. Reamintim că o funcție ge: RR 
este continuă pe porţiuni dacă pe orice interval compact are cel mult un 
număr finit de discontinuități şi are limite laterale finite în orice punct. O 
funcție continuă pe porțiuni este evident integrabilă pe orice interval com 
pact. Reamintim de asemenea că dacă f:R—C şi f= fit if, deci f, = Re f 
fo = Imf, atunci f este prin definiție continuă pe porțiuni în cazul cînd f, şi f 
au această proprietate; în plus, pentru orice a < b, 


Í f) di = A (t) dt + i fat) dt. 


n a a a 
Condiţia 3) numită şi condiția de creştere exponențială (cu indicele so 
va asigura convergenta integralei care defineşte transformata Laplace. 
- EXEMPLE, 1) Dacă f: R — R este o funcţie elementară (de exemplu 
RE =e, RE) = sin œt, At) polinomială etc.), atunci fu îndeplineşte condiţiile 
1,2. Apoi dacă există k >0 astfel încît lim fite”! =0, atunci este îndeplinită 


condiţia 3). Într-adevăr, pentru e=1 va exista 5>0 astfel încît (Y) t >ð, 
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ft)| <e"; apoi pe intervalul [0, 5] funcţia va fi mărginită, AÐ! <M deci 
uînd M, = max(M, 1) vom avea A| < Mie pentru orice t 2 0. 

În particular, pentru orice polinom P, avem Pu e Ø (cu indicele sg = 1). În 
od similar, (V)oe R, (sin at)u şi (cos œt)u aparţin clasei. 7 (cu indicele 

= 0). De asemenea, e™u e Ø cu indicele max(o, 0). 

2) Treapta unitate u satisface evident condițiile 1, 2, 3 (cu indicele sọ= 0) 
eciue O. În cele ce urmează, în funcţie de context, vom nota uneori cu f e- 
entualul produs fu. 

3) Funcția A:R >R, h(î) = e“ ult) satisface condiţiile 1 şi 2 dar nu şi 
ndiția 3, deci h g 7, de asemenea, funcția 

0 dacă £<0 
g:R-—R, g(t)=17 

= dacă r£>0 


u aparține clasei Ø, deoarece nu satisface condiţiile 2 şi 3. 

4) Dacă f şi g sînt funcţii original Laplace şi a, B sînt constante (rea- 
e sau complexe), atunci se verifică imediat că of + Be şi f -g sînt de aseme- 
jea funcții original. Este evident că Ø este un spatiu vectorial (complex). 
TEOREMA 2.1. Fie fe Ø o funcție fixată, cu indicele s, Considerăm 
miplanul drept S(s) = {se C| Res> Sg din planul complex al varia- 
ilei s. Atunci pentru orice s € S(s), integrala improprie 


F(s)= | fOe dt 


ste absolut convergentă. 


DEMONSTRAȚIE. Deoarece ft) = 0 pentru t < 0 avem de arătat că integrala 


„f(te”* dt este convergentă pentru Re s > sa. Conform condiției 3) din defini- 
0 


ia 2.1. rezultă că (3) M > 0 astfel încît IF| s Me% , pentru orice £ > 0, 
Scriind că s = o + it, rezultă că f(te” = fte “te”! deci | 
He] = FOl < Me” %:. pentru orice t > 0 (am folosit faptul că leă| = 1 


entru orice x € R). Aplicînd criteriul de comparaţie de la integrale i improprii, 
ste suficient să observăm că integrala 


gomo) |” 


| et dp = 
Q 59709 0 
ste convergentă pentru o = Re s > sp, cu valoarea 1/(G-s). 


Reţinem totodată că (Y) s e S(sg), există 


va R l 
F(s)= | fOe dt = lim | Foc” dt şi în plus, IF] < 
0 d 
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DEFINIŢIA 2.2. Dacă fe Ø are indicele sọ, atunci funcția 


F : Sls) C, Fis)= f f (He dt, se numeşte transformata Laplace a lui f 
A | 


(sau imaginea Laplace a originalului f). 
Vom nota pe scurt 
fA—= F(s) sau F(s) = = ARD, sau F= Zf, | 
indicînd astfel că funcţia complexă F este transformata Laplace a funcției ori 
ginal f. Asocierea f— F se mai numeşte transformarea Laplace; domeniu 
ei de definiție este dar domeniul de valori este mai dificil de descris fel. 


fiind reuniunea |JCS%). 
s920 


` EXEMPLE. 1) Treapta unitate u aparţine lui Ø, cu indicele sg = 0 şi trans 
formata ei Laplace este funcția complexă U : S(0) — C, definită prin 


U(s) = Zu(t) = | e “tdi. 
0 


Dar 
n , 7 „ l-e” 1 
fe “ dt= Jim [e de = Jim | == 
S S 
e a Tot oiT tinde către zi Ki 
îi aaa entru g = Res>0,e ™ =e (inDT — 2 el tinde către zero en 
P 


tru T — œ, ca produs între o funcție care tinde ai zero şi o funcție mărgi 


nită). 
2) Dacă we C, atunci pentru ft) = e”“u(£) transformata Laplace este 


F(s) = fee est di= le (5-0) ap = -i definită în semiplanul Re s > Re œ. 


3) Dacă f şi 3 sînt funcţii original Laplace, atunci este evident c 
(va, Be C, 


Llaf + Bg} = Í (af (t) + Bge dł = ch poe” dt + plaoe” dt = af + pa 


deci aaa Laplace are RA liniar (fără a fi un operator linia 
deoarece codomeniul nu este spațiu vectorial). În particular, (Y) we ©, 


iÈ _ -zÉ 


SONT e a iat 1 ETTA ri d 
„Zui(t) sin ot = Lul) a a IRI pe Zlu(te | „Zlu(t)e ) = 
2i 2i 2i 


1 1 1 O 
SE dei Ea ei) EEE 2 - 
dils-i0 s+] s +0 


r t S 
În mod similar,.Ziu(t) cost) = za. 
s“ +O 


4) Pentru orice întreg n È? 1, 


sto Pon l 1 Tn+1) n! 
Lit" ut) = [re ai dt = gi € "dv e e | fo'e ý dv= i n+t } TS 
S 0 S S 
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calcul valabil pentru s real, s > 0. Vom vedea în teorema 2.2 că ambii termeni 
i relaţiei sînt funcții olomorfe în Re s > 0 şi conform principiului identităţii 


n! : TO: 
vem -Zit'u()) = —a pentru orice s, Re s > 0). Mai general, se poate arăta că 
l S 
entru orice a > —1 real, 


l 
Lut) = a 


Rezultatele obținute mai sus pot fi sintetizate într-un tabel care trebuie 


II UNIRI ERURA 9 a AAA MMA e re r r rer rerea et 


A 


înmulțit cuu) 


rm ma e iat e rr rra e PETE TE ET a aa aaa- 


Folosind rezultatele de analiză matematică demonstrate în anul I pentru 
integrale improprii reale cu parametri (lesne de extins la cazul funcţiilor cu 
valori complexe), vori obţine încă un rezultat de bază din teoria transformării 
Laplace. 


- TEOREMA 2.2. Fie fe Ø cu indicele s, Atunci funcţia complexă 
F : S(sp) = C, F = ZI) este olomorfă în semiplanul drept 


S(s9) = {Re s > sg}. 


DEMONSTRAŢIE. Pentru orice s, > sg, integrala improprie cu parametrul s 


Pael a 
9 


este uniform convergentă în semiplanul Res >s, (folosind criteriul lui 

: Weierstrass). În plus, vom putea deriva în raport cu parametrul s [ceea ce re- 

vine la o combinaţie liniară de derivate în raport cu variabilele reale o, t; a- 

nume, dacă s=6+ it, atunci 1 = 12 2) Atunci în orice punct 

E A i gg 21006 ðt 

s e S(sy), rezultă: 
Liy = Sn JroS e”) dt = 0 
05 So p 5 
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[funcţia complexă s — e“ fiind olomorfă pentru orice t fixat, avem 


9 | 
A (est )= 0]. Aşadar, funcţia F este de clasă C° (căci dă usi sînt continue) şi. 


33 oo ot | 
£ = 0 în deschisul S(sg), deci F este olomorfă, conform corolarului 2 al teore y 
mei VI.1.3. 


OBSERVAȚIE. În condițiile teoremei 2.2., avem alim F(s)=0. Într-adevăr, 


dacă IRE) < Me“ , atunci am văzut că F(s)< — pentru Re s > So 


M 
Res- 
Aşadar, nu orice funcție complexă este Si Laplace a unei funcţii 


s | 
din ? (de exemplu, F(s) = fa nu satisface condiţia anterioară, deoarece 


S 
pim, gs+i =l ). 


2.2. Proprietăţile de calcul ale transformării Laplace 


Dăm o listă de proprietăţi ale transformării Laplace, utilizate curent în a- 
plicaţii, 
1) Dacăfe gi fn F(s), atunci pentru orice o real strict pozi: 


1 
tiv, f an2 r>] ("teorema asemănării”). 
a g 
Într-adevăr, 
o T A E, 17 | aie E, A 
Zi fos) = | Fate “dt = | Fe a —dvu=—]fiv)e * du=—F(—). 
i 0 i O p v A 
2) Dacă fed şi f (F(s), atunci pentru orice . Sp € C, 
fite" a a s) (“teorema deplasării”). 


Într-adevăr, 


LIED) ai HO dt = | fFe jt dz = Fls- So): 
0 Q 


s-k : A | 
EXEMPLU, Zle cost u(t)) = TARI SP şi Zile sin ot. i(t)) = oa 


. s OR n. 
pentru orice constante k, œ. in mod similar, LUET 
S~ So 


1 p | 
= eult)? pentru tregn 21. 
G- sF a EETA ul l p orice întreg n 


3) Dacăfe sif tjs FE atunci pentru orice T> 0, transforma- 

ta Laplace a întîrziatului 
l 0 dacă ¿<f 
n) | fG- dacă tzr 
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este e “F(s) (“teorema întîrzierii"”). 
„Pentru demonstraţie, observăm că 


—T=u 


Apo) = | poet de= pepe a 2 
Q t 


îm Tv 


= | fwet dv= “| fiv)e”" dv =e F(s). 


EXEMPLU. Considerăm semnalul dreptun- 
hiular f: R > R, AD = Alu(t-a)-u(t-b)], un- 
de O<a<b şi A sînt constante. Atunci 
f= Atu-u,) deci 


{ I 
LFO -i Ale TA e e”bs =) Z A una i 
s S S 


Pentru €> 0, fixat se numeşte impuls 
unitar de durată £ aplicat la momentul 
£ = 0 semnalul 5: R > R, 


åo (E) = tut) -u(t-e)]; v. fig. VHIL5. Figura VIIL.5. 


Transformata Laplace a lui &, este - La- ~e ™). Dacă e — 0 atunci 6, tinde 


caută implusul unitar pur aplicat la at t = 0 (definit ca distribuţia ô), | 
convergenta fiind considerată în sensul distribuţiilor. Se obţine astfel o jale 
ficare pentru definirea transformatei Laplace a lui 6 ca fiind 


li i -e ™)=1. 
E es 


4) Presupunem că fe O şicăf (£)—%— F(s). Atunci "Abe Ogi 
LFO = CD" F'”(s) (teorema derivării imaginii”), 
„ Demonstrația se face imediat prin inducție. 


EXEMPLU. Deoarece A = , rezultă că 


netul) = (17 (o ma pentru orice întreg n > 1. 


n! 
(s ap) 
t 
5) Dacă fe J, f —2 F(s) şi g(t)= ff (7) dr (deci g este o primitivă a 
0 


; i 
“lui f), atunci .Zig(t))=—F(s) (teorema integrării originalului"). 
5 | | S 

; Într-adevăr, avem evident g € Ø şi g' =f aproape peste tot deci 

l Zig (5) = F(s), adică 


F(s)= f g (Ðe dt = so~ + sf g(be” dt = s Lig- g0) =s L10), 


| deoarece g (0,) = 0 
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6) Fie fe Ø de indice sp f(t) —2— F(s) şi fie G(s) primitiva lui F(s) în - 
semiplanul S(s), presupusă olomorfă în punctul de la infinit, cu . 


L EL £ 


G(oo) = 0. Dacă — e 0, atunci ——-——— -G(s) ("teorema integrării ima- E 


ginii"). 
(t) 


Într-adevăr, fie g(t) = mn, t> 0, deci At) = tg (t) şi conform teoremei deri- ; 


vării imaginii, rezultă E dle unde &(s) -.Z(g(5)). Dar G“(s) = F(s) deci ` 
G += C, constant, Dar Po) = 0 şi G(c0)=0 deci C=0 şi ca atare G = 9, deci 


<| f to. dsd 


EXEMPLU. Fie At) = ult) sin t, deci f(s) = m: G(s) = arctg s — deci 


sin t TU 
zi = uo) = — — arctg s. 
t 2 
a sint LSL r tr TES 
De asemenea, notînd s,;(ț)= f e dr ("sinusul integral"), rezultă 
0 


CACACE =G -arctg s), conform proprietăților 5),6). In cele de mai sus, prin 


"arctg" se a ramura olomorfă care pentru s real şi s > 0 ia valori în in- 
tervalul (0, 7/2). 2 
7) Presupunem că fe 7 şi că există T > 0 astfel încît /t+T) = Asi pete 
tru orice t > 0. Notăm AÐ = At)lu(t)-utt- 7). fig. VIIL.6. 


Figura VIII.6. 


Dacă f) F(s) şi POEET AP atunci într-un semiplan 


drept: 


F(s) = To Tae) = —r] fFe dt ("cazul semnalelor periodice”). 
ny a Tá 4; 
> s (DT 


DEMONSTRAȚIE. F(s)= | fOe dt= $, | fie dt. Dar 
0 k=0 kT 


DT cei) E T ae 
[poe = | pe+aDe sei?) dr = esf l fe dr= eT F). 
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Atunci pentru orice s real şi pozitiv, 


F(s) = de RE = Fo (sl + Pui T iul A Fo(s) F 
k=0 


i~e 
Conform principiului identităţii, relația are loc pentru orice s cu Re s sufi- 

ent de mare. 

„EXEMPLE. Considerăm semnalul dreptunghiular, periodic de perioadă T 

din figura VHI. (0 < a < T). 


Figura VIIL?7 


În acest caz, 


T 
A 
Fo(s) = froe" dt = | Ae“ dt + fo e dt=~—(1-e™), 
9 Ss 


Q a 


Al-e”* 
iar transformata Laplace a semnalului va fi: — eT 
s l-e 
8) Dacă 
£ ür -iy 20, 
fE) =(a, + agt+ agt" +... Jut) — F(s) nE a 


dezvoltările fiind convergente în jurul lui ż = 0 şi respectiv s = œ şi da- 

că există lim Fit), lim F(s), atunci lim sF(s)=f(0,) ("teorema valorii 
t>0 

inițiale"). 

Într-adevăr, lim sF'(s) = a şi limf(i)=a,. 

| în 0 | 

9) Dacă fe 7 este derivabilă cu f'e 7 şi există f(c0)= lim f(), atunci 


i lim sF(s)= f(~) (“teorema valorii finale"). 
Într-adevăr, integrînd prin părţi, avem relaţia | fe” dt = sF(s)- f(0,) 
Q 


i de unde făcînd s — 0, rezultă | fe) di = lim sF (s) — f(0,) deci 
0 s- 


limsF (s) = f (%). 
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2.3. Aplicaţii ale transformatei Laplace 


a) Rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale liniare 

Începem cu demonstrarea teoremei "derivatei PE ae , utlilizată în 
rezolvarea ecuațiilor şi sistemelor tite al liniare. 

TEOREMA 2.3. Fie fe g, rit) Z F(s) şi presupunem că există 


PPF pe (0, œ), f} e g si F” O,)= lim f W, Osksn. Atunci 
>Q 


D LEPO = PFE) -FO =O). — O, 
DEMONSTRAȚIE. Procedăm prin inducție după n. Pentru n = 1 avem de 
arătat că Zf (Ð}= sF(s)- f(0,), ceea ce am văzut deja. Pasul de inducţie re- 
zultă observînd că 
LIPP = LOYO = s LEPEN) 
= sfs" Fle) -s FO) n EPO OF- s" fO- se 400) ), 
Reţinem fizinui lee | 
ZF = sF(s) - FO.) AF O= s2P(s) - -sf(0,)—£'00,)); 
LIF = sF(s)-s2F(0,)-sf0,)-F"00,). 
Să considerăm o ecuație diferențială liniară cu coeficienți constanti, de 
forma | 
(2) 0 + TA pe 6 2 ate) 
unde cj, -~ C, sînt constante (reale sau complexe), iar be g. Căutăm soluţii 
x e dale deuatiei (2), cu condițiile inițiale date l 
(3) (0,9 3 o, 20,20 gs e AOO) a. 
Notăm X(e)= Aix), Bis) Lbh) şi aplicăm “operatorul” £ ecuaţiei (2): 
Zac) e cute D) E + egal) tepi) = B(5), E 
Folosind (1) şi (3), rezultă: | 
st X(s) — 8% gom sig = ea + Cu ls X (8) str = poa] 
+. r EEA xolt en X (s) = B(s}, ii 
deci o relație de forma 
(5% 4 e Sti +... + Cn- 1SH) +A, (sa Bis), | 
unde Q (s) este un polinom de grad n-i. Observăm că polinomul 
Palo) = s” +e S+.. ten S+eu este tocmai polinomul caracteristic al ecua- 
tiei (2). Aşadar, P (s)X(s) + Q,_(s) = B(s) deci E 


(4) Xís ju BO natal 
Pa (s ) : 

Cunoscînd X(s), se pune problema recuperării lui (0). Ca o on sanii a 
teoremei Mellin-Fourier (corolar 2 al teoremei 4.4.) vom vedea că dacă două 
funcții x(t) şi xo) din 7 au aceeaşi transformată Laplace, atunci ele coincid 
(eventual cu excepția unei mulțimi discrete de puncte). Aşadar, cunoscînd 
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((s) să indicăm o singură funcţie x(t) din Z astfel încît X(s) = „Zix(t)). Indicăm 
listă de astfel de recuperări: 


e“! cosut 


Dacă Ă(s) este o funcție raţională (de exemplu dacă în formula (4), 


Bis )= De este o funcţie rațională cu gr C < gr D), atunci ea se descompune 


în fracţii simple, ceea ce permite determinarea originalului corespunzător. 


A Bs+C 


„Aşadar, X(5) = ra 24 şi un calcul 


; l 
EXEMPLE. 1) Fie Ă(s)=—3— PEINT 
uşor arată că A = 1/4, B = —1/4, C = 0 deci X(s) = yae) şi 
s s*+4 
x(t) = Za — cos 2t u(t). 


2) Determinăm soluția x(ż) din 7 a ecuației diferențiale x” + 2x -3x = ult), 
cu condițiile inițiale x(0,) = 0, x(0,)=1. 
Notînd X(s) = Zix(t)), rezultă 


s? X(s) — sx(0,) - x'(0,) + 2(sX (8) - x(0,)) — 3X(s) = E, 


deci (s2+2s-3)X(s)-1= 5, de unde X(s) = Tea Atunci 
s(s7+ 2s —3) 
A B D | 
A(s) = ta PTD (cu A, B, C constante) şi un calcul uşor arată că 


| 1 ií 
A = ~1/3, B = 1/2, C = -1/6 deci x(¢) -[- 3 + A 5 i 


Să considerăm acum un sistem diferenţial liniar de ordinul I cu coeficienți 


de forma 
(5) x(£) = A. x(t) + b(t), 
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unde A este o matrice nxn cu coeficienţi reali (sau complecși), iar b(£) este o - 
matrice coloană nx1 cu funcții din Ø, b(t) = (b (0)... b,(0)). Presupunem că | 
trebuie determinat vectorul-coloană n xl necunoscut x(t) = (ALL) se x (PY, sa- 
tisfăcînd condiția inițială eo 
a 
6) +10) == 


An 
Notăm cu X(s) transformata Laplace (pe componente) a lui x(t) deci 


X: (8) 
A(s) =| : j, unde x}(s)= Lix, I<ksn. 
Și (3) 


Atunci din ecuaţia (5) şi din ecuaţia (6), rezultă: sX(s) ~ a = AX(s) + B(s); 
unde B(s) = .Z4b(2)). Aşadar, (sI, — A) -X(s) =a + B(s). Determinantul matricei : 
si, — A are ca rădăcini tocmai valorile proprii ale lui A şi notînd 


Sp = max ReàÀ, avem det(si, - A)z 0 pentru Re s > sg. Aşadar, pentru Res s ze 
àe oA) D5 
suficient de mare, matricea si, — A este inversabilă şi ca atare, 


X(s)=(sIn- A) (a + B(s)), 
de unde se recuperează vectorul necunoscut x(t). 
EXEMPLU. Determinăm soluția (în Ø) a sistemului diferenţial x = y+1, 
y = ax + 2e, cu condiţiile x(0,) = 0, y(0,) = 0. Notînd X(s) = Lix), | 
Y(s) = Ziy(0)), rezultă să(s) = Y(s) + 1/s, sY(s) = —X(s) + 2/(s-1). Va rezulta 


s+]l i i i 
A(s) = ENE D, de unde x(t) = (e“ — cos t}u(t); în mod similar, 
1 
Ys) =- şi (0) = (sin t + e - Dult). 


T 241) A 

OBSERVAȚIE. Fie A e M,(C) şi fie à, A, valorile proprii ale lui A. Dacă a 
DEC este un deschis conținând A, ..., À, şi cu frontiera y un drum închis de z 
clasă C! pe porțiuni, atunci Fa îl 
orice funcție olomorfă f : D — C are loc 
relația 


EAE ORENT 
27 d 


(formula Cauchy-Dunford). 

Într-adevăr, există o matrice 
nesingulară T e M (C) astfel încît 
TAT = J (forma Jordan) deci 
AA) = TAJT. Tinînd cont că 
Tis, -JD T! = (si, ~ A)|, rezultă că Figura VIII 8. 
este suficient să demonstrăm formula 
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Cauchy-Dunford pentru o matrice A sub formă Jordan. Trecînd la blocuri, 
ste suficient să considerăm cazul cînd A este o celulă Jordan de forma 


fa o 0 

liA O0 0 
A= 

LESE 0 

| 


In acest caz, se verifică imediat că 


e E: 
i | (8-A)? (s-a 0 z 0 | 
(sI - Ay! = | da | 
(3 — A)” | | 
(s=)  (s-à? (s-a) 0 
| 1 = (s-ì) en fasa) a ia pex 
Aşadar, 
ai f (5) ds r 
2ni, S-A 


1 rf(s)ds 1 rf(s)ds 


1 a [A M 0 
Í F(5%5 n -Ads = ari, (8-A)? 2ni, s-A = 
atk a m n TR 
if POSE: Rp ac) INI PAL 
Preta o 2ni (3-A) 2ni, s-A 
| PO 0 o | 
=| ro ra o | 
eee (A) FA) 
| (n-1)! RES 


Ultima relație rezultă prin aplicarea repetată a formulei integrale Cauchy 
şi a formulei (*) din observația făcută după teorema VI.3.4. Pe de altă parte, 


9 


f(2) = Ș caz- (fiind olomorfă în vecinătatea lui z = À). Deci 
k 


nel 


F(A) = X, cal A-AIn) Xe cl A-AIY, deci 


k= kz0 
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RE N d Goa | | 
E “fe starii [ale S ad: e 00 
dd i Pi 
ps (A) r 
manine (A) FA) 
Cnt Pi C Co (n — 1)! f f 


Formula Cauchy-Dunford este astfel demonstrată. 
In particular, pentru A2) = e”, rezultă formula 


e^ ial, A y 
ANË y 


De aici rezultă că -Zle“!) = (51, - A) 1,fapt ce se poate verifica şi direct: 


ce oo , Bta 
{e^t} = feste-stdt = |eta-srtas =el) (A- sI, y „o 7S In- AN>. 
0 0 


1 


S-a 


Această formulă extinde la matrici faptul că -Z(e%) = (s-a)1= 


b) Aplicaţii la studiul unor sisteme liniare invariante în timp. Dacă 
E şi F sînt două spații vectoriale (reale), orice aplicaţie liniară S : E > F se in- 
terpretează ca un sistem intrare- 


ieşire (E, F, §), în care elementele lui Si T 
E sînt intrări, elementele lui F sînt xeE S y = Sef 
ieşiri şi oricărui x e E îi corespunde | | 

y = S(x) e F (se mai scrie x 5 y vezi Figura VIII.9. 

figura VIII.9. 


Proprietatea de liniaritate a lui S ((V)x,, x€ Ea BE R, 
Slax, + Bo) = S(x) + BS(x,)) se mai numeşte principiul suprapunerii. 

Presupunem că Æ şi F sînt spații de semnale continuale R — R. Sistemul 
(E, F, S) se numeşte invariant în timp (sau stationar) dacă din faptul că 
x(t)— y(t), rezultă că pentru orice t €e R, x(t +1)—>> y(t+rt). Sistemul 
(E, F, 5) se numeşte cauzal dacă din faptul că Lt) — y(t), rezultă că ori-` 
care ar fi momentul ż, valoarea y(ż) a ieşirii depinde numai de valorile x(0) ale. 
intrării cu o < £. Dacă oricare ar fi t, y(t) depinde numai de x(7), sistemul se zi- 
ce fără memorie. l 

EXEMPLE. 1) Fie E=F=0. Atunci sistemul $:0-—0, definit prin. 


y(t) = fe-zx) dz este evident liniar; el este şi invariant în timp: din faptul. 


că Six(£)) = y(t), rezultă că (v) re R, 


Sat +T) = f (£—v)x(v +t) du l îi [a +T = 2)x(2) dz = y(t +T). 


—" 
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"pd 


'3) Să luăm Æ = mamaa funcțiilor continue R> R, F=E şi S: E F, 
2) — y(t) = 3x(0). Sistemul (E, F, 5) este liniar şi fără memorie. 

“DEFINIȚIA 2.3. Fie f, g : R —> C două funcţii local integrabile. Presupunem 
pentru orice t e R fixat, funcţia R > C, z — flz)g(t-2) este integrabilă. 
Atunci funcţia A : R— C, definită prin integrala improprie cu parametru 


îl) = 1 fiz)g(t —2) dz 


se numeşte convoluţia lui f şi g. Se mai notează h = = f kg, 
“Dacă f * g există, atunci pentru orice t € R, avem 


z=t-u 


(fs gt) = f raut ai i f awf -w) du = (esfe), 


deci operația * este comutativă. 
-Să presupunem că f, g € O. Atunci fz) = 0 pentru z < 0 şi gŒ- z) = 0 pen- 
u z > t şi din definiția anterioară, rezultă că 
£ 


he =Í fegt-z)dz dacă t20 şi h(t) =0 pentru t < 0.. 
0 


"TEOREMA 2.4. Dacă f, ge Îşi h =f * g, atunci h e Ø şi 
Zif*g)= Lif) Zig). (adică transformata Laplace a produsului de con- 
voluţie este produsul uzual al transformatelor Laplace). 
DEMONSTRAȚIE. Faptul că A(t) = 0 pentru t < 0 a fost probat anterior. 
Deoarece f şi g sînt continue pe 
porțiuni, rezultă că h va fi continuă pe 
porțiuni  (aplicînd teorema de 
< continuitate a integralelor depinzînd 
de parametri). Rămiîne să verificăm 
condiția de creştere exponențială. 
: Deoarece f,ged%, există constante 
pozitive M,, Mo, S4, so astfel încît orice 
t > 0 să avem: SY% 
FOM e”, POE Me™. Z0 // // i 
Luînd  S=max(s,,s9), rezultă 
Pi ls M e” şi Ols Mye”. Atunci Figura VIII.10. 


pentru orice £ 2 0 avem 


Ł £ t 
Iac) s] Fæ) lgt-z]dzs MM] Ti MM] est dz = M, Mie”. 


z 


Dar ż <e! pentru £ > 0, deci RASM M ai pentru orice t > 0. Am de- 
monstrat astfel că h e 2 
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Să considerăm acum integrala dublă improprie convergentă 
iz —st = 
I = ff efg — zataz, 


unde D este domeniul din planul tOz indicat (nehaşurat) în figura VIII.10. | 
Calculăm 7 scriind-o ca succesiune de integrale simple (condițiile necesare 
pentru aceasta sînt îndeplinite). Pe de o parte, 


îs] eael fg -2) dz =| he dt = LID = Zipea). 
Pe de altă e i i | | 
I= f fe) az| etate -2) dt = | F(z)G(s)e “az = G(5)] f(z)e az = G(s)F(s). | 
(Am adat G(s) ` Liat), F(s) = AR $} şi am aia Catia întîrzierii atunci 
cînd am folosit relaţia fe“ g(t — z)dt = Glsje™® ). 
z 


OBSERVAȚIE. Se demonstrază fără dificultate că produsul de convoluţie al 
funcțiilor din Ø este comutativ, asociativ şi distributiv în raport cu adunarea. 
Un defect cronic îl constituie faptul că în clasa Ø nu există element unitate 
(abia în clasa distribuţiilor vom vedea că 5 este element unitate, în sensul că, 
pentru orice f, f* 8 =f). 
EXEMPLE. 1) Pentru orice fe 0, convoluţia f * u a lui f cu treapta unitate 
i | 


Ł 
este (frut)= l f(z)u(t ~z) dz = f f(z) dz. Aşadar, convoluția lui f cu treapta 
E 0 o 


unitate revine la a lua primitiva lui f care se anulează pentru t = 0. Notînd 


t t | 
F(s) = ZIf(t)), rezultă F(s).U(s) = «lire ul deci d f(2) a| a 
| 0 0 S 
2) Avem 3 
j o. 
1 l1 | N. mi 
2 a ST = Lul) * sint) = Ai sinz ael = „ZI(1 — cos Hult). 
s(s +1) s s"+1 9 m, 


3) În electrotehnică este utilizată următoarea formulă a lui Duhamel: 
dacă f, g e Ø şi g este derivabilă cu g'e 7, atunci | 


SF(s)G(s) = ZIf(t)g(0)+ j fiz)g'(t-2) dz}. 
Demonstrația este imediată: punînd h = f * g, din relația | 
h(t) = j fizat -2)dz rezultă K0) = fg) + j fg (t 2) dz deoarece ` 
h(0,) 20 rezultă zh) = s<Zih(0))-h(0,) = ss) :G(s); pe de altă parte, 


LIKO = LIFE g0) + f fiz)g(t-z2)dz) deci tocmai formula lui Duhamel. - 
E | RA 
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DEFINIȚIA 2,4. Un sistem liniar (E, F, S) în care E = F = Ø se numeşte sis- 
tem convoluitiv dacă există h e Ø astfel încît pentru orice întrare x e Ø, ieşi- 
rea corespunzătoare să fie y =h * x, adică S(x) = h * x. Funcţia h se mai nu- 
meşte funcția pondere a sistemului. 
DEFINIȚIA 2.5. Se spune că un sistem liniar S : 9— Ø admite funcție de 
transfer dacă pentru orice intrare x, raportul 
Ja Liy Y(s) 

Lix) Xis) 
este independent de x (acest raport este numit funcția de transfer a siste- 


mului). 
Aşadar, funcţia de transfer este raportul dintre transformata Laplace a ie- 


Ed ză pati i ca NETRE (£) (t) 
şirii şi transformata Laplace a intrării. Se mai scrie So as) | E 


în loc de Y(s) = &(s)-X(5). Conform teoremei 2.2, orice funcţie de transfer este 
un cît de funcţii olomorie. În multe aplicaţii funcțiile de transfer sînt funcții 
raționale, aşa cum vom vedea în exemplele care urmează. 

EXEMPLE. 1) Amplificatorul de coeficient k este sistemul S: 7— 7, 
x(£) — y(t) = kxlt). În acest caz, @(s)= k. 

2) Derivatorul este sistemul D: 9, > 0, x(t) xŒ) definit pe clasa ða 
semnalelor x(t) din €,, derivabile cu x(0,) = 0. În acest caz, funcția de transfer 


Lixa sX(s)-x(0,) 
este (s) e a Ş, 
Lix ă (s) 


3) Integratorul este sistemul I : 2 = O, 
L{xru} Lix) Llu} 1 
DA ee 3 a lE =, 
Lt) PAEA s 
4) Pentru un sistem convolutiv S: 8 > 0, x > y = h + x, funcţia de transfer 
Lih*x} Lih} Lix) 


t 
x(t) — f x(z) dz = (x*u)(t) deci ®(s) = 
0 


este b(s)= = Z(h) , deci este tocmai transformata 
„Z (x) at l 
Laplace a funcției-pondere. 
5) Să considerăm un circuit RLC | V 


alimentat de la o sursă de tensiune vlt). 
Notînd cu i(t) intensitatea curentului la 
momentul £ şi presupunînd î(0,) = 0, avem R 


1% i 
Rilt) + —li) dz + Li (t) = v(t), pentru orice 
0 


t20. | A 


Aplicînd transformata Laplace, rezultă 
Figura VIIL1l. 


1 
RI(s) + —I(s)+ Lsl(s)= V (s) 
Cs 


V(s) 1 
= R+ + Ls. 
Is} Cs | 


deci 
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Considerînd circuitul ca un sistem S: Ø — 2, v) > i(t), rezultă că funcția 


lui de transfer este 

Is) Cs 
Ps) = ET CERN 
V(s) LCs*+ Re +1 


OBSERVAȚII. 1) Legarea în serie a k sisteme este redată sugestiv în fi- 
gura VIII.12 a) şi revine la a considera sistemul >|- unde 
D = D,- P, ... %,. 


Figura VIII 12. | 
Legarea în paralel (figura VIII.12 b)) revine la >j- unde 
| D = D, + bre, 
Să considerăm un sistem >a | şi să presupunem că la fiecare 


moment 7, ieşirea y(t) revine la intrare după ce trece printr-un sistem cu 
funcţia de transfer P, (figura VIII.12 c)). Se spune atunci că avem un sistem 
cu legătură inversă (sau un sistem cu "feed-back" 

Aşadar, în domeniul complex au loc relațiile: Y= (X + X,) şi X, =®,Y 
deci, Y = (X + $Y), de unde Y(1 — P P) = bă. Deci functia de transfer a 
sistemului cu legătură inversă va fi 

aa O ea 
X(s) 1-®(s)®,(s) 

2) În cele arătate mai sus am considerat doar sisteme cu o intrare şi o ieşi- 
re. Un deosebit interes aplicativ şi teoretic îl au sistemele multivariabile (cu 
mai multe intrări sau ieşiri), studiate în lucrările de specialitate. Să presupu- 
nem că avem un sistem dinamic liniar descris matricea] prin x (£) = Ax + Bv 


E 
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avem A e M,C), Be M, „(©), x = (Xy X, DEO v„)”. Acesta poate fi con- 
'siderat ca un sistem cu m intrări (parametri de i Uis = Um) Şi N ieşiri 
(parametrii de stare x,, ...,x,), care sînt funcții de t. În one ul complex, 
presupunînd că x(0,) = 0 (vectorul nul din R”) şi notînd 

Xle) =L = (LO, sf şi VS) = (LI (0), cs Lent), se obţine 
‘relatia matriceală să(s) = AXts) + BV(s) adică (si, - AY*X(s) = BV(s). Pentru 
Res suficient de mare, matricea si, — A este inversabilă deci 

As) = (si, ~ A)"-B-V(s). Matricea (s) = = (si, - AJEB are n linii şi m coloane şi 
se numeşte matricea de transfer a sistemului considerat. Reţinem că 
Xs) = = (s) Vís). Dacă se cunoaşte matricea de transfer P(s), atunci se ştie (te- 
'oreţic şi apoi practic, procedural) dinamica sistemului, deoarece pentru orice 
comandă v(t) se va cunoaşte transformata Laplace V(s) deci se află X(s), de 
unde se recuperează starea x(t) a sistemului la fiecare moment. Aceste consi- 
deraţii sînt dezvoltate în teoria sistemelor, cu multiple aplicații. 

Clasa Ø de semnale (de intrare sau ieşire) este prea restrictivă, în sensul 
că nu acoperă toate situaţiile care apar în practică. O problemă matematică 
majoră a constituit-o extinderea conceptelor anterioare la clase mai largi de 
funcţii (impulsuri, funcții din L! sau L? etc.). Încoronarea eforturilor în acest 
sens o reprezintă elaborarea teoriei distribuţiilor, din care vom prezenta cite- 
va noţiuni şi rezultate, în cele ce urmează. 


$ 3. Elemente de teoria distribuţiilor 


3.1 Funcţii de testare şi distributii 


DEFINIȚIA 3.1. Se numeşte funcție de testare orice funcţie 9: R => R in- 
definit derivabilă şi nulă în afara unui interval compact (care depinde de ọ). 
"Vom nota cu Ø multimea funcţiilor de testare. Evident, Ø este un spațiu 


vectorial real. 
EXEMPLE. Funcţia e: R > R, 


(ar) = 1€ k xe (-1,1) 


O, în rest 


aparține lui Ø. Iată şi un şir de funcţii de testare: 


at d 1 4 
ml A eri 

p, (x) =n? zef LE) zi 
O, în rest 


unde c, sînt constante care pot fi alese astfel încît f 9,6) dx =1 pentru orice 


man rand 


n > 1 (figura VIII.13). 


466 MATEMATICI SPECIALE + TEORIE, EXEMPLE, APLICAȚII + (PARTEA IH) 


Aşadar, 
t/n i 
] = Cn [ie pă | dx. 
sila 
a a 1 | | 
3 tai 23% T š 
Deoarece pentru orice x € (~1/n, l/n) avem e** 1 <—, rezultă 
e 
ME 
“m e ne | n= 


Functia treaptă unitate nu aparți- 
ne lui Ø şi la fel sin, cos, exp. l 

DEFINIȚIA 3.2. Se spune că un şir 
(0,3. de funcţii de testare conver- | 
ge către zero (şi se scrie 


GN 5) dacă există un interval 
compact I în afara căruia toate func- - 
tiile ọ„ se anulează (adică q,(x) = 0 
(v)n > 1şi(V)xe D şi în plus şirul 
Ọ„ converge uniform către zero pe I 
împreună cu derivatele de orice ordin Figura VIII.13. 


(adică (Y) k 2 0, suple, (x) 30 pentru n — 00). 


Se numeşte distribuţie orice aplicaţie R- liniară de D — R cu Epopeia i 


că dacă ş, EAEN] atunci lim n f (4) = 0. Două DUN f, g se zic egale 


dacă (Y) e 2, Ro) = g4). E 
Mulțimea tuturor distribuțiilor se notează cu Ø’ (notația fiind sugerată de ` 
faptul că distribuțiile sînt de fapt funcționale pe spațiul Ø). É 
Să remarcăm că putem presupune de la început că funcţiile de testare au î 
valori complexe, distribuțiile fiind atunci aplicaţii Ø — C care sînt C-liniare - 
şi continue prin şiruri. În cele mai multe aplicaţii este suficient cazul functii- ~ 
lor (sau funcționalelor) cu valori reale. : 
Dacă f, ge Z atunci se poate considera suma h =f + g ca fiind distribuţia E 
h:DØ > R definită prin h(0) = Ao) + g(0), (v)d e 2 şi produsul ìf (À constantă A 
reală), definit prin A$) = A-£0), (V) 9 e D. Multimea Z are structură natu: ` 
rală de spaţiu vectorial. 
Distribuţiile în sensul definiției anterioare se mai numesc 1-dimensiona- $ 
le (sau distribuții pe R). Dacă U c R? (p > 1) este un deschis şi dacă se notea- i 
ză cu Jy spaţiul vectorial real al funcţiilor ¢: U — R nule în afara unui com- 
pact conținut în U, atunci se definesc mai general distribuțiile p-dimensio- - 
nale pe U ca aplicații f: Øy — R, presupune R-liniare (deci funcționale ` 


în 2 
liniare pe Øy) şi avînd proprietatea că dacă P, 0, atunci 
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(p,)— 0 [faptul că TIPI in RU, înseamnă că toate funcţiile q, sînt 
ule în afara unui compact K c U şi în plus, pentru orice multi-indice 


Utta 
O = (Oi ..., 6) cu œ e N, avem ~ra (On) 0 uniform pe K]. 
dă Ax 1...dr e 
i tte p 


In cele ce urmează vom considera numai distributii pe R. 


OBSERVAȚII. Trebuie reținut că a defini o distribuție f revine la a indica 
valoarea fọ) pentru orice funcție de testare 0, cu satisfacerea condițiilor de 
liniaritate şi continuitate prin şiruri, În acelaşi mod în care o funcţie reală 
u: A este "testată" pe elementele luate din domeniul de definiţie A (în 
sensul că u(x) are sens pentru orice x e A), o distribuţie f: Ø — R este testată 
pe funcții din J, fără să aibă sens f(x) cu x real. Este astfel motivată termino- 
logia folosită în definiția 3.1. 

Teoria distribuţiilor a fost fondată de matematicianul francez L. Schwartz 
(n. 1915) şi de matematicienii ruşi S. L. Sobolev (n. 1908), I. M. Ghelfand (n. 
1913) şi G. E. Şilov (1917-1976). 


3.2. Exemple de distribuții 


~ 1) Prezentăm primul istoriceşte şi cel mai important exemplu de distribu- 
ţie. Fie ae R fixat. Distribuţia lui Dirac în punctul a (P. Dirac, 1902- 
1984) este funcţionala 5,:2-—R, ọga) 

Deci (Y) pe Z, ô (ọ) = o(a). Dacă a = 0 se scrie simplu 6 în loc de 8. Vom 
vedea că există puternice rațiuni pentru care 6, este uneori denumit impul- 
sul unitar aplicat în punctul a (sau la momentul a). Faptul că 5, este într- 
adevăr o distribuţie se verifică în modul următor. Mai întîi, aplicația 6, este 
: R-liniară, deoarece (Y) o, ye Z şi (v)i,ue R, 

8, (Ap + py) = Al) + pu) oa = Apa) + (a) = A5, (O) + u8, O). 

Apoi dacă pia a 0) , atunci există un interval mărginit Zœ R astfel 
încît toate q, se anulează în afara lui 7, e, converg uniform (împreună cu toa- 
te derivatele) către zero pentru n — œ, Dacă a e I, rezultă atunci că p,(a)— 0 
adică 5,(0,) — 0; iar dacă a g I, atunci ș,(a)=0 şi din nou 5(0,)—0. Sînt 
verificate condiţiile din definiția 3.2. deci 5, este o distribuţie pe R. 

2) O altă distribuţie mult utilizată este distribuţia lui O. Heaviside 
(1850-1925) 


(1) H:D R, 9— foa) dx. Este evident că H este R-liniară şi dacă 
0 


în Z IRI 5 
p, ———0 atunci şirul (0, „x Converge uniform către zero pe un interval 
compact I în afara căruia funcţiile e, se anulează deci 
lim Ho, e lim o, (x) dx = | lira (a) dr = f o ax= 0. 


NE nmw n Me dacă 


Adr H este OA o distribuție. 
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3) T exemplu ceva mai complicat de ie e îl constituie distribuţia îi 


f= ypł (numită valoarea principală a lui e definită prin 
3 É 


71 Cod. fo 
Flo) =v. p. | =o) az = time | ~ar + | Pas 
at £->0 5o 
i £>0 | Pe i E AD ny a 
pentru orice pe Ø. Deoarece q este nulă în afara unui interval (-R, R], iar 


-8 R | 
tit | Parf arso o 


E> ~R E 
i aaa a) ua t>o 
rezultă că per 
e ae Me l (6) - 0) (£) 0) 
(2) P(9) = lim MORON Jeo- dé). 
e0 R t 
g>0 : 
În pieta dacău: R >R este o funcţie de clasă >, $ > 1, N 
ulx)-—ul0) | 
AA dacă r0 
v(x) = Se ; 


u' (0) dacă | x =0 


2=xXt 


este de clasă c*- -i (de fapt, v(x)=— Şi u (t)dt = f, u (act) dr. În plus, pentru ori- A 


ce R > O şi pentru orice x € Í-R, H. avem lo] < 2 Up lw). Folosind aceas- E 
XE a 


tă observaţie, deoarece ọ € Z, rezultă că funcţia 
p) ~ (0) 


yit) = po 
(0), t=0 


este continuă şi satisface condiția |y@)| < M pentru orice te [-R, R], unde 
R 


220 | . | 


| =Ẹ £ 
M = Ep, wol Atunci Jyo dt + j yt) dt| < 2RM şi limita (2) există şi defi- 


neşte un număr real Ro) bine determinat. Asocierea 9— f (0) = v. p. foa d 


dată de (2) este evident itzi În plus, dacă EAEN atunci n 9, 
sînt nule în afara unui: interval [-R,R] şi avem |o | <2RM, unde 
M = sup KAG Dar ¢, -0 uniform pe [-R, R] deci M, — 0 şi ca atare, 


n 
tel-R, 


lim n f(0,)=0. Am verificat astfel în detaliu că funcționala f = vP este o pie 


tribuție. i 

4) Indicăm acum un procedeu de fabricare de distribuții. Fie u: R- Ro o 
funcție local integrabilă (deci mărginită şi integrabilă pe orice interval com- 
pact). Mulțimea acestor funcții se notează cu Lio Pentru orice funcție de tes- 
tare pe J se pune 
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ulọ) = Juga) dx. 


Ea 


Deoarece q este continuă şi se anulează în afara unui interval compact J, 
integrala se calculează de fapt pe J. Se obține în acest mod o aplicație 
R-liniară wJ > R, ọ — ulọ) asociată funcţiei u. Este evident că u este chiar 
o distribuţie, deoarece dacă pd, atunci $, = 0 în afara unui interval 
So apgI Işi, —0 UC pe I deci 


lim nUn) = lim | | (apa (x) dx = lim f, ulx)ọ,„ (x) dx = 
=Í, a) lim 9, (x) dx = f, u(x)-0 dx =0 


Distribuţia u este numită cogat (asociată funcției local integrabile u) 


sau distribuţia-funcţie u. 
“Funcţia sin : R — R este local cioc lă deci se poate defini distribuția- 


sinus sin prin 


Saos = ete sinx dx, (Ype Z 


În mod similar se definesc cos, exp şi pentru orice ke R, se defineşte dis- 


tribuţia constantă ke Z prin 


ko) =k [ela ax, (Wee Z. 


Da 


Distribuţiile care nu sînt regulate se numesc singulare. 

Pentru u =0 (funcţia nulă) se obține distribuția nulă 0, definită prin 
0(9) = 0, (v) e Z. Dacă u este treapta unitate, atunci y =H este tocmai dis- 
tribuţia lui Heaviside (conform (1)). 

TEOREMA 3.1. Dacă vu: R—R este o funcţie local integrabilă şi dacă 
u =0, atunci u = 0 ap. 

DEMONSTRAȚIE. Conform ipotezei, avem u(p)= 0=0 pentru orice pe, 


adică 
| apt) dr=0, (Wee Z. 


Să fixăm un punct oarecare a € R şi să alegem o funcţie de testare y 2 0 ca 
în figura VIII.14. 

Pentru orice keZ, considerăm 
functia yy: R — R, y) = we. 

Deoarece y, e J, rezultă că 


y 


[uao 0. 
a-l a aril 


Asadar coeficienţii Feiner ai func- 
tiei u-y, restrînsă la intervalul : Figura VIIL.14. 
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(a-l, a+1) şi prelungită prin periodicitate la întreg R, sînt nuli. Conform . 
teoremei lui Dirichlet din teoria seriilor Fourier, rezultă că u y= 0 a.p. pe R : 
deci v =0 a.p. în intervalul (a-1, a+1). Deoarece a este arbitrar, rezultă că . 
u=0ap. : 
Vom face convenţia de a identifica două funcţii care sînt agade a.p. Atunci : 
teorema 3.1. afirmă că u =0 => u = 0. : 
COROLAR. Aplicația p Ji >P, u — u este injectivă. | : 
Într-adevăr, dacă pv) = plop), atunci v, =v. Notînd u = EN ea : 
u€ d: şi u =0 deci u = 0, adică D= Vo. i 
OBSERVAȚIE IMPORTANTĂ. În general, dacă p:A-—B este o aplicaţie . 
injectivă, atunci avem o corespondenţă biunivocă dată prin aplicaţia bijectivă ` 
A — P(A), x — p(x), care permite identificarea mulţimii A cu submulţimea - 
P(A) a lui B. Aplicînd acest fapt, constatăm că funcţiile local integrabile pot fi - 
identificate, printr-un izomorfism liniar, cu distribuțiile regulate asociate. ` 
Aşadar, funcţiile local integrabile (deci practic toate funcțiile reale uzuale) E 
sint un caz particular de distribuții. Aceasta justifică de ce distribuțiile mai ; 
sînt numite funcții generalizate.Teorema următoare arată că nu toate $ 
distribuțiile sînt de tip funcţie. i 
TEOREMA 3.2. Distributia ô a lui Dirac este singulară. DR: 
DEMONSTRAȚIE. Presupunem prin reducere la absurd că 5 ar fi o > 
distribuţie regulată, asociată unei funcţii ue Li... Atunci ar rezulta că 5= u $ 
deci &(ọ) = ulo) adică - „fă 


P0) = | ue) dz, Voe Z. 


va 


Să luăm q = ọ,„ (şirul de funcţii de testare considerat, R exemplul posterior 


definiției 3.1.). Rezultă ọ,„(0)= Í (cp, (x) dx adică $ E Juno deperi i 


orice n > 1. i 
Funcţia u fiind mărginită pe [-1, 1], fie M= sup lux), deci 
xe[-i,1] 


H 
<M] oa) ax =M. 
-f 


Ar rezulta c, < M.e, ceea ce este absurd, deoarece am văzut că lim C, = ce, 
neo 


OBSERVAȚIE. Dacă ue L}. am notat integrala 


= 


] pl) da, pe D 
cu ulọ). Extinzînd această notație, pentru orice TA fe, inclusiv 


pent asia sii saune se scrie Si f opl) dx în loc de fọ). În particular, pen- 


"IQ 


tru orice a € R şi pentru orice pe Z , avem 
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J 8 olx) dx = 8,1), 


btinîndu-se ceea ce se numește forțat "formula de filtrare”. 

"Uneori o distribuție f este notată ft), indicînd variabila independentă 
pentru funcțiile de testare cărora f li se aplică. Această notație este utilă în 
cazul efectuării unor schimbări de variabilă. Dacă fft) este o distribuție şi 
dacă se notează u=at+bocua,be R,az0, atunci prin definiție distribuția 
g = flat + b) este dată prin 


1 u-b) 
so-pAd =] , (YE Z. 
lal a 


Această definiţie este sugerată de faptul că dacă f este regulată asociată 
unei funcţii f € Li, atunci 


¿Í f (pe) du = f flat + bolt) dt. 


-- În particular, dacă b = 0 şi f =ô, atunci 5(at)= Hë: iar dacă a = 1, b = ~to 


atunci distibuția At — tg) "lucrează" astfel: fit — to) (G) = APE + 20)). În parti- 
: cular, rezultă &(t-tg)=6, şi formula de filtrare se mai scrie 


Í (E — to JOE) dt = Qt), pentru orice o € Ø. 


3.3 Operații cu distribuții. 


Pentru orice distribuții f, ge Z ştim ce înseamnă fa z, f +g, af (4 e R) 
Introducem şi alte operaţii la care sînt supuse distribuțiile. 


1) Produsul unei funcţii C” cu o distribuţie. 
Dacă fe Z sia: RR este o funcţie de clasă C” (indefinit derivabilă), 
atunci se defineşte produsul af ca fiind distribuţia definită prin 
(afo) = fap), (v) pe ZA 
De exemplu, x° H este distribuţia definită prin 


(22. HX) = H0) = | xo de, (Dope D. 
0 


Apoi œ = 0(0)-5 deoarece (05)(0) = Slap) = a)-e) o = 0)¢0) = 
a(0)-5(0). In particular, x":6 = 0 pentru orice n > 1. | 
2) Şiruri convergente de distribuții. 
Dacă {f}, este un şir de distribuții şi dacă f e Z, atunci prin definiţie se 
die că e f, converge în Z către f(f, mea ) dacă (Y) pe J, 
EXEMPLU. Fie u (x)=sinnx, n21. Arătăm că u,—— 0 [Într- 
adevăr, pentru orice pe Ø, ọ rezultă continuă şi nulă în afara unui interval 
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I; conform lemei lui Riemann avem lim | „P(x)sinnx dx =0, deci lim u, (0) = 
i bi Re 


în g 
adică u „~o ]. 


APLICAȚII FIZICE. a) Pentru orice punct fixat ac R, numim impuls ; 
unitar de durată L, L > 0, aplicat în punctul a, functia ; 
Ap: R — R definită prin 

dacă tela,a+L 

hy (t)= i 

| 0 în rest 
(figura VIII.15.) 

Evident, aria haşurată este egală 
cu 1, ceea ce justifică termenul de | 
"unitar", după cum "durata" semnalu- a a+L 
lui este L =a + L-a. Ideea de impuls 
localizat în punctul a s-ar obţine pen- Figura VIIL.15. 
tru L tinzînd către zero. Prin trecere la limită se ajunge la considerarea unei k 
funcții A : R — R astfel încît | 


co dacă t=a A 
JOERS “si [aOd 


Q dacă tza pa 


Dar aşa ceva nu există (pentru că h = 0 a.p. şi integrala este de fapt nulă). 

Totuşi, se poate obține un obiect matematic care modelează ideea de im- 
puls unitar aplicat instantaneu (de durată nulă) la momentul £ = a, cu condi- 
ţia să ne situăm în cadrul distributional. Anume, să cois deram şirul 'de 
funcții local integrabile - 


; DEE 
| n dacă ii iscat 
h RR, A, @)= n 
0 în rest 


(impuls de durată 1/n aplicat î în punctul a). | | 
Putem identifica h, cu distribuţia asociată A, şi arătăm că lim A, =ô. 


Tt => 09 


Pentru aceasta, avem de dovedit că (Y)ọe Ø, lim h (9) =8, (p), deci 


npo 


a+— 


ma În tool: dt = o(a), adică lim Inge dł =la). Conform teoremei de me- 


die există £, e (a, a+1/n) astfel tacit : 


at 


Î te) âz= (a + aE = 16 ) 
să n n 


şi ca atare, trebuie verificat că lim Pn) = Qla), ceea ce rezultă din faptul că 


E, —a,ţinînd cont că q este continuă. 
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Aşadar, distribuția Dirac e, îşi merită denumirea de impuls unitar pur 
aplicat la momentul £ = a. 
„b) Să considerăm un punct material de masă m plasat în originea axei 
reale. În fizică este necesar un concept de densitate liniară. Raționamentul 
tipic constă în a "împrăștia uniform" masa respectivă într-un interval (~£, €) 
centrat în origine, a defini densitatea liniară medie (masa pe unitate de lun- 
gime) în fiecare punct x € R, adică 
m 

— dacă xE (-e, e) 
A, (3) =] 2€ 

Q în rest 
şi a trece la limită (e — 0). Trecerea la limită nu poate fi însă făcută în cadrul 
analizei matematice clasice. În sensul teoriei distribuţiilor, e = 1/n, n 2 1 în- 
treg, şirul de distribuții A,,, şi observăm că lim A. =7m5. Această distribu- 
ție este numită densitate liniară a masei punctuale m centrate în origine. 
= Mai general, dacă avem un sistem de puncte materiale pe axa reală 
Xy «o Xp CU masele m,, ..., m, respectiv, atunci densitatea liniară a sistemului 
este distribuția Miða tom E Mgs, 
Se definesc în mod similar densitatea unei sarcini electrice punctuale, den- 
- sitatea unui dipol electric etc. 


c) Pentru orice xe R, x #0, ROETE Se obține astfel o familie de 


` functii ja. R => R E da de parametrul x. Se poate arăta că dacă x -> 0, 


| f 
atunci E E În mod similar, -ra nily) pentru 


ea Y X +Y 
x= 0,x >0 şi Pa. Sa a -n5(y) pentru x -> 0, x <0. 


Să considerăm funcția olomorfă j : C | {0} = C, j(z) = 1/z. Alegem x = Rez 


ji x Y 
——— 3 e — îs. Dacă x > 0, x >0 
xtiy day ty ? ? 


D A OE AR | 
ca parametru şi observăm că —= 
| z 


“atunci 


I 
ney) ~ i VP ~ 
d Y 


ar dacă x — 0, x < 0, atunci 


a MR -nôly) ~ VPŠ, 


Aceste relații de convergență se numesc în literatură formulele lui 
Soboţki. 

3) Derivarea distribuţiilor. 

DEFINIȚIA 3. 3. Pentru orice distribuție fe Z’ se definesc derivatele 
PT aaf eu eare sînt distribuții, definite prin F) = -f0 ), FO) = CA ) şi 
mai Suatu FOO =D FO, pentru orice întreg n 2 1 şi țe Z. 
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Aşadar, orice distribuţie este indefinit derivabilă. În particular, dacă ` 
u: R -R este o funcţie local integrabilă (chiar dacă este eventual disconti- - 
nuă), ea poate fi derivată de oricîte ori în sens distributional, identificîndu-o 
cu distribuţia u şi derivînd-o pe aceasta. | 

Din acest moment, se poate dezvolta un calcul de un tip mai special - eal- i 
cul cu distribuții. Într-adevăr, ştim ce înseamnă o relaţie de egalitate între ` 
distribuții, ştim să adunăm distibuţii, să le derivăm etc. În particular, are ` 
sens să considerăm ecuaţii diferenţiale care să fie rezolvate în cadrul distri- ` 
buţiilor. ; 

EXEMPLE. a) Arătăm că H'=5 (deci distribuția Heaviside este o soluție a -. 
ecuaţiei diferenţiale x” = 5). Într-adevăr, avem de arătat că H”(9) = 5(0), adică E 


-H(9) = 800). Dar, HQ’) = | g'(x) dx = plc); = plec) ~p0) = —p(0). Derivatele : 
0 E 


lui ô se mai numesc impulsuri de ordin superior 
5($) = 80) = -0 (0); 6'(0) = 010), ete (V EZ. 


b) Să considerăm un circuit electric RLC (în serie) conectat la momentul. 
t = 0 la sursă constantă de tensiune Æp Intensitatea i(t) verifică la fiecare - 


1 LA 
moment £ relația Li(£) + Rilt) + i) i(t) dt = E(t). Dar 
0 


0 dacă ¿<0 


ci da dacă ¿20 


deci E(t) = Eyu(t), unde u este treapta unitate. Relaţia anterioară nu poate fi. 
derivată (în raport cu ź) în sensul analizei clasice, dar este legitimă derivarea i 
ei în sensul teoriei distribuțiilor, ceea ce conduce la ecuația diferențială : 


i . 
Li” + Ri + a. = E95 (tinind cont că u se identifică prin u = H, deci E(t) = EH . 


şi E (1) = EH = E99). 

c) Dacă u : R — R este o funcţie de clasă CI, atunci derivata u’ este conti 
nuă deci local integrabilă. Este util să observăm că distribuțiile (u^ şi (uy co 
incid, deoarece (Y) q e Z şi folosind integrarea prin părți, rezultă 


UNP = | wiola ax = uol - | ugla) de= 


a 


= = | ulag) dx = -ulo = (W9). 

Dar dacă funcția u : R — R este de clasă C! pe intervalele Ce, a) şi (a, «) 

şi are un salt s(a) = u(a+0) — uta — 0) în punctul a, atunci are loc relaţia urmă- 
toare | E 
(3) (uy = s(a)5a + (u). 
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Într-adevăr, (v) ge 3, 
cat zl tai alea T A E T A 


i 


Xz00 


= —u(c)ptac)|' a] up) dx- ulol) 


Kzoo x=a+0 


—Do 


+ futo) da = 


= —u(a — 0)o(a — 0) +u(a+0opla +0) + f u'(x)olx) dx = 


a 


= s(a)p(a) + f u'(x)p(a) dx = s(a)5a (p) + u Xp). 


< De exemplu, pentru u = sgn şi a =0 avem s(a) = 1-(-1) = 2 şi u'(x)=0 
“pentru x # 0. Atunci (u')=0 şi formula (3) devine sgn’ = 28. 

" Mai general dacă u:R—R este o funcţie de clasă Ct pe porţiuni, cu 
“salturile Sp «-- Sp în punctele de discontinuitate x,, ..., x, atunci 


"3 p? 
(4) W= Ss +0). 


k=] 


4) Serii de distributii 

În analiza matematică, derivarea termen cu termen a seriilor trebuie e- 
fectuată cu multe precauţii. În cadrul teoriei distribuţiilor, apar unele facili- 
“tăţi care justifică succesul utilizării dezvoltărilor în serie. 

“O serie de distribuții fn se numeşte convergentă în”, cu suma 


fe Ø', dacă şirul aad til S, = fut... +f, converge către f, adică 
(Wee Z, lim slo) =f). 
TEOREMA 3.3. Fie {u}; un şir de funcții local integrabile 


u, : R — C, astfel încît seria > un să fie uniform convergentă pe orice 
nzi 


interval compact, cu suma u. Atunci u este local integrabilă şi privită 


în %, relaţia Fun =u poate fi derivată termen cu termen de oricîte 
n=l 

ori. 

DEMONSTRAȚIE. Fie s, =u+... +u, deci s, —> u, uniform pe orice interval 
compact [a, b] pentru n — æ. Atunci fancţia u este integrabilă pe la, ol deci 


ue L şi în plus, pentru orice ¢ € Ø, s, — ub uniform deci Sn 2n a U: 
Rezultă de aici că sP uP pentru orice p 2 0 deci 


d uP) zu. 
n=l 
Reţinem că din convergența în Y a unei serii de distribuții dotat posi- 
bilitatea derivării termen cu termen a acelei serii, noile serii fiind convergen- 
te în J’. 


476 MATEMATICI SPECIALE + TEORIE, EXEMPLE, APLICAȚII + (PARTEA H) 


Să considerăm funcţia continuă h : [0, 2m) > R, A(t) = 1/2 — PAn), prelun-. 
gită prin “dorita la R. Un calcul uşor arată că dezvoltarea ei Fourier: 


este h(0)=—-— aS (re) aceasta fiind uniform convergentă pe R, 
k20 


conform criteriului lui Weierstrass (reamintim că o serie 2 œ, este conver- 


Baog 


09 


gentă dacă seriile Yo, şi So, sînt convergente). Pentru t=0, rezultă că 
k=0 k=l 


2 


-AE E i 
dz = o (Euler). Conform teoremei 3.3, relația 
n-1" 


m i 
(5) hsz- Dfe e) 
k29 


poate fi derivată termen cu termen (în D’). Deoarece A(t) = 1/2 ~ t27) pentru 
te (0, 27), prelungită prin periodicitate, cu salturile egale cu 1 în punctele de 
discontinuitate 2kn, k € Z, rezultă s 


(6) (97 at D Sl- 2er) 
Dar din (5) (AY rezultă direct : (A) = — L Sein Comparînd cu (6), rezultă 
T keZ 
k0 


o formulă remarcabilă în Z’, anume: 


(%) 2 dt 27) = — 2 (e, 
(membrul întîi se ame succesiunea “periodică de Si cu perioada 


27).  Notînd t = mob, rezultă 8l- 2km) = -aC km = 8o- 2bk) deci 


2b 5 lw- 2bn) = X ginor . Această formulă va fi utilizată la demonstrarea 
n e £ 


teoremei WKS de eşantionare. 


3.4 Convoluţia distribuţiilor | 
Dacă f şi g sînt funcţii din 7 am văzut că există convoluţia lor Ph = f*g şi 
h e O. Adîncim studiul operaţiei de convoluție. O funcţie f :R—C se zice cu 
suport pozitiv dacă se anulează spre —» (adică există un număr real A astfel 
încît Ax) = 0 pentru orice x <A). Dacă f,g: R—C sînt două funcții continue 
pe porțiuni cu suport pozitiv, atunci există convoluţia lor h= f*g, 
h :R—C, definită prin 


(7) | h( = | fizgtt-2) dz 
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integrala fiind de fapt luată pe un interval compact deoarece există A, B 
stfel că Az) = 0 pentru z <A şi g(u) = 0 pentru u < B). Mai mult, funcţia A are 
uport pozitiv şi este continuă (aşa cum rezultă din proprietăţile integralelor 
u parametri), 

Este evident că f * g = g * f (făcînd schimbarea de variabilă u = £ ~z). 

Convoluţia este distributivă în raport cu adunarea (verificare imediată). 

De asemenea convoluţia este asociativă: dacă f, g, h : R —> C sînt func- 
ii continue pe porțiuni şi cu suport pozitiv, atunci f * (g +*+ h) = (f * g) * h, aşa 
um rezultă folosind regula intervertirii ordinii de integrare. 

Remarcăm apoi că dacă f şi g sînt continue pe porțiuni şi se anulează în a- 
ara unui interval compact, atunci aceeaşi proprietate o are şi f * g; în plus, 


Î pate) at= | az | pizate-2) az = | (| gt-2) dife) dz 


„Dar | sa —2) dt = f g(u) du (independent de z) şi rezultă relația 


-09 


(8) f page at= (| fæ) dX f gu) au). 


„Există rațiuni serioase pentru extinderea operației de convoluţie la cazul 
"distribuţiilor. Este necesară mai întîi introducerea noțiunii de suport al unei 
“distribuții. Se spune că o distribuție fe D se anulează pe un deschis 
"UcR dacă fọ) =0 pentru orice funcție de testare ș e J care se anulează în 
afara lui U. Suportul lui f este, prin definiție, mulțimea închisă Suppf = com- 
“plementara celui mai mare deschis pe care f se anulează. De exemplu 
 Suppâ, = (a) şi Suppu = [0, ~) (u fiind treapta unitate). Se poate arăta că dis- 
“tribuţiile cu suport compact sînt exact funcționalele R-liniare f: C7 — R cu 
“proprietatea că dacă y, este un şir de funcţii C” şi (Y) k 20, y,” este uniform 
convergent către zero pe orice interval mărginit, atunci lim fy) =O. 


Multimea distribuțiilor cu suport compact se notează cu £ '(6= C7). 

Fie f, g două distribuții din Ø, una avînd suport compact (de exemplu, 
Supp g = K este compact). Alegem o funcție de testare a: R — R egală cu 1 
într-un deschis care conţine K. Atunci convoluția } = f* g este o distribuție 
definită prin h(0) = Ay) unde y este funcția definită prin aplicarea distribuției 
g pe functia y —> aly)ẹ(x+y), adică y(x) = gly Xay) (x+y). 

Există încă un caz important cînd există f * g, anume cel în care 
Supp fc [0, o) şi Supp g C [0, o). În acest caz se modifică funcția y, luînd 
yx) = gy Xulx)vly)olx+y)), unde u, v : R — R sînt funcții de clasă C” egale cu 
O pe intervalul (—æ, —-2) şi cu 1 pe intervalul (-1, e), 

Definiția anterioară este mai dificil de justificat şi nu intrăm în detalii, 
mulţumindu-ne să observăm că dacă u, v sînt funcții local integrabile şi există 
u * y, atunci u*v =u*v (deci compatibilitate cu definiția convoluției din cazul 
funcţiilor). De asemenea vom da o listă de proprietăţi ale convoluţiei. 
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a) Dacă f,ge 7 şi f*g există, atunci există g * fsi f* g =g * f. 
b) Pentru orice fe D’, există f * 6 şi f+5=5+f=f. 

Într-adevăr, ô avînd suport compact K = {0}, rezultă că (Y) ġe J, 

F * 60) = fy), unde yix) = 5(y)(a(y)-b(x+y)) = a(0)-p(c) = ¢(x) deci 

F * 0) = A0) adică f * ô = f. 
c) Dacă f, g e Z şi dacă există f * g, atunci (Y) m 2 1, 

p g = (fg) =f*g (m), 

Procedînd prin iaca, este suficient de considerat azil m = 1. Din defi~ 
niție rezultă că (f*gyY= f *g şi aplicînd a), rezultă 

frg =g *f=g* = f*gy. 

d) Pentru orice fe 7 şi m >1,f = f* 5, 

Într-adevăr, f£ 09 = (6 + pi = 57) x f=f* 5. Reţinem că derivatele de or- 
din superior ale unei distribuții f se exprimă prin convoluţia lui f cu impulsuri 
Dirac de ordin superior. | 

Asociativitatea convoluției distribuţiilor nu are loc întotdeauna; de exem- . 
plu luînd f =1, g = 8, h = H, rezultă f * g) * h = (1+5) + H = 1*H=0*H=0, 
în timp ce f * (g * h) = 1* (6 * H) =]* H = 1+ 6= 1. Regula de asociativitate a 
convoluției a trei factori are însă loc dacă toți au suport conținut în [0, œ) sau 
dacă cel puțin doi au suport compact. 

e) Fie f,g e Z’ astfel încît să existe f * g. Atunci (v)a,beR, 
At - a) * git - b) =filt-a -b)+ g. În particular, au loc formulele de întîr 
ziere: St -a)*f=fit-a) şi 8-a) * St- b) = 8t ~a- b). 

Demonstrația rezultă direct din definiție. Distribuţia &(£ ~ a) coincide cu 5, | 
deci impulsul unitar aplicat la momentul a. Aşadar, prin convoluția lui ô, cu 
un semnal f, se obține întîrzierea lui f cu a. 


Remarcăm de asemenea că dacă A = $t- 2kn) este succesiunea periodi- 
he Zi 


că de delte, atunci (v)fe B, FEA = 2ft- 2kn), deci prin convoluţie cu A. 


un semnal se transformă într-o PEAT de translatate ale lui. Dacă - 
a: R — C este o funcţie de clasă C”, atunci 


UHA = ZARS- 2kn). 
keZ 


Un rezultat important, care subliniază rolul operatie de convoluție, a : 
constituie reprezentarea sistemelor liniare continue şi invariante în timp. ; 

Pentru orice te R şi pentru orice functie f: R —> C, notăm cu TJ: R- C, 
t > At) întârziata cu 7 a lui f. Operatorul de întîrziere T.: Z > Z, f— Tf se 
extinde şi la distribuții 7,: Z -> D’, Rt) > Rt-t). Un operator L : D -> D’ se 
numeşte invariant în timp dacă (Y)g e D’, (Y)te R, LTg =T Lg. Se poate 
demonstra că orice operator L: ->Z liniar, continuu [dacă 
TART atunci Lp, LA) ] şi invariant în timp, este un 
operator de convoluţie, în sensul că există şi este unic fe Ø’ astfel încît 
L =f* (de fapt f= LS este răspunsul-impuls). Demonstrația poate fi găsită în 
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[C 18]. Aşadar, sistemele definite prin operatori ca mai sus sînt de tip convo- 
„ Tutiv. 


APLICAȚII. 
1) Ecuaţii de convoluţie. Soluţii elementare 
Fie ag, ay, «+a, constante reale (sau complexe) şi ecuația diferențială lini- 


: n 
` ară de ordinul n, dare) = b(t), cub e Z şi necunoscuta x e W. Deoarece 
k=0 


n 
3 x k 5 j i À 
P m Gh x f, considerînd operatorul LL = Sas E L: — P, ecuația se scrie 
k=0 


a dn mod similar, dacă îp <t, <... <t, sînt puncte fixate, ecuația cu diferențe 


‘finite Sa „e =) b) se scrie Lx = b, unde L= Xa põe, *. 
$ k=0 | 
Aceste două situaţii dovedesc interesul pentru studiul ecuațiilor de forma 


“azx=bcua,be Z fixate. 


n n 
(într-un caz, a= Dad” şi în celălalt caz, a= 2a,ò, ). Considerînd 
k=0 k=0 
“operatorul L: Z > P’, xa *x ecuația se scrie Lx = b. Intrării 5 îi cores- 
“unde ieşirea L(ô) =a +*+ ô=a şi de aceea distribuţia a se mai numeşte răs- 
“punsul-impuls al sistemului L 
" Introducem acum o altă noțiune importantă. Se numeşte soluţie diemen: 
tară a lui L orice distribuție e e Ø” astfel încît Le = ô (nu este neapărat uni- 
că). Să notăm cu s mulțimea distribuțiilor x€ Z’ pentru care există e * x şi 
a*e*x. Dacă be %, atunci ecuaţia a * x =b are soluţie unică în.%, a- 
nume x =e * b. 
(Într-adevăr, a * x =a * (e * b) = (a *e)* b =ô * b =b deci x =e * b este so- 
“Tuţie. Apoi, dacă x, x, e X sînt soluții, atunci a * (x —x,) = 0 deci 
x = x, = Ô * (x - x) = (e + a) * (x -x,) =e * 0 = 0, adică x = x]. 
-~ Aşadar, prin cunoaşterea soluției elementare (pentru care a * e = 6), ecua- 
tiaa *x =b se rezolvă prin convoluția soluției elementare cu membrul secund 
al ecuației. 
EXEMPLU. Să considerăm ecuația diferențială liniară omogenă cu 


n 


coeficienți constanți Dax =0, n22 (a, = 1), Fiez = z(t) soluția ei în clasa 
k=0 

C”, cu condiţiile inițiale z(0) = 2'(0) = ... = 2%2(0) = 0 şi z%°7™(0) = 1. Atunci 

distribuția e = zH este o soluție elementară pentru operatorul L= Sa e pe 
k=0 

[Într-adevăr, avem e = z'H + zH =z'H + z8 = zH + z(0)6=zH, 

e" = 2"H +z' H = 2"H + z8 =z"H + 2(0)5 = z"H, e = 2" DH şi 

e) = z™H -+ 20 VH' = z™®™H + Pal: =z™H + z"L(0)-5 = z®H + 5, deci 
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n n-i i n 
Le= Jae” = Ja, C™H)+a, (CH +8)= (az )H+8=0H+8=8]. 
k=0 k=Q ke0 
2) Funcţii Green 


Fie o ecuaţie diferențială liniară omogenă 


La x +a (0x00 +... +a, (x =0; 


unde a, sînt funcții continue pe un interval I = (a, 6]. Conform teoremei fun- l 
damentale pentru problema Cauchy (corolarul teoremei V.2.15.),unica soluție - 
care se anulează în punctul a împreună cu primele n-1 derivate este soluția - 
banală x = 0. Fixăm un punct s e (0, B). | 

Se numeşte funcţie Green (G. Green, 1793-1841) a operatorului L în E 
punctul s o funcţie x : I > R, x(t) = K (t) care este soluție a ecuaţiei Lx = 0, pe > 
is), nulă împreună cu primele n-1 derivate în g astfel încît x, x’, pD să 
fie continue pe I, dar x" P(s-0) = 0, (n (s + 0) = 

Pe intervalul [a, s} funcţia Green este nulă die Cauchy în punctul o fi- 
ind nule) dar pe intervalul [s, B] datele Cauchy în punctul s nu mai sînt toate 
nule (primele n-2 derivate fiind nule iar cea de ordin n-l fiind egală cu 1). 

Conform teoremei de dependenţă de datele inițiale, funcția K£) şi deri- 
vatele ei (în raport cu 1 t) pînă la ordinul 7 n-2 depind continuu de s şi £ în n 
[o, B]xfo, Bl. T 

Pentru n = 1, ecuaţia se scrie x'+a,(î)x = 0 şi K (£) este soluție pe [| {s}, dis: 
continuă în s avînd graficul de forma din figura VIII.16 a). 


Figura VIII.16. | p 
Pentru n = 2 ecuația devine x"+a (Pra = 0, K (4) este soluţie pe T \ {s}, 
continuă pe I şi astfel încît K (s-0)=0, K,(s+0)=1; figura VIIL.16 b). 


Să considerăm acum ecuaţia Lx = b(t), cu b: [a, B] — R continuă. Arătăm 
că soluţia acestei ecuaţii astfel încît x(a) =x(0) =.. =x" blo) =0 este 


a +. | z | 
(0) =] K (Db(s)ds=| R„(Disăs (KÐ=0 pentru szt). (Într-adevăr, 


p a T 

GOE 
pipi a fa =b(s) ds, pentru 
de” | 


Q A 
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i q” 
lepenia Os% Lje Sa us) dsg 
d" K n-i s=t-0 n 
= j — b(8) ds + —- (t)b(s) = | = b(s) ds + b(t). 
ME: dt AP a 
=s +0 


Avem 
(EE al 
Lx = b(0)+ de tatn PP -+ ... t a (t)K,]b(s) ds = b(t), 


eoarece sa feză dreaptă este nulă. Aşadar, funcţia x verifică Lx = b şi evi- 
dent x(a) = x(a) =... = x” (a) = 0], 
: Ecuația Lx = b(t) poate fi interpretată ca “ecuație de mişcare". a unui sis- 
tem dinamic în care b(ż) este o "forță externă". Presupunem că b(t) este un im- 
puls unitar aplicat la momentul sg, adică b(t) = ô(t-sọ). Atunci soluția (răspun- 
sul) linii la a tva fi 


x(t) = í K(t)b(s) ds = f K,(t)ô(s-59) ds = K, (t). Deci (Y) s, t, K,() 


se interpretează ca răspunsul sistemului la momentul £ de îndată ce la 
momentul s 1 s-a aplicat un impuls unitar. [Relaţia K(2)=0 pentru t<s 
exprimă tocmai proprietatea de cauzalitate, în sensul că sistemul nu are 
răspuns anterior aplicării impulsului.] 

Remarcăm de asemenea că dacă b(?) este o sumă de impulsuri, atunci 
răspunsul sistemului va fi şi el suma răspunsurilor. 
În cazul ecuaţiilor cu coeficienți constanți 
Lo x tax +... a ta,X =0, te (cc, o), 


| z(t) dacă 20 
am văzut că soluția elementară este e =zH, deci e= | 0 dacă per 


unde z(ţ) este soluția ecuației pentru care z(0) =z(0) =... =2%2(0)=0 şi 
20) = 1. Aşadar, e = K (t) adică tocmai funcția Green la momentul s = 0. 


Apoi pentru orice s, te R, At) =e(t-s)=e* 6, şi K (t) este o soluție a ecu- 
aţiei La = 6, [deoarece L(e + 5,) = Lle) * 8, =5*6,=56]. 


EXEMPLE. 1) Pentru Lx =x’ + ax (a e R constant) avem e=e “FI, iar 


„3 shat 
pentru Lx =x" -ax, e= 
a a 
2) Să considerăm ecuaţia pendulului "liber" Læ =x" + œx =0 (0>0); în 


Sin QÉ 


cest caz e= H (deoarece soluția cu condiţiile z(0) = 0, z(0)=0 este 
o 


sint.: 


(4) = ). Dacă la momentul s se aplică pendulului un impuls unitar, 


0) 
tunci răspunsul lui la momentul £ va fi | 
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sint — s) 


E santal PR 
| Q dacă  f<s 


dacă 2s 


(n) (nl) 


3) Soluţia ecuaţiei generale x" +a” +... +a,x= bŒ) cub e 0, cu 


condiţiile inițiale nule în punctul ź este, pentru £ > tos 


A f 
x(£) = Íz, (7)b(s) ds = fau — s)H (t — s)b(s) ds = lst — s)b(s) ds. 
A tj i 
De exemplu în cazul pendului, dacă el este în repaos la momentul tọ şi 
primeşte “forța externă" b(t), atunci răspunsul lui la orice moment £ > £) va f 


È 
x(t) = Z f bís)sin už — s) ds, 
to 
o formulă remarcabilă. 


$4. Transformarea Fourier 


4.1. Definiţia transformatei Fourier a funcțiilor 


Dacă At), f: R — R este o funcţie continuă, nulă în afara unui interval com- 
pact (vom scrie pe scurt f € CO), se poate considera funcția F : R — C, definită 
prin : 


a) Fo = | fOe dt 


(integrala se consideră de fapt pe un interval compact). Conform lemei lui 
Riemann, rezultă că „im F(w) = 0. De asemenea, aplicînd proprietățile inte- 
w| >20 


gralelor cu parametri, rezultă că funcția F este de clasă C”; anume se verifică: 
uşor prin inducție pentru orice întreg k 2 0, 


(2) FO | Cit ferita, 


Asocierea R-liniară At) - F(o) are multe proprietăți matematice intere- 
sante, interpretări fizice sugestive (şi chiar implicaţii tehnologice excepționa- 
le!), pe care le vom derula în continuare. | E: 

DEFINIȚIA 4.1. Pentru orice funcție f: R -R continuă şi nulă în afara 
unui interval compact, funcţia F : R — C definită prin (1), se numeşte trans- 
formata Fourier a lui f. 

Vom nota pe scurt 

FAZ Fo) sau F(o)=Zf() sau F=f. 
şi asocierea f -> F se numeşte operatorul de transformare Fourier (pentru: 
clasa C? de funcții original considerate). De fapt F: CO >C", dar în continu-. 
are vom extinde în mai multe etape acest operator. di 
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5 Reamintim că dacă A(o, t), A: a, B] x [e, b] R este o funcţie continuă, 

: atunci 
i B 8 b B 

| dof Ao,t) dt = f at ho, 5 do 
a [și a 


7 a 
' (adică ordinea de integrare nu contează). De aici rezultă imediat că dacă 


f,g e CO şi dacă F = FF, G = Fg, atunci 
(3) [Figo dos | Gora) ax. 


Să presupunem acum că f: R — R este o functie continuă din L! (absolut 


integrabilă, adică f |f@|dt <<). Deoarece (Y) t, oe R, lei*|=1, conform cri- 


_teriului de comparație de la integrale proprii rezultă că integrala (1) este con- 
_vergentă şi astfel am realizat o primă extindere a transformării Fourier la o 


i 1 ; : 
clasă mai largă de funcţii [de exemplu, funcția f(t) = To nu aparține clasei 


CO, dar |felat=n]. 


LEMĂ. Fie w = fz) o funcţie olomorfă într-o bandă B = fz = x + iy! lyi <b}, 
unde b > 0 şi astfel încât |Ax + iy)| < g(x), pentru orice (x, y) e B, unde funcția 
g: R —> R, este continuă şi satisface condiţiile 


lim, g(x)=0, lim g(x)=0 şi f lg) dx < ce. 


Atunci integrala f f(x + îy) dx este independentă de y, pentru ly] <b. 


DEMONSTRAȚIE. Integrala este convergentă conform criteriului de compa- 
rație pentru integrale improprii. Alegem y4, Yo arbitrari cu —b < y; <yp<b şi 
considerăm conturul y închis din figura VIII.17. Aplicînd teorema Cauchy, 


rezultă | 
C) 0=] fe az= po fl) d+ pfe det] pof dz+ au Fe) dz 


Dar, 


` z=R+iy 7 
ofe = [R+ ii al < 


Yı 
Y; Y 
<Í [F(R +iy)| dy < f g(R) dy = 
Yi Yı 
= g(RXYs ~ y,) şi similar 
fguf O zl < eBay). 


Figura VIII.17. 
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z=x+iy 


R | -R | 
Apoi yfed = [Feriye si |pgf(âz= | festiva) ax. Păcină 
-R | 


R —> æ, relația (*) devine 
R -R . 2 ce 
lim | fc i) de+ lim f f+ îy2) d =0, adică f faci) dx= | fle i) dx. 
°R TR 0 -o0 


TEOREMA 4.1. Transformata Fourier a functiei f: R - R, f (=e 


co? 


este F: R —- R, Fœ) = Jre €. 

DEMONSTRAȚIE. Funcția f se prelungește analitic la funcția olomorfă 
fC -~ C, f(z)= e7", Fixînd b > 0 suficient de mare, avem |y! <b, 
pa (2) = f(ar+ iy) = le-ati” zei get şi putem lua g(x) = e*-* Atunci 
conform lemei, pentru y, = 0 şi y = y, rezultă 


F) á Pa aT a feao sg ti) fy Z 
w 

ri ~x +y +wy~ix(2 +00) a 
= fe 7 dx 
„ee baiia 


[Dăm o demonstrație "mai simplă" a teoremei 4.1.: avem 


p S e a a2 2 a2 Z è 2 
Pojale e ara |e* cos d i |e”? sinox dx = 2|e”* cosa de (pe 
oi m0 0 0 


motive de paritate sau imparitate a integrantului ). Atunci 


F'(0)=-2 f e% xsinox dx şi integrînd prin părți, rezultă F'(0)= -20F(0) 


2 a? 


deci F(o)=Ce 4. Făcînd w=0, rezultă Vn=C deci F(o)= ae 4 Sînt 
necesare unele justificări ale operaţiilor efectuate]. i, 


COROLAR. Fie a > 0 constant; atunci 
2 


A își] 
T m... 
-ot | 
Fe = jme 42, 
o 


DEMONSTRAȚIE. Avem 


2 
{ (0 | teor 4.1. 1 Tr e 
= — F] | = ne 


EXEMPLE. 1) De fapt teorema 4.1. oferă un prim exemplu important. 
Menţionăm că unii autori definesc transformarea Fourier prin formula 
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42 


1 f | 3 OR a 
(00) = = f f(t)e”* dt. În acest caz există o funcţie, anume f(1)=e 2, care 
NAT Lea 


a 


coincide cu transformata ei Fourier (Flo)=e 2). 


i: 
2) Calculăm transformata Fourier a lui f: R -> R, fŒ) = E 
pa Pi 

Aşadar, F(0)= f Iz“ Aplicînd prop. VII.4.14., rezultă pentru œ <0, 
: pnia | — caz 
© F(o) = 2ni Rez z|  =2mi = me”, iar dacă o > 0, atunci F(o) = ne™®, 
3 l+z2 z „0 ES 
deci F(o)= me”, (WoeR, 
; 3) Deoarece priit g oot se observă că dacă f are valori reale şi 


F(o)=ZF(t), atunci F-a) = Fœ. Din acest motiv, este suficient să cunoaş- 
` tem Flo) pentru o 0. 

4) Presupunem că f (6— Flo) şi calculăm transformata Fourier 
a întîrziatei cu ra lui f 


a l fetay | 
Zft-0= | pe-o "dt = Í fue du = ef). 


mei 


Aşadar, întîrzierea cu 7 revine la multiplicarea cu e, 


4.2.Formula Fourier de inversare 


Vom stabili un rezultat fundamental legat de inversarea transformării 
Fourier, care va permite stabilirea unei legături bilaterale între domeniile - 
timp şi frecvență. | 

Vor fi necesare unele pregătiri de analiză matematică. Dacă 7.) este un 
şir sau o familie de funcții, este util să indicăm condiţii în care se poate trece 
la limită sub semnul integrală, adică să se poată scrie relaţii de forma 


b b 
lim Î fu) dx = f lim f,(3) dx, ap € R, fiind fixat (o e R sau este situat în 
g d a GO 


vecinătatea lui 4; eventual & = n € N şi a = =). Dacă intervalul fa, b] este 
compact, funcţiile f, : [a, b] > R sînt continue şi şirul {f } converge uniform pe 
la, bi, atunci se ştie că relaţia anterioară are loc. Este însă necesar să 
extindem acest fapt. Familia (f,) se zice local uniform convergentă într-un 
interval Į pentru a —> a, dacă există o funcţie f astfel încât ei fa =f uniform 


pe orice subinterval compact al lui J; în acest caz, dacă f, sînt continue atunci | 

rezultă că şi f este continuă. | 
LEMĂ, Dacă o familie {f3}, £,.:I—R de funcţii continue pe un interval 

deschis I = (a,b) este local uniform convergentă către o funcţie f: 7 RR, 
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Beuiru a — Qy şi dacă există o funcție continuă şi pozitivă g astfel înci 


la dx <c şi F (x) |< g(x) pentru orice x € I şi orice &, atunci 


a 


ob b 
lim n | fa) dx = l fi) dx. 


DEMONSTRAȚIE. Ben onnea au sens deoarece f rezultă. 
continuă şi Rx) |<g(x) pentru orice x e I. Apoi pentru orice u, v astfel încât. 
a<us<v<b, avem 


| [A (ac) — f(x)] dxi < f I£ (x) flac) dx + ) g(x) dx + 2l g(x) dx, 


a u 
ceea ce arată că membrul întîi tinde către zero pentru a — Olo [Deoarece a 
pentru orice £ > 0 putem fixa u şi v astfel încît suma ultimilor doi termeni din `- 


E f 
membrul secund să fje < e, apoi alegem o suficient de aproape de o, astfel. 


€ 
încît şi primul termen să fie < 2. 


Vom aplica această lemă de mai multe ori în cele ce urmează. Mai întîi ne - 
prupunem să extindem formulele (2) şi (3) din 4.1. e 
TEOREMA 4.2. Dacă f:R-—C este o functie continuă şi : 


În Fac) dx <% pentru un întreg k2 1, atunci transformata Fourier i 


F = Ff este de clasă CŽ pe R. 


DEMONSTRAȚIE. Avem F(0 + h) - Flo) = | (ee e" _ ei] ar = 


ca 


5 fat -f (e! —1)dt. Dar funcția v(x) = e“ — 1 este mărginită şi 


0 


lim w(x) = 0. Atunci, conform lemei anterioare, 
x 


Fœ + A) - Flo) = Pa 'f@)-v(ht)dt va tinde către zero cînd A — 0, ceea ce 


arată că funcția F este continuă în orice punct œ. Împărțind cu A # 0, rezultă 
că ei 


F(o+h)-F(o) f sior VAE) 
EEE se A EROF ae 
h ME Ł 
E | vx) ce-l Jaa e ae ERE a e 
şi observînd că funcţia o este mărginită şi lim —— = -i, rezultă că 
x x baia - sa 


F(o+h)-Fl(o) P i a 
ip e există şi este egală cu [CiN edt, deci (Y) oe R, 
L= f i 


— 
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există F (0) = | ci fOe tar. Deci dacă tft) este absolut integrabilă pe R, 


atunci F este de clasă CL. Teorema rezultă aplicînd inducția după k. 
TEOREMA 4.3. Presupunem că f,g:R— NR sînt continue şi absolut 
integrabile. Dacă F=7f, G = Fg, atunci 


f Fogo) do= | Ga)f) dx. 
+ DEMONSTRAȚIE. Să alegem o func- 
ie continuă v:R—R astfel încît 
w(x) |<1 pentru orice xe R, v(x)=1 
jentru orice x € (—1, 1) şi nulă în afara 
unui interval compact. (figura VIII.18) 
Pentru orice £ > 0, considerăm func- 
ia f, : R > R, f(x) = v(ex)fix). Evident, 
yyxe R, Kæ ls< fi)| şi familia f, 
onverge local uniform către f pentru Figura VIII. 18. 

— 0. Totodată familia transformatelor Fourier [F (0) este uniform mär- 


inită, deoarece F (œ) | = j I (te "dts Îr. H| di < fi (2 dt, pentru orice 


bo 


| eR, e>0. În plus, F, converge sro către F pentru £— 0. Aceasta 
ezulţă din lema anterioară, observînd că (Y) œ@e R,ce>0, 


In (0)- F(o)< În -u(ex)] - If ()| dx. Formula (3) are loc în cazul cînd f, g sea- 
nulează î în gara unui interval compact deci are loc pentru f,(x), 
| g(x) = vl(ex)g(x) adică În, (o)g,(0) do = Ja, (x)f, (x) dx. 


Deoarece ORT converge local A iei către F(o)e(o) pentru e — 0 şi 
în modul este majorată de o constantă înmulțită cu (0) |, acelaşi lucru avînd 
„Joc şi pentru G,„(x)f,(x), lema conduce la egalitatea cerută. 
TEOREMA 4.4. (formula Fourier de inversare). Presupunem că 


f: R — R este o funcţie continuă şi f |/(£) at <. Notînd cu 


~w 


F(0) = f f (t)e dt transformata Fourier a lui f şi presupunînd că 


"OD 


f Flo do< œ, rezultă 


0O 


(4) fo =— LÍ Pwe" do, pentru orice te R. 
TE —0 
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. | _ A 
DEMONSTRAŢIE. Fie £ > 0 arbitrar fixat şi funcţia g : R -> R, g(x)=e 2 


w? 


m Aa | ace 
e 2 (conform teoremei 4.1) 


Transformata Fourier a lui g este G(0o) = 


E 
şi conform teoremei 4.3, rezultă relația 
| eo? 
(5) Ile) ii 2r je e 27. f(x)dx. 


n 


Făcînd e-»0 şi aplicînd lema anterioară, membrul întîi tinde către 


Í F(o) do. Arătăm apoi că lim ja e 25 F(x) ax = f(0)- Jan lÎntr-adevăr, da- 
0E 


că P s-ar anula pe intervalul  |-1,1], atunci am avea 


l fa] 
- je ei e 2 . f(x) dels e Ei f IFœ|dx şi făcînd € — 0 se obţine relația dorită. 


“Apoi dacă f s-ar sate n afara unui interval compact, atunci am avea 


1 -2e xseu F Rs | 
mi e 2 f(x)dx = la e ? -f(eu)du şi aplicînd încă o dată lema, aceasta ar 
ni e ae 


tinde către f(0) e è 2 du = F0) VIn pentru € -> 0. În fine, în cazul general, | 


alegem o funcţie v ca în demonstrația teoremei 4.2. şi scriem f= (1 -v)f+ vf, 
observînd că (1 — vy se anulează pe [-1, 1], iar vf este o funcţie continuă nulă 
'în afara unui compact deci pentru aceste două funcţii are loc relația cerută şi 
rezultă prin adunare că aceeaşi relaţie are loc pentru fl. Aşadar, făcînd £ — 0, 
relația (5) devine | 


(6) j Fio do = 2r- F0). 


Am demonstrat deci că pentru orice funeție continuă şi sacii integrabilă 
f are loc relația (6); în particular aceasta. are loc, fixînd te R, şi pentru 
functia A: R = R, hix) = fx + t). Transformata Fourier a lui h este 


xeu “E | 
ao) EN - fro -iotutgy e| Fo. 


Formula (6) devine | Fo) do = 2n- hO) adică 


Floe do = 2r- F), (ve R, tocmai formula (4) căutaţă. Teorema 4.4 este 


demonstrată. 
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Fie Ri, f: R — R o funcţie continuă din clasa A de indice sọ şi - 


f a F(s). Atunci F(s) este olomorfă în semiplanul drept Res > so (rekes 
ma 2.2). Fie s = g + iœ şi pentru o > sọ fixat considerăm funcția 


g: R >R, gt) = AL). e“ , Deoarece (3) M 2 0 astfel încît |f (pls Me”, rezultă 


{s o OH A = 


lee) < Me“ pentru orice t20 şi cum f me , se obţine că 


ge Li. În plus, 
ZIF = Í Fedt = | Mete tai = [aoet Fig) - 


ceea ce arată PE pesta strînsă anti între transformata Laplace : a lui fO şi 
transformata Fourier a lui gt). . 

Ca primă consecinţă a formulei Fourier de inversare, vom stabili formula 
Mellin - Fourier de inversare a transformării Laplace. 

COROLAR 1. (Mellin - Fourier). Fie f:R—Ro funcţie continuă din 


clasa / (cu indicele z şi f (tjata F(s). Atunci penen orice 0 > sọ fi- 


xat şi (V)t>0, FŒ -> “| Eloe"ds - Y Rez F(s)e’ i a suma este fä- 
$; aiso ` 

: cută după singularităţile lui F(s) situate în semiplanul Re s < o (presu- 
: puse în număr finit). 

: DEMONSTRAȚIE. Am văzut că 


P(s)= = Í (Oet dt, deci g(t) = E Ly Floe tat J= — 1f F(o+ iedo. 
T -09 gi aam "40 


ae cu e”, se obține 


Aper 1f Flo+iw)j: edo 


Tos E fi 
Pe de altă parte, punînd s=o0+10 (cu O> sgp fixat: şi denni: că 
= ds =ido, se obtine tocmai formula din enunţ (în care integrala se face de-a 


“A Gica “4 
KA A 

A So o 6 

// [o-i 


Figura VIIL.19. 
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lungul paralelei prin o la axa imaginară). 
„„Aplicînd teorema reziduurilor pentru conturul din figură cu R>0 o. 
suficient de mare şi folosind lema Jordan (pentru R — œ ), se obține şi a doua z 
relație din enunț. k 
COROLAR 2. Dacă f, g e 0 sint continue şi data Abe ta), atunci 
f=g. 
Demonstrația corolarului 2 rezultă direct din formula Main Ponriai 
Teorema 4.4 şi ia 1,2 se extind la funcții continue pe porțiuni, 


înlocuind fiî) cu zf (£+0)+ f(t-0)], pentru orice £ 2 0. 


OBSERVAȚIE. NR nu numai din punct de vedere istoric, să reluăra 
raţionamentul care l-a condus pe Fourier la consideraţiile anterioare. Se ştie i 
că dacă f: R — R este o funcţie periodică de perioadă 2, continuă pe porțiuni S 
şi cu derivate laterale finite în fiecare punct, atunci notînd 

fie i di 
SI EQF i aa are loc formula de reprezentare în serie Fourier. 


EG = a PE cos T +b, sint) (v)te R 
unde 
o = Sros E dn şi bp == frost (k20) 


(ceea ce revine la reprezentarea semnalului f ca suprapunerea a oscilaţiilor lui 
armonice de diverse ordine). 

Fie acum f: R—R o funcţie continuă pe porţiuni, cu derivate laterale 
finite în fiecare punct, dar nu neapărat periodică. Fourier a avut ideea de a 
asimila funcţia f cu una periodică, de perioadă tinzînd la infinit. lată cum. Să 
notăm cu f, restricţia lui f la un interval [-l, Î), prelungită prin periodicitate 
la întreg R. Atunci putem aplica formula anterioară de reprezentare şi 
rezultă. 


ji cd (fe krx krt l1! „RT Rat 
Ate) = ae dx + 5|} jron cos — de post + +] [rosin ax in t = 


a N 
2 jr dx zi | pen cosE cost + sin HE gin E da == 


= 1i ff) + y a - x) dx 
212, mU l | 


e” + ei 
Dar cosu = e Ati, (V)ueR deci 


Et x). 


e RT l 
f (£) = ro dx +5, zile 4 + aia ii 
iz 12 


k= 
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 Notăm œ = şi rezultă 


fi (4) = ză Ea 5 | pozeitate- das = a 
E =. 


E | Feta de 


T kamoo 
În fine, notînd œ, = ko, = O ko = (k — Do = O, — Oy, formula anterioa- 
ră devine 


at, "A a 
= -} 7 i k 


Pînă acum totul este riguros. Fourier a dedus de-aici, făcînd 1 — o, că K 


„tinde către f şi că la limită rezultă formula 


(7) (= zÍ dw f fo)e "ax, VteR 


"~OJ 


ie ceea ce se numeşte Me dé reprezentare integrală a lui Fourier. 
Din (7) rezultă 


pas A tă | Faje ue da = A Flo)e*do, 


deci tocmai formula de inversare. Dar conditiile în care are loc formula (7) şi 
" demonstrația corectă nu sînt uşor de stabilit. Am fost de aceea nevoiți să 
adoptăm o altă prezentare a transformării Fourier. 
NOTĂ ISTORICĂ. Aşa cum s-a mai întîmplat în istoria ştiinţei, o iu apă- 
rută într-un domeniu particular poate deveni un instrument cu largi disponi- 
bilităţi de aplicare, pînă la universalizare. J.B. Fourier (1768-1830), întors în 
1800 din postul de guvernator civil al Egiptului în timpul lui Napoleon, a în- 
ceput studiul ecuaţiei care descrie difuzia în timp a căldurii; a fost condus la 
ideea descompunerii soluției în armonicele sale, prezentînd-o, după mai mul- 
te dificultăți şi chiar ostilități din partea oficialităților academice ale vremii 
în celebra sa carte "Théorie analytique de la chaleur" (1822). Dar metoda sa s- 
a dovedit extrem de fecundă. Seriile Fourier permit astăzi descompunerea 
semnalelor în armonicele lor, iar transformata Fourier ("'transfurierea”) per- 
mite o trecere sistematică de la semnale în timp la spectrele lor frecvențiale şi 
invers. Se spune, exagerînd puțin, că radiotehnica (respectiv televiziunea, 
holografia şi tomografia) înseamnă "transfuriere” 1-dimensională (respectiv 
2-dimensională, 3-dimensională). După ce Maxwell a stabilit în 1873 ecuaţiile 
cîmpului electromagnetic, analiza Fourier a devenit esenţială pentru studiul 
undelor electromagnetice ca şi ale componentelor lor armonice. - raze X, 
lumina vizibilă, microunde, radiounde ete. Posibilitatea descompunerii sune- 
tului în componentele lui armonice permite recunoaşterea vocii umane şi ace- 
laşi lucru este valabil şi în recunoaşterea şi prelucrarea imaginilor. á 
Calculul transformatelor Fourier se face astăzi prin proceduri speciale ca: 
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algoritmul TFR (transformarea Fourier rapidă), algoritmul Winograd ete, 
implementabile pe calculatoarele moderne. | 
INTERPRETĂRI FIZICE. 
Transformata Fourier F(o)=ZIf(t)) a unui semnal f(t), în conditiile 
teoremei 4.4. se mai numeşte spectrul în frecvență al semnalului f (£). | 
Pentru orice frecvență o (măsurată în Hz), avem 


F(o)= [fe dteC, 
deci avem o scriere de forma F(w) = Al@)e®®; A(0)=|F(0)| este o funcţie. 
reală numită amplitudinea în frecvenţă a lui f (£) (A(0) se măsoară în deci- 
beli), iar b(w) = arg F(œ) mod 2n se numeşte faza în frecvenţă a lui ROR 
(măsurată în radiani). o a K | S. 

Funcţiile de forma t — ae™ (respectiv t — a cos ot sau £ -> a sin of; a >0, : 

w > 0 constante, se numesc oscilații armonice deoarece ele reprezintă miş 

carea uniformă în lungul unui cerc şi respectiv proiecţiile acestei mişcări pe. 

axe. Toate au frecvenţa de ge perioade în unitatea de timp, iar numărul real . 
T | 

a este tocmai amplitudinea oscilației. Să presupunem că funcția f (t) este o . 

mărime fizică variabilă în timp (pe scurt un semnal). Dacă f are valori com- ` 


plexe, ea măsoară simultan doi parametri, iar dacă ia valori reale (ceea ce . 
vom i presupune), f reprezintă un singur parametru fizic. Din formula de in- 


versare f(t) -+f [Foo deoarece integrala este o limită de sume 


Riemann, A i considera că f pia aproximată cu o combinaţie Îi a ja OS- `: 
cilații armonice cu amplitudini variabile. Aceasta este o formulare "filozofică" < 
a formulei de inversare (teorema 4.4.). Funcţia F este atunci o rezoluţie de 
frocrehtă a lui f, adică ea listează amplitudinile F(w) ale oscilaţiilor armonice `: 

“ din care este compusă f. De exemplu, faptul că F se anulează într-un - 
E al înseamnă că oscilaţiile armonice corespunzătoare nu apar în f, iar ` 
dacă IF] este mare într-un interval şi mic în afară, atunci f este dominat de d 
oscilațiile armonice din acel interval. i i 

„Analiza dualității timp- frecvență, realizată prin icazifortănda Fourier, 
este departe de a fi epuizată. În 1983 matematicianul american Ch. Feferman 
a publicat un articol intitulat "The uncertainty principle” (Bull. American 
Math.Soc. vol.9, 129-206), în care dezvoltă aparatul Fourier multidimensional 
şi deduce rezultate profunde de mecanică cuantică, referitor la structura ato- 
mică a materiei, legăturile chimice etc. 

Schema generală de utilizare a transformării Fourier şi a formulei de 
inversare în practica şi teoria comunicaţiilor este indicată în figura VIII. 20. 

„ (Prin transmisie apar erori care pot fi minimizate prin tehnici de piirava, 
separare de reom sau prin PEONES i Sat -i 
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transf. inversare 


Fourier Fourier 
t Canal de 
transmisie 


Figura VHI. 20. 


Receptor 
fit) 


4.3. Proprietățile transformării Fourier 


După comentariile anterioare pe care le considerăm utile şi stimulatoare, 
‘încercăm o sinteză a rezultatelor anterioare, adăugînd unele noi. 
1) Dacă f: R—R este o funoţie continuă din Li, deci firola<a, 


: atunci binomni ei Fouriei 


F:R=> C, F(o)= Î f(t)e”"“dt este o funcţie continuă şi mărginită. 


Continuitatea a fost deja probată; apoi să observăm că (vV)w e R, 


IF(o)l= fraes f Flat. 


-c9 


Acest rezultat are loc îi în cazul cînd f este continuă pe DORU În plus, 
reamintim că | lim F(0) = 


LD j -00 
EXEMPLU. Fie semnalul dreptunghiular f : R -> R, 
A i 
Ł a ina 
m= A dacă e| z?’ E 


0 în rest 


Transformata lui Fourier a lui f este F: R Č, g 


z 
a hi 4 
F(o) = [Aetat = A feira- A A G Dane a | 2Aan(o7) 
pan O) 0) 2 


7 
pentru oz 0 şi F(0) = AT. Introducînd funcția de eşantionare (“sinus atenu- 
at") sore Aedcăl 

SAE dacă x#0 oT 
sa : R -> R, sa (= X se observă că F (œ) = ATsal——). 
1 dacă x=0 

Figura VIII.21 exprimă proprietăţile menționate. 

Notăm cu Ø, spaţiul vectorial real al funcțiilor R — R continue pe porțiuni 
şi absolut integrabile şi cu 7, apamu iii jal acte continue Li > c D pS, 
tinzînd către zero spre t æ. | | 

2) Transformarea Fourier este un i soia R- liniar 


FO o. 
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LOAD Fo) 


ge Figura VHL.2L | | 
În plus, dacă f,f'e0 „lim AD =0 şi f(0)—2Plo), atunci 
fso o 
FIFE} =ioF (o). 
Într-adevăr, . . 


FIED = [Fear = fie] + io ffe idt 


... Do 


“(Dag lim F(0=0 şi le-io|=1 deci FIFO = ioF IFO. 
ti—ose 


„Mai general, ZIf(0)) = (io) F If), în condiţii transparente asupra lui f. 


3) Dacă f: R — R este o funcție din 2 !, f(5)—7—F(o) şi dacă À, 7 
1 


sînt constante reale (å z 0) atunci ft) e i B şi 
Fit — 7) Eug it Pl), iar f(e it —F o F(o + À). 

Demonstrația este evidentă. ai 

4) Dacă f:R—R este o funcție de clasă C2 şi dacă xf (x), 
x fx), xfx) sînt mărginite pe R, atunci are loc formula de inver- 


sare: 


(DER, f0) => [Fiodeiedo, unde Fo) = FIF). 


i DEMONSTRAȚIE. Deoarece există M > 0 astfel încît lx? fœ] <M pentru 
orice x € R, rezultă |f (x)| < sd deci f este absolut integrabilă pe (—, —1] şi pe 


[1, æ), deci şi pe R. Apoi integrind de două ori prin părţi se observă că w F(%) 
este mărginită deci F este absolut integrabilă pe R şi putem aplica teorema 
4.4, | i | 
;.. OBSERVAȚIE. Transformarea Fourier există mai general, pentru funcţii 

din Li! (absolut integrabile), iar formula de inversare are loc în condiții mai 
largi. Un defect al transformării Fourier ca operator O, > A este asimetria ei 
şi dificultatea verificării condiţiilor de inversare. Acest defect poate fi înlățu- 
rat trecînd la spaţiul 12 al funcțiilor de pătrat integrabil. Reamintim că spati- 
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ul [= Ira C, [re arce este un spaţiu Hilbert relativ la produsul 


pa 


scalar < f, g >= f FÐ glt) dt. Se spune că feste limita în L? a unei familii {f} 


pentru & — %y dacă |f, -f| 0; se serie f= li.m. fg- 
| Dacă fe L? este fixată, atunci pentru orice 7>0 se poate consina 
"fereastra" fp a lui f în intervalul [-T, T], adică eh 


FO a dacă tel-T,T] 


în rest 
şi are sens transformata Fourier a lui fp. Se poate demonstra că i 
Flo) =lim. F; „ (0), că Fe L? şi că operatorul F: Far FO Fo 


este un operator C - liniar şi un izomorfism de spaţii Hilbert, cu păstrarea 
produselor scalare; în particular (V)f e PRE 4 t) Fo), avem 


2|f[; =|F|} adică 
(8) 2n firo P dr = Jiro do. 


-00 


Semnalele din L? se mai numesc enade de energie finită şi dacă 


fe L’, numărul pozitiv |/| = ( fl FE) P dt? se mai numeşte energia semna- 


OO 


lului f. 

O altă extindere importantă a operatorului Fourier a fost descoperită de 
Laurent Schwartz. El a introdus clasa Za funcțiilor f: R — C care sînt de 
clasă C” şi pentru care toate produsele x f” (x) de puteri naturale ale lui x şi 
derivate ale lui f sînt funcţii mărginite | avem evident DC Sf ce, SE L și 


ZEL? într-adevăr, dacă fe Z, atunci există M > 0 astfel încât |x2f (ac) |<M | 


PEN M . 3 
pentru orice x e R deci (ac) |< ~z şi rezultă fe Li şi apoi | xtf? (x) |< M?, deci 
x i 


2 iza 
Iwl H deci f? e L, adică fe L”: 

Un exemplu tipic de funcție din Z este ft)=e ai , Funcțiile din Pse mai 
numesc rapid descrescătoare (spre — şi +). Este evident că f este un 
spaţiu vectorial (complex), că derivatele şi produsele cu polinoame ale unor 
funcţii din Zrămîn în /. O a remarcabilă este următoarea: 

5) Dacă fe şi PU ii Fo), atunci Fe 7. | 

Într-adevăr, deoarece £ At) este absolut integrabilă Citi: orice k > 0, 
atunci conform teoremei 4.2., F este de clasă C”. În plus, 


F'(o)=-i reci F(2) dt şi o Ia prin părţi arată că . 


ce 
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b > b ` ” ` 
io fe™™™ Fo) dt = fe f"(6) dt + ei f(a)- ef). 
a a 
Făcînd a — ~~, b — co, rezultă ioF (w) = je f(t) dz, deci aF(0) este măr- 
ginită. Deoarece tft) şi f(t) sînt din clasa A, iterînd raționamentul, va rezul- 
ta că F aparține clasei Z 
6) Fie fg: RR funcţii din clasa co ( a funcțiilor continue nule în afa- 
ra unui interval compact). Atunci notînd F=7f, G = Ze, avem 


(9) Fifa =FIf-Zig)= 
(10) (VtER, (F18) == | FO)Go)e do 


DEMONSTRAȚIE. 
zip eo) = = f F gt) edt = e-imaz. [f (z)g(t- 2) dz = 


“m OI -00 


= jf) dz fet- z) e”! dt esta [fæ az tu du = 


ce mpa -00 


=( =] f(e) e? dz) J glu) e% du) = | (Fo) si ao) 


pentru « orice Q € R. Formia (9) este stabilită. Formula 19) alte direct din 
(9) prin aplicarea formulei de inversare. 
In aceleaşi condiţii se poate aen şi formula : 


OO wf F(@-~v): G0) dv.. 


ENEA DIR A FIZICĂ. = gai că funcția F Est o orani de frecventă 
a lui f, în sensul că ea listează amplitudinile F(œ) ale oscilaţiilor armonice Pani 
din care este compus semnalul f. Funcţia g apare ca un filtru de frecvență 
(sau un rezonator). Convoluţia lui f cu g distruge toate frecvențele din f care 
nu apar în g: Rezolutii de frecvenţă sau filtre apar peste tot în natură şi în la- 
boratoare. Ochiul uman realizează o rezoluție de frecvenţă a luminii (reţinînd 
doar anumite componente), urechea face acelaşi lucru pentru sunete şi un 
filtru trece-bandă lasă să treacă undele electromagnetice cu frecvenţe dorite 
şi absoarbe pe celelalte. Dacă f conţine toate frecvențele şi g este variabil, 
atunci formula (10) arată că f*g poate fi oricît de aproape de orice semnal 
prescris, Acesta este sensul unei teoreme celebre a lui N. Wiener (1894-1964), 
demonstrate în 1930: dacă f, h e Li şi dacă (v)oe R, F(o) + 0, atunci (vV) £ > 0 
există. o i ct gr de clasă C’ nulă în afara unui interval compact astfel încît 


jl (Pr g0)- hi) ldi <e 


09 


Aceasta a fost începutul teoriei filtrării şi predicţiei, care a cunoscut o 
dezvoltare extraordinară, mai ales datorită aplicaţiilor militare. 


CALCUL OPERAŢIONAL 497 


Din relația (10) rezultă pentru t = = 


[Fog z) d= 2 [Foco do 


00 


 Luind glz) = f(-2), rezultă G(o) = E şi se obține formula lui Parseval: 


2n [IF Pdt = IRO Pao 


e] 09 


Dacă At) reprezintă intensitatea (la momentul 7) a curentului într-un 


circuit electric, atunci integrala f f(t}? dt este energia degajată de circuit da- 


Da 


că rezistența este egală cu 1 ohm. Mărimea z- F(o) 2 do reprezintă energia 
T 


degajată de armonicele lui At), dispuse într-o bandă de frecvenţă de lățime do 
şi conținînd frecvența w. Funcţia IF(w)|? caracterizează repartiția energiei pe 
frecvențele armonicelor lui ft) şi de aceea ea se numeşte caracteristica 
spectrală energetică a lui £). Relaţia lui Parseval exprimă o lege de 
conservare a energiei prin transfuriere,. 

Dăm acum o altă aplicaţie. 


Să presupunem că f este de clasă C, Imn f (4)? =0 şi f f Wta- 1, deci 


~oa 


[IR Pdo = 2n. 


i e 


Atunci are loc inegalitatea 


Tipt r 2 1 
(11) (j: f(t) a fo IF(o)| Di: 


DE". Dă 


numită neîntîmplător relaţia de incertitudine. Într-adevăr, să considerăm 
integrala 


I(a) = flf + O dt. 


vo 


Evident, (v) a eh, I(a)>0. Pe de altă parte, 


I(a)= a? f PF dt + 2a FOF Edt + f poat, 


—20 0 


Dar [JEO Od =f - j (fF + fat = -1- f ff'dt; deci 


0 


ji dé = —— =. Apoi jr (2) dt = [oA Fo Pao do loposepe A H- siaFla)). 


w EX -09 


În ai a 


I(0) = a? f PFP dt+a+ f o Fo) do. 


=“ — 00 
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şi acest trinom de gradul doi este pozitiv pentru orice a e R deci discriminan- 
tul lui este < 0 şi se obține (11). 

Relaţia (11) are o interpretare interesantă: de îndată ce spectrul în frec- 
vență Fw) este concentrat (adică devine mic în modul cu excepţia unui inter- 
val mic), semnalul în timp are o durată mare. Dealtfel dacă F este mic pentru 
lo |, mare, f conține puţine frecvenţe înalte şi este o funcţie cu valori 
dispersate. Pentru a concentra f trebuie să crească gama de frecvenţe înalte 
ale ei. 


4.4. Transformarea Fourier al distribuţiilor 


Pînă acum am definit transformata Fourier pentru diverse clase de funcții 
(CO, L,I, 7) şi implicit am putut vorbi de spectrul în frecvență pentru di- 
verse tipuri de semnale. Şi totuşi nu am acoperit toate cerinţele, impunîndu- 
se o nouă extindere a aparatului transformării Fourier pentru a cuprinde 
funcţiile constante, polinoamele, treapta unitate, impulsurile etc. Am in- 
trodus anterior clasa / a funcţiilor w:R-—C rapid descrescătoare. Un şir 


(Vaz de funcţii din 7 se consideră convergent către zero (şi se scrie 


Y, ——=- 0) dacă pentru orice întregi j, k > 0 şirul de funcţii (x y”) 


converge uniform către zero pe R. 


DEFINIŢIA 4.2. Se numeşte distribuţie tenman orice aplicație 


C - liniară f: /— C astfel încît ori de câte ori y, —>——->0, rezultă 


lim f(y,„)=0. Se notează cu ./' spațiul tuturor distributiilor temperate. 
nR- 


n21 


Deoarece Z c Z şi este dens în A, rezultă că /' c ' (distribuțiile tempe- 
rate fiind exact acele distribuții din Z’ care admit o prelungire continuă de la 


D la Z. 
EXEMPLE. Dăm o listă de distribuții temperate pentru a dovedi importan- 


ţa noțiunii. 
1) Fie f: R > C o funcție continuă pe porțiuni astfel încît să existe M > 0, 
n > 0 cu proprietatea că | fOlsMa+lt h” pentru orice / suficient de mare (0 
astfel de funcție se mai numeşte temperată). Apoi, pentru orice y e există 
M, > 0 astfel încît (e) Is MU + [y2 pentru orice |ż| suficient de mare. 
Rezultă atunci că f -y e I} şi are sens functionala f: =C, definită prin 
fay) = f f) y(t)dt care determină o distribuţie din /”; deoarece asocierea 


f — f este injectivă, funcția f se identifică cu distribuţia temperată f În par- 
ticular, constantele, polinoamele, funcțiile continue mărginite, treapta unita- 
te, sgn, funcțiile-spline etc. pot fi considerate ca apartinînd lui 7”. Am arătat 
totodată că L c 7’. Deoarece /c I rezultă /c/! Se poate arăta dease- 
menea că L/ c.s. Totuşi L. Z (căci funcţia f(t) =e" este continuă deci 
local integrabilă dar distributia f nu este temperată). 
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: 2) Distribuţiile cu suport compact sînt temperate adică £'c7/'; 
într-adevăr, pentru orice f € g’, f:£ — C, restricţia f| „aluifla Zeste func- 
„ ională liniară şi continuă prin şiruri (dacă Yy, — 0 atunci 
ETA — 20); în plus asocierea f — fi „ este injectivă deoarece spațiul Zeste 
- dens în g. 

Această injectivitate arată în ce sens este considerată incluziunea £ c Z”. 

În particular ô, 5, 5”, etc. avînd suport compact (redus la origine), ele vor 
fi temperate. 

Se poate arăta că derivatele unei distribuții temperate sînt temperate. 


Deoarece funcția 
[rinli-t  dacăt# 0 
h: R => R, h = ` 
Q dacă t = Q 


este temperată, rezultă că ke / deci VPĖ)= he. 


DEFINIȚIA 4.3. Se numeste semnal Ga orice element din 

Aşadar, funcțiile din Li, Lf, A Ø, polinoamele, funcțiile continue pe porți- 
uni şi temperate, $, $, etc. sînt semnale în sensul definitiei anterioare. 

Spaţiul Z' are multe proprietăți bune, dar cea mai importantă disponi- 
bilitate o constituie faptul că orice distribuţie fe./' are o transformată 
Fourier, anume distribuția Fp: Z — C, definită prin 


(1) Fay = FF), Cv e 7 


(pentru orice funcţie we / ştim că funcţia Flwl aparţine lui 4, cf. 
proprietăţii 5) de la punctul 4.3.; aşadar, membrul secund al formulei (1) are 
sens bine determinat). Se poate arăta că dacă fe LI sau fe LF (deci fe 7), 
atunci distribuția F, se identifică cu distribuția asociată transformatei 
Fourier uzuale a lui f, ceea ce este un rezultat liniştitor (arătînd că extinderea 
transformării Fourier este compatibilă cu rezultatele de pînă acum). De 
asemenea, se poate arăta că dacă fe." are suport compact, atunci F, este o 
distribuție regulată. 

Dacă L:v(t)— x(t) este un sistem liniar (ca operator între două spaţii de 
F x(t) 
F lult) 
Fourier ale ieşirii şi intrării se numeşte funcția de transfer în frecvenţă a - 
sistemului L. 

EXEMPLE. 1) Determinăm transformata Fourier a distribuţiei ô. Conform 


(1), avem 


funcții sau distribuții), atunci cîtul P(0)= între transformatele 


RK = By) = Fiyon = [wear = fyd = 10) 
=? o0 -e | 

pentru orice y €e Z. Deci F; = 1. 
În mod similar Faw = (io), (V)k 21. 
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2) Dacă f: R -> C este o funcție temperată, atunci 
i r . £ 
ulr -|t| F02 fE) pentru r > e. Deci F; (w) = lim | f(t)e”i* dt 


(limita făcîndu-se în /”). În particular, dacă f(t) = e* (k e R constant), atunci 


| fite” dt = Cat dacii 
w-k 
Dar lim 2sinr(o 4) _ 


Aa tosk 


= 2n6(0 — k) deoarece 


k = 0 se obţine F, = 215. 

Fără a intra în detalii, dăm o listă de proprietăți : 

a) Dacă fe, atunci F, e Z şi operatorul Fourier F: > s’, f> F, 
este un izomorfism C - liniar; inversul F”! asociază oricărei SIR REA ger 


distribuția F,., definită prin F; =P ), pentru orice ye/ (se 


gl 
notează y) = w(-2)). 
b) Pentru orice fe", notînd g = F, avem F, = 21 f ( f este distribuția 


f-t), deci Fy) = FOY) pentru orice ye.z ). 


c) Pentru orice fe 7” ṣi (Y)n 20, F,™ = ap pr şi Fm = (î0)” F; 


d) Pentru orice fe 7”, tp k € R, Frau) Se tg s Şi Flo tk) = F iu 
e) Dacă f, ge”, cel putin una avînd suport compact, atunci Freg = Fp Fg 
Indicăm acum o listă de transformate Fourier: 


a 
(33 TC RE 


A salki) >0 ulw +k)- ulo -— k) 
D a 
pe 
"ult k>0 k-i® 
o tke 
3 A T 
Xa ari 
EIB ERIE CER NR TOEA 


3 
"3 
V 
D 


îi, 


L 


o 


CEIA eticii rrreererermerere yoran reerrenen 
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TODE 
| nislo + k)— 5(0w -k)] 


{9 
n80) + VP} | 
0 , 
_2ivp() 
( 


in 
pat = 
i e 
a 
sh 
Pa 
M 
xi 


l n 
ojei 
> 
ii 
& EA 
i 
Si 


Remarcăm de asemenea că succesiunea periodică de delte 
A= S(t-nT), T >0 are transformata Fourier 


ne 
Pe SR -inTo = -inTo _ 21 
Fa = Fun) si Je Fe = Je = 


neg neZ neZ 


Zann 
Slo ———). 
(0 T ) 


neZ 


4.5. Aplicații ale transformării Fourier 
1) TEOREMA de eşantionare (WKS) 


Rezultatul demonstrat aici este fundamental în teoria semnalelor, 
deoarece el arată în ce condiții un semnal continua! este determinat prin cu- 
noaşterea doar a unui număr discret de valori (eşantioane) ale sale. În forma 
pur matematică teorema de eşantionare WKS a fost obținută de matematici- 
anul englez Whittacker în 1915, regăsită de inginerul rus Kotelnikov în 1933 
şi pusă în valoare, aplicată sistematic în tehnologia comunicaţiilor, de ingine- 
rul american Cl. Shannon după 1948. 

Pentru orice a > 0 notăm T, =(f:R—RIfe L? şi fŒ) =0 pentru lelza}; 
un semnal din T, se mai numeşte de durată finită, concentrat pe intervalul 
l-a, a]. De asemenea, pentru orice b>0 notăm F,=(f:R—R Fen şi 
Zifi(o)=0 pentru lolzb} Un semnal feF, se mai numeşte cu bandă 
mărginită de frecvenţă, de lățime 2b. i E 
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TEOREMA 4.5. (WKS). Presupunem că f €F, cu b>0 este continuă şi 


fie = (pasul de eşantionare). Atunci pentru orice te R are loc 


formula : 


(+) FU = XS /inT)sa(b(t -nT)). 


neZ 
DEMONSTRAȚIE. Considerăm transformata Fourier F) = 7 | $ (2), res- 


imna 


trânsă la [b,b] şi apoi prelungită la R. Avem F(o)= See è pentru 
med 
EmA 


b 
[œ] <b, unde a => poa do. Dar F(0)=0 pentru lol>b deci 


imno 


E gg [roe d dz F Ei a conform teoremei 4.4. Atunci 


EMR 


F(o)= X spem, E =TEfnTe T  (m=-n). 
mez b neZ ; 
Aplicînd încă odată formula de inversare Fourier, rezultă 


ft) == >Í F(o)e““do = = y fn) j gitee-iTraao = 
neZ 


a = Y £(nT)2bsa(b(t - nT)) 5 
ne Z 


a 
„ultima relație decurgînd din relaţia [ei'"4a = 20sa(ta) valabilă pentru orice 
a 
a > 0. 

OBSERVAȚIE. Dăm o demonstraţie, în condiţii mai generale, folosind 
distribuțiile. Pentru a verifica relaţia (*) este suficient să arătăm că transfor- 
matele Fourier sînt aceleaşi (aplicînd teorema 4.4.) Avem deci de arătat că 

o F(o)= SFANT). Fisab(t-nT)), 
neZ 


unde 
sa(bt)+(5(£-n7T) = sab(t-nT). 


Dar F {salbt)) = Tlu(t + b)-u(t-b)] şi FI -nT)) =e "T"; ca atare tre- 

buie dovedit că F(@)=T 5 f(nT) [ulo + b)-u(o — beta ă 
ne Z l 
Pe de altă parte, avem F(0) = [u(o +b)-u(o -b)]  F(% ~ 2nb) [ căci pen- 
než 

tru |o|>d relația devine 0 = 0, iar pentru lo|<5 există un singur număr 
ned astfel încît -b<o-2nb<b, anume n=0 şi relația devine 
F(0)=1.F(0) ]. Comparind ultimele două relaţii, rămîne de arătat că 
X F(o-2nb)=T Șf(nT)e"!"10. Pentru aceasta, observăm că ns, 


ne nez 
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YF(o-2bn)= YF+*6(o -~ 2nb) = 
neZ ne% 


Pia 
= Pa Şăto-2nb)= Pr Şe d 
ne Z 2b ez 


conform formulei din finalul punctului 3.3.; aşadar, 


Flo —2nb) - A ZIfio7! Į ae- E) 


neZ neZ 
SRO 3 TO Ri 7.7! FFS- nT) = 
2b neZ b neZ 
=T SAND -nT =T fine 
než neZ 


EXEMPLU. Să considerăm semnalul f: R — R, f(t) = e*u(lt). Transformata 


lui Fourier este F (0) = i : y. Presupunem că b = 2000 Hz = 2-(ms)! (prac- 
+0 


tic F(w) este nul pentru lol>b). Luăm T = : => ms. Putem apoi presupune 


că f este concentrat în intervalul [0, 40]. Alegem momentele de eşantionare 
nT astfel încît O < nT < 40, adică O< no <40, de unde ln < a 25,48. 
tă 


Semnalul f(2) este bine determinat prin cele 25 de eşantioane 


Rai 
fin = =e 2, 1sns<25, deoarece aplicăm formula 
2 -an 
(o fi feelt- nn). 
n=l 


INTERPRETARE FIZICĂ. Să presupu- 
nem că F:R-—IR este un semnal cu ban- 
da mărginită (-b,b) de frecvență, în 
condiţiile teoremei WKS. [ Dacă semnalul 
f nu ar fi cu banda mărginită de frec- 
venţă, el poate fi trecut printr-un filtru Figura VIIL.22, 
ideal trece-jos avînd funcţia de transfer ® 
reală de forma indicată în fig. VIIL.22, care va lăsa să treacă frecvențele 
we(-b,b) şi rejectează celelalte frecvenţe. Atunci alegînd b > 0 convenabil 
încît amplitudinea spectrului lui f să fie “mică” în afara intervalului (-b, b), 
semnalul f poate fi aproximat cu semnalul | 


Tobe f = 


AEN f = pa aa f(ndr şi aplicăm acestuia teorema 
TÉ nit- T) 
WKS]. Calculăm apoi T=% şi valorile lui f în punctele echidistante (la 


intervale de T secunde). Atunci f este bine determinat de valorile f (nT). În 
practică, relația (*) din teorema 4.5. se aplică însumînd în dreapta un număr 
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finit de termeni, pentru -N < n < N, cu N ales convenabil, în funcție de gradul 
de precizie urmărit. Teorema WKS a fost obiectul multor considerații teoreti- 
ce şi experimente practice, fiind un rezultat fundamental, "matematico-tehno- 
logic". 

2) Algoritmul Youla de restaurare a imaginilor 


Fie H un spaţiu Hilbert real. Rea- 
mintim că pentru orice subspaţiu vec- 
torial închis Pc-H are loc descompu- 
nerea H = P® P+ deci 
(v)feH(â)geP, heP* astfel ca 
f=g+h Aplicațiile p: H >H, f>g 
şi q:H-H, f—>h sînt proiectori 
(p =p, =q, ptq=ly, p siq sint Figura VIII.23 
autoadjuncți şi au norma 1); 


Dacă x,y, sînt vectori nenuli din H, se defineşte unghiul 9, = (x, y) ca fi- 


_l<xy>l 


ind acel unic număr 0<6, y i astfel încît cos, , jz]. Îl i Dacă U, V 


sînt subspații închise ale lui H se defineşte unghiul lor 9 = LE. V) ca fiind 


0 = info 
reU 9 
yeV 


O problemă interesantă şi im- 
portantă este următoarea, pusă de 
D. Youla în articolul "Generalized 
Image Restoration", IEEE Trans., 
sept. 1978; | 

Presupunem fixat un sibi 
închis P, H şi că un element fe H 
aparține lui P,. De asemenea presu- 
punem cunoscută proiecția g = pf a 
lui fpe un subspaţiu închis P&H; | | 

Cum poate fi recuperat (sau resta- Figura VIII.24 
urat) f? 

Să observăm că din ipoteza că fe P, rezultă ja Pf deci | 
8 = Pf > PPS = -q Pf = pf — aP =f- q bf. Considerind operatorul | 
A = ly- gPa se obține un operator liniar şi mărginit A : D} > H, (Dac H) cu 
proprietatea că Af = £ Bineînțeles, f este unic determinat de g dacă există A”! 
şi în acest caz f= A "ip. Dacă operatorul liniar A”! : Im A —> H există şi este 
mărginit, se spune că problema recuperării lui feste corect pusă. 
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Fiind dat g, relația Af = g privită ca ecuaţie sugerează considerarea urmă- 
toarei scheme de recurenţă : 
frs > + QaPohe» k21 
h=g 
Un rezultat interesant de analiză în spaţii Hilbert este următoarea 
TEOREMĂ. (D. Youla). Fie P, P, subspaţii închise ale unui spaţiu 
Hilbert şi fe P,. Atunci: 
a) elementul f este unic determinat de proiecția lui g = Pf dacă şi 
numai dacă P, © P} =0; 
b) Problema recuperării lui f este corect pusă dacă şi numai dacă 
(P,,Pi)z0. 
c) În cazul cînd sînt îndeplinite condiţiile a) şi b) un algoritm de 
determinare a lui f este următorul : | 
frii “E+ QaDolpo k21 
f, = 
Anume lim f, =f (în sensul că lim|f, -f|=0 ) şi f =fy pentru N>1 
suficient de mare. 
Demonstrația poate fi găsită în articolul citat, 


Considerăm cazul particular H = L? (R) = | F:R=C | [| $ (£) 2 dt < -| cu 


o 


produsul scalar < F, pos f fF) -gŒ dt. Pentru orice Rane f (t) da acest H 


09 


vom nota cu Fœ) transformata Fourier. 
Pentru orice a > 0 considerăm 


= (fie H|f= 0 pentru Ii > a) 


şi pentru orice b > 0, fie D- ={f@eH|F@)=0 pentru | în d. 

Aşadar, P, este subspațiul semnalelor de durată finită, care sînt semnifi- 
cative pe intervalul l-a, a], iar P, este subspațiul semnalelor cu banda de 
frecvenţă î în intervalul [-b, b]. Se verifică uşor că P, „P, sînt subspaţii închise 
ale lui H şi că ortogonalele lor sînt respectiv 
Pi =(fe Hlf(0)=0 pentru |żti<a} şi Pi = (fe HlF(o)=0 pentru lol|<d). 


Să notăm 
(= A dacă  lfi<a 
Sat) = dacă lil>a 


Dacă Fœ) = ZIf/(t)), atunci evident pf =g, t) AD şi Zi [p f} = 2,0). Fo). 
În mod explicit, wo 


Pef = 37 Lf F(o)e"""do = i fu Re 


=u) 
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Pe acest exemplu problema restaurării se formulează astfel : 

Să presupunem că f(t) e P, şi că semnalul presupus continuu f (£) ne este 
accesibil doar pe intervalul de timp -a St <a (deci se cunoaşte g = p f =f Œ). 
g$). Se pune problema restaurării lui f (¢) pentru lil>a. 

Sîntem tocmai în condiţiile aplicării teoremei anterioare. Condiţia 
P, ^P} =10! este asigurată (Orice funcţie feP,nP; se prelungeşte la o 
funcție olomorfă în întreg planul complex şi deoarece f este nulă pe intervalul 
l-a, a], conform principiului prelungirii analitice rezultă f = 0 ). 

Conform teoremei, punctul c) se obține următorul algoritm de restau- 
rare: 

Etapa I. Este dat un semnal f OE cu banda de frecvență Ld; b] şi se | 
presupune cunoscută f,(£) = f (¢)g,(t), deci restricția lui f la intervalul [~a, a]. 

Se va aplica schema de recurentă f, 1 = f +qgaP,f, pentru k = 1, 2, 3,. 

Etapa a Il-a. Pentru k 2 1 se limitează în bandă f,(t) pînă la intervalul 
lœ <b (folosind un filtru trece jos) şi se corectează functia de undă rezultantă 
pentru |ż|<a pentru a fi compatibilă cu fit). Se cheamă funcția f,, £) şi se 
repetă etapa a II-a. 

Etapa a III-a. Funcţia f(£) pe întreg intervalul (-%, o) se aproximează 
prin fa(t) cu N » 1 convenabil. 

În acest mod, dintr-o informaţie mai restrînsă asupra PER E FU), ac- 
cesibilă prin măsurători, se restaurează (cu aproximaţie) întreg semnalul. 

3) Funcţii caracteristice şi teorema limită centrală. 

Un instrument util în studiul variabilelor aleatoare îl constituie noțiunea 
de funcție caracteristică. | 

DEFINIȚIA 4.4. Fie £:9—R o variabilă aleatoare pe un cîmp de probabili- 


tate lo, X, P), având densitatea de probabilitate p: R —> R, presupusă din ZL} 
(VI,$2). Funcția caracteristică ®,:R— C a lui este transformata Fourier 


a lui p deci ®; (t) = f p(x)e™ dx, vteR. 


~à 


Dăm o listă de proprietăţi ale funcţiilor caracteristice, scriind P în loc de &.. 
1) %(0)=1 şil (4)|<1 pentru orice te R. 
Într-adevăr, 90) = |p(a) dx =1 şi lot)l< [pole ilax= [po ax=1. 


09 Da — 00 


2) P-t) = P0), vteR. 


Aceasta rezultă din faptul că e ™™ = costx ~ isin tx = cos tx + isin ix =e E, 


3) © este continua pe R şi | e (ż)=0. 


Aceasta rezultă din proprietățile transformării Fourier. 


4) Dacă în plus p este continuă pe R, atunci 
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ve, p(x) = 2 [De dt. 
2n s. 


Aceasta rezultă din teorema de inversare a transformării Fourier (teor. 
4.4.), 


Pa 


Dacă f:R-C este o funcţie continuă, atunci M(foE)= |f(x)p(a) dx; 


ce 


luînd f(x)=e"** =coste+isintx (t fiind un parametru real), rezultă 
fot =e şi ca atare am demonstrat că 

5) Met = (t) pentru orice że R. 

6) Fie a, b constante reale şi n =aë + b. Atunci 


P (t) =e D, (at), vteR. 


i cf. 5) ; n . A i 

Într-adevăr, P,(£) = Me™ = Mia) = ei . Meat = eitto(at). 

7) Dacă £, n sînt variabile aleatoare independente (pe acelaşi cîmp de 
probabilitate), atunci Pein > De: Du Și Pern = Pe* Pre 

Avem 


cf 5) s , 
D, t) = MeS = M (e.e) = M (e8) -M (e) = P: (t) D), 


deoarece e“, ei sînt de asemenea independente. Relaţia Prim = Pe* Pa Te- 


zultā observînd că transformatele Fourier ale celor doi membrii coincid. 
8) Dacă £ are momente y;, ... y, pînă la ordinul n inclusiv, atunci 


Ya = 000), pentru 1 <k <n. 


Într-adevăr, deoarece D) = f p(x) ™ dx atunci 
DE) = (00 faxt pixe ™ dx şi făcînd 


t=0, DPO) =(-i)} fx" ple) d = (00. 


9) Dacă se cunoaşte funcția caracteristică ®;, atunci se cunoaşte şi 
funcţia de rapartiţie a lui £. | 
Intr-adevăr, se determină p(x) pentru x € R aplicînd 4); apoi 


F, (x)= | pi dt. 


Se poate arăta de asemenea că dacă $, sînt funcţiile caracteristice ale 
variabilelor aleatoare £,, n > 1 iar este funcţia caracteristică a lui € şi dacă 
PC : | 
$, >P [adică vre R, lim ®,(t)=®¢)], atunci lim F; (x) =F; (x) în orice 
timo p} oo n 


punct x unde F; este continuă, 
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EXEMPLE. ] Fie £ e N(0, 1). În acei caz, 
e 7 şi $; (2) = i le 2]. Conform cor. teor. 4.1. pentru 


Ja 


O = 5 , rezultă P; (£) = et! 


(x) = . 
Po o Tan 


Dacă £ e N(m, o), atunci luînd n = e - m) rezultă ne N(0, 1) deci 
pE) = e™"2, Dar £ =m + On şi aplicînd proprietatea 6, rezultă | 
to 2 i 
p, (4) = zee 2, 
Din proprietatea 8) se pot calcula diversele momente ale lui £, cu ajutorul 
derivatelor lui &,. 


; | i | ae. i de a ta 
2) Din estimarea ei =] ~ itx- —t2x2(1+ g(tx)) cu g funcţie mărginită şi 
2 va Ş 


lim g(u) = 0, rezultă că 
tm i 


(t) = | plai ~ iX — zt oE ate) ja 
Dacă € e L2 Q, P), are ea nulă, atunci rezultă estimarea : 
(1) Oits S1- DEU +MD) , unde lim h(£) = 

Fie acum un şir (Ga n>a de variabile aleatoare Spent Şi 
TM = = Britt „Atunci Mn, =A (Mgt. + ME) şi Dhn (DE, Fat DE, J: 

Dacă disperate Dé, n > 1 sînt mărginite de aceeaşi i T A >0, 
atunci 0 < Dn, S 2A Conform inegalitāții lui Cebîşev, rezultă 

1 Á FA 15 ză | 
PN, -Mnal < 2) >1-——,Luînd i = n 2 cue>0şi făcîndn — e, dedu- 
n 

cem | 
TEOREMA 4.6. (legea numerelor mari): Dacă £,, Eo ..., G... sînt varia- 


bile aleatoare independente din L’ (Q, P), cu dispersiile egal mărgini- 
te, atunci pentru orice £ > 0 


| 1e 
im (léte +E, M(E t.. „+Ë, )|<n 2 J- 


APLICAȚIE. Reluăm exemplul experiențelor Bernoulli repetate de n ori, cu 
probabilitatea de succes p. Un eveniment elementar este un şir de n biţi 
O = (apa o Op) CU Qj = 0 sau 1 (a; €B). Atunci numărul de succese (adică de 
componente agale cu 1) este slo) şi am văzut în VI, $2, că s este o variabilă 
aleatoare pe cîmpul discret (B”, P), repartizată binomial cu parametrul p. Să 
considerăm acum şirul de variabile aleatoare 4, o, -> pr» unde 
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3 dacă în œ componenta de ordin k este 1 
&(0) = , k21. 
i în rest 
Evident s = de +... + É. Deoarece M(E,) = p şi D(&) =p -p° (independent de 


k), teorema 4.6. se poate aplica şi arată că pentru 


n => 00 lim P(|s-npl>n 2 )=0 oricare ar fi £ > O; făcînd £ —> 0 pe măsură ce 
Face 


; n creşte (repetările experienței Bernoulli sînt mai numeroase), este din ce în 
ce mai puţin probabil c ca numărul s de succese să difere de np cu mai 
“mult de Vn, 

: | În exemplul anterior, toate variabilele £, au avut aceeaşi lege de reparti- 
: ție. Rămînem în aceleaşi condiţii şi considerăm variabilele aleatoare indepen- 
- dente, la fel repartizate şi fie D dispersia lor comună. Atunci variabilele alea- 
toare 


1 
n, = pe a at Să) 
vor avea media 0 şi dispersia 1 deci ele nu pot tinde către zero. Să notăm 
totuşi ce se întîmplă pentru n — æ, Fie 0, = -r s deci MƏ, = = 0, D8,= 1. 


8, +...+0 a i Sata 
L n. trecînd la funcţii caracteristice, 


t t 
9, (£) | Pa, (+) pea Pa, +) 


Aplicînd estimarea (*) precedînd teorema 4.6., rezultă 
2 2 
Pyp (£)= f ~ C + me» ai ai + h0) 
i 2n 2n 


cu limh, (2) =0,..., limh, (2) = 0 obținem şi estimarea 
A d îs 


Atunci 1, = 


£? EOT 
ST p PTE je li de 
Pa, $ | Hpac ) „unde lim H(t) 
Ea 


Dacă n > œ, membrul drept tinde către e 2, care este tocmai funcţia ca- 


racteristică a unei variabile aleatoare normal iepërtzatd din N(0, 1). Atunci 
2 
u 


fe T du. 


-o 


vVxeR, lim PN, <x) = 
Fi Saar dona 


Dar n, = (Eta — M(8,+...+86,)) deci am demonstrat : 


TEOREMA 4.7. (teorema limită centrală). Dacă £,, bo -o En» = sînt va- 
riabile aleatoare din 170, P) independente şi £, — ME, au aceeaşi lege 
de repartiție V k, cu dispersia D, atunci 


lim P, +: tEn -M(E + tf) sa Dn) = fe 2 du. 
p—>co T 
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Teorema limită centrală are multe generalizări şi rafinări, dar reținem 
esența ei : suma unui număr "mare" de variabile aleatoare indepen- 
dente are tendinţa de a fi repartizată normal. Teoremele 4.6. şi 4.7. au 
fost obţinute de Bernoulli (1713), Moivre (1733) şi Laplace (1812) în versiuni 
rudimentare, în condiţiile cînd teoria probabilităților era în faza de consti- 
tuire. d 

Din teorema limită denira reiese caracterul special al repartiției normale 
printre alte legi probabiliste de repartiție a valorilor unor variabile aleatoare. 

Anume, dacă o mărime (de exemplu nivelul unui zgomot, diametrul unei 
piese etc.) îşi datorează caracterul aleator mai multor factori aleatori inde- 
pendenţi, atunci valorile ei urmează o lege normală de repartiție. 


Aplicaţii în statistica matematică 


3.1. Am întîlnit anterior mai multe legi teoretice de repartiție. De obicei lg 
gile depind de parametri reali (de exemplu m, o în cazul repariiției He 
şi lor li se asociază anumite caracteristici statistice - medie, dispersie, mo- 
mente, etc. Dacă avem o anumită mărime cu caracter aleator, atunci fie că se 
ştie dinainte ce tip de repartiție are, fie se calculează caracteristicile statistice 
empirice - media empirică, dispersia empirică, momente empirice etc. şi aces- 
tea se compară cu cele ale repartiţiei teoretice, putînd astfel decide la care 
lege de repartiție se supune mărimea considerată. 

Dacă x,,...,x, reprezintă o selecţie de valori (măsurători ale mărimii), 
X t.. tEn 

n 


atunci media empirică este Y = ; momentul empiric de ordin 


E GR +... tai 


k > 1 este x? , dispersia empirică este 


D=x-(8) 75 =x). Evident kx = kF. 
i j 


D(kx)=k°Dx, x+c=7% +c, D(x+c)= Dx (k, c constante reale; kx este setul de 
valori kx], -.., RX, iar x +c setul de valori x, + c, ..., X, + ©). 

3.2. Fie & ... 6, € L? (Q, P) variabile aleatoare depender e toate presu- 

puse normal repartizate din N(0, 1). Atunci se spune că variabila aleatoare 


= i lea +...+ẸEŽ are repartiţia “hipătrat" a lui Pearson, cu n grade de li- 


bertate. 
Dacă £ este o altă variabilă aleatoare din N(0, 1), atunci repartiţia lui 


t = En se numeşte repartiţia Student cu n grade de libertate. 


Fi 
n 


Fie Xis + E. selecție de valori ale unei Wo aleatoare rapartizată 


ka tă 


normal é e N(m, o). Fie & = t gi s? = XE — z3. Atunci se. 
N — 


1 
(Z - Toa 


poate arăta că variabila aleatoare £= este repartizată Student cu 
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n — 1 grade de libertate. Pentru orice a "mic", din tabela valorilor funcției de 
repartiție Student se poate determina acel prag 7, pentru care 


ln 


se numeşte intervalul de încredere pentru media 


P(lt|<r )=1-0, adică P e: RR <msă+s-e = 1-a, Intervalul 
44 a Ta 


Tas X+ 


-e A | 
= I Jne 
m ,cu coeficientul de încredere 1-a. 

În general, dacă P( Ix- MEl<fB)= Po, atunci se spune că intervalul 
[x -f, x +B] este de încredere pentru media lui & cu coeficientul pg. 

Este interesant că Pearson a pornit de la o ruletă circulară cu r sectoare 
A A, cu arii pA,...,pPA (A = aria discului ruletei). Rotind de n ori ruleta, 
să presupunem că indicatorul s-a oprit de &, ori în A (1 <k <r). Atunci 
E, 8, sînt variabile aleatoare cu suma n şi pentru n -> œ, variabila 
aleatoare. 

r 
(E np, id at -np;) 
tinde să aibă tocmai repartiția sumei pătratelor de r — 1 variabile aleatoare 
normale din N(0, 1). Aşa cum teorema limită centrală atestă "miracolul repar- 
tiției normale”, ceva similar se întîmplă şi în acest caz; anume, funcția de 
repartiție a lui x? depinde numai de numărul r de sectoare şi nu de mărimea 


acestora!. 


3.3. Metoda Monte Carlo 


ji 
2 = — (E, -np ) +... + 
nP 


Ideea de bază constă în a observa o variabilă aleatoare (sau un vector alea- 
tor), a cărei medie este egală cu valoarea căutată A deci A = ME. Se realizează 
o serie de n repetări ale observațiilor (eventual de simulări pe calculator), 
conducînd la valorile €,, ..., &, şi atunci are lor formula aproximativă 


nt 
Asn Bta, (n 1) 
n 
Presupunem că experiențele repetate sînt independente şi că Y k, ME, =A, 
DE, = 3; rezultă Mn, =A şi Dn, = 9_ Conform teoremei limită centrală, 
n 


pentru n > 1, n, este repartizată normal şi satisface regula lui 30 deci 


36 
Pi A-n, i< m = 0,997 
í nis) 


adică inegalitatea A-n E se realizează aproape sigur. În practică, 
n 


E: nS È i 1 ë | 
abaterea medie pătratică o se calculează după formula o = —— Ș(&,; -nn Fa 
niis 
Pentru formula aproximativă A < n, am dat astfel şi o evaluare a erorii 


absolute. 


512 MATEMATICI SPECIALE + TEORIE, EXEMPLE, APLICAȚII 2 (PARTEA III) 


Metoda Monte Carlo poate fi utilizată la calculul integralelor, la rezolvarea 
unor ecuaţii sau sisteme de ecuaţii (deşi precizia este limitată), ca şi la simu- 
larea unor procese prin utilizarea generatoarelor de numere aleatoare (de alt- 
fel ruleta de la Monte Carlo, care a oferit terminologia, este tocmai un astfel 
de generator!). 

© De exemplu, să presupunem că un anumit parametru fizic A este funcţie 
de mai mulţi parametri cunoscuţi a, b, m, .... Atunci metoda Monte Carlo su- 
gerează să efectuăm măsurători independente directe pentru A şi nu pentru 
| A Feet An 

N 


a, b, Mm, .... Obţinînd valorile A,, ..., Ay, se poate lua A = ete. 


Apoi pentru a calcula o integrală de tipul Z = f f(x) dx, se consideră o vari- 
0 
abilă aleatoare £ repartizată uniform în intervalul de integrare [0, 1]. Dacă ` 


| N 
é 1 si <N sînt valori generate independent ale lui £, atunci T = = DIE 
i=] 


Astfel de valori £; se mai numesc numere aleatoare uniform repartiza- 
te în [0, 1]. Justificarea formulei anterioare este următoarea : 


i l 
I= | fede = | FO) pE) de = ME E= EE tE] 
Q 0 


unde p(x) este densitatea de probabilitate a lui £. 
b paN 

Orice altă integrală fe) dx se reduce la una de tipul anterior prin schim- 
barea de variabilă independentă x = (b -a)t +a. 

Metoda Monte Carlo se aplică de asemenea pentru calculul integralelor 
multiple, pentru rezolvarea aproximativă a unor ecuații diferențiale ordinare 
şi cu derivate parțiale, în simularea unor sisteme - "service" sau în probleme 
de fizică statistică care nu pot fi rezolvate cu metodele analitice etc. 


4.6. Noţiunea de proces aleator 


Pînă acum am considerat variabile aleatoare luate în mod separat.. | 

Procesele aleatoare sînt familii de variabile aleatoare, indexate după mul- 
timi de momente. Reamintim că o mulțime timp este o submulțime total ordo- 
natà ( 7, < ) a lui R., Dacă Z= {t,, ..., tu) este finită se spune că timpul este 
finit. Dacă Zeste un şir infinit fără puncte de acumulare la distanţă finită 
ti <É <. É< e. timpul este discret iar dacă 7 este interval, atunci timpul 
este numit continuu. E | 

DEFINIȚIA 4.5. Fixăm un cîmp de probabilitate (Q, Z, P) şi notăm cu Y 
mulțimea tuturor variabilelor aleatoare Q — R definite pe acest cîmp. Se nu- 
meşte proces aleator relativ la o mulțime-timp Z orice aplicaţie 


E: To V, E= li(o)heg. 
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Procesele aleatoare se mai numesc în literatură procese stochastice sau 
semnale aleatoare. 

Aşadar, pentru orice moment te 7 se pune în evidenţă o variabilă alea- 
toare č, un proces aleator fiind deci o familie de variabile aleatoare, indexată 
după toate momentele din Z. Dacă timpul 7 este finit sau discret, procesul £ 
se mai numeşte lanţ de variabile aleatoare, iar dacă 7 este un interval, se 
spune că procesul £ este continuu, 

Fie £:7—Y un proces aleator. Atunci pentru orice moment te 7 şi 
V we Q este definit un număr real £,(0) notat şi &(t, w). Dacă o este fixat, a- 
tunci aplicația 7— R, t— EA) = E(t, 0) se numeşte o traiectorie a proce- 
sului. 

Pentru orice momente t}, ..., t, € F este definit un vector aleator 
p -dimensional É> își e, Funcţia de repartiție (comună) a acestuia se mai 


numeşte repartiţia procesului £ la momentele ;,, ..., t, 


EXEMPLE. 

1) Vibraţiile dintr-un dispozitiv mecanic pot fi modelate prin procese alea- 
toare continue. Anume, la fiecare moment t dintr-un interval de timp T se 
notează cu &, valoarea amplitudinii de vibrație la momentul £; această mărime 
are evident un caracter aleator. În mod similar, diversele tipuri de zgomote 
sînt procese aleatoare. 

2) Un semnal sinusoidal aleator este de forma 
é = Ato)sin(a(o)t + o0(0)), te R unde amplitudinea A, pulsatia o şi faza q 
sînt presupuse variabile aleatoare. 

3) Se numeşte proces Poisson cu parametrul A orice proces aleator 
E (Esheg cu 7 ={[0, œ} astfel încît Eg =0 şi pentru orice Os <t,<...<t, 
variabilele aleatoare &, —&,, Ša — Go eo Se, -6s „7 sînt independente, în plus 
se presupune că pentru orice momente 0 < s < ţ, variabila aleatoare €, — €, este 
rapartizată Poisson cu parametrul A(£ — s). De exemplu, notînd cu £, numărul 
de chemări la o staţie telefonică pînă la momentul £, s-a constatat că se obţine 


un proces Poisson. 
4) Un proces continuu €=(6,l,/.y se numeşte un proces Markov dacă 


pentru orice momente $ < fz <... < £, <... din intervalul Z, şirul 
E Gia no &, este lant Markov. 


De exemplu, să considerăm o mărime de stare care descrie evolutia unui 
dispozitiv automat 5. Notînd cu &, valoarea (aleatoare) la momentul £ a aces- 
tei mărimi, se obține un proces aleator. Se consideră că acest proces este 
markovian, deoarece pentru orice momente t; < îp... < fp; < É, <... Starea dis- 
pozitivului la momentul £,, condiționată de stările la momentele anterioare, 
are aceeaşi probabilitate ca şi cînd ea ar fi condiționată numai de starea la 
momentul t,_„ imediat anterior. 
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5) Un ultim exemplu îl constituie procesele continue gaussiene care au | 
proprietatea definitorie că pentru orice momente ġ < ... < É, vectorul aleator ` 
(E ; n Še) este gaussian. Aceste procese descriu fenomene care depind de > 


multe cauze aleatoare independente. 

CARACTERISTICI STATISTICE. Fie (Q,.% , P) un cîmp de probabilitate. În 
cele ce urmează, vom considera numai procese aleatoare £ = (£, heg astfel în- 
cît , e L“Q, P) pentru orice t€ 7. Pentru orice t€ Z putem considera media 
şi dispersia variabilei aleatoare £, : 

M) = ME, şi DC) = DE, = ME) -MO 

Funcţia de repartiție a procesului £ la momentul ż este 

F, :R—[0,1], F (œ) = PE, <x) 

De exemplu, dacă £ este amplitudinea unui zgomot aleator, atunci pentru 
orice numere x < y, diferența 
FAy) — Fix) = P <y)- PE sx)= PE <y, &>x)=Pœx<% <y) reprezintă 
probabilitatea ca nivelul amplitudinii la momentul £ să fie cuprins între 
valorile x şi y. 

O noţiune deosebit de importantă o constituie funcția de covarianță (sau 
de corelație) a unui proces aleator. 

DEFINIȚIA 4.6. Fie €= {b ez, E: > L’ (Q, P) un proces aleator relativ 


la o mulţime-timp 7 şi un cîmp de probabilitate (Q,.%; P). Pentru orice mo- E 


mente t, se Z se notează 
K; (t, s) = cov(6,, Es) = M(E: 6,9) MGM) 


Funcția K; : 7x 7> R, (t, s) —> Ku, s) astfel definită se numeşte funcţia 
de covarianţă a procesului £, 

Dacă &, n sînt două procese aleatoare, se notează K,„(£, s) =cov(&,,&,) pen- 
tru orice î,se Z In cazul când K,,(£,s) =0 pentru orice £, s, se spune că pro- 


cesele £ = (E, eg, N= (neg sînt necorelate. 


TEOREMA 4.8. Fie £:7 — IF (Q, P) un proces aleator. Atunci 

a) Kt, s) = Kis, t) pentru orice £ se Z: 

b) DŒ) = Kit, t) pentru orice te 7. 

c) pentru orice momente ?,,... i, e 7 matricea A = (K (4 thsi, jsp 
este simetrică şi pozitivă (în sensul că pentru orice vector-coloană 
p — dimensional c avem c? -A-c 20). 

DEMONSTRATIE. 

a) Avem K(t, s) = cov(€,, 8.) = cov(Ë,, 8, = K (s, t). 

b) K(t, t) = cov(€,, E) = MEP) - MG, = DE) = DO). | 

c) Matricea A este conform a) simetrică. Apoi pentru orice c = (c., Ie c, 
să considerăm variabila aleatoare n = c6, +...+e pât,- Avem evident 


ne, P) şi cov(n,m)= D, 20. Pe de altă parte, 
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D, = Dies, +... Cp, = >, cc; cov (&,,, &, )= 9 c;c; Kit, t;), deoarece în 
i,j i, j 


general D(kv) = k2Dv pentru ke R Şi o| $a )- S Dw + 25 cov(v;,v,) 
i=] i=l i<j 
pentru orice variabile aleatoare v, v), ..., 0, € LQ, P). 

DEFINIȚIA 4.7. Un proces aleator £:7 — L? (Q, P) se numeşte invariant 
în timp dacă Z= R (în cazul continuu) sau Z= Z (în cazul discret) şi în plus 
pentru orice £, s, h e Zavem 

M(t+h)=M(t) şi K(t+h,s+h)= K(t, 8) 
Procesele invariante în timp se mai numesc staţionare. 
TEOREMA 4.9. Fie £:7 > I? (Q, P) un proces aleator invariant în 


timp. Atunci 

a) Media M(t) = M(E,) este constantă (independentă de 2); 

b) Covarianţa cov( o &) este independentă de s şi se notează 
K(t); avem K(£) = Ki, O); 

c) Pentru orice s,te 7, K(t,s)= K(t-s), Kit) = K(£). 

d) Dispersia D(t) = K(0) este constantă. 

DEMONSTRAȚIE, 

a) Conform definiţiei 4.7. avem M(t + h) = M(4) pentru orice h,te 7. Să 
luăm h = -t. Atunci M(t) = M(0) pentru orice te 7. 

b) Avem KG, s) = KE +h, s +h), pentru orice î,se Z. Făcînd h = ~s, obţi- 
nem K(t, s) = K(t — s, 0). Înlocuind t cu s + t, rezultă K(s + t, s) = K(t, 0) deci 
cov(E,,4» 6) este independentă de s, notată K(4). Totodată K(t) = Kit, 0). 

c) Avem KE — s) = KE — s, 0) = Kles + t- s, 0+s) = K(t, s). Apoi 

K(-t) = K(t, 0) = KO, -t) = Kit + 0, t - t) = KU, 0) = KŒ). În fine, 
K(0) = KG, t) = cov(€, &,) = DE = D(t), pentru orice te 7. 

Procesele invariante în timp nu îşi modifică deci proprietăţile statistice, în 
sensul că media şi dispersia sînt aceleaşi la orice moment şi covarianţa la do- 
uă momente distincte depinde numai de lungimea intervalului de timp dintre 
cele două momente. 

În practică, uneori caracteristicile statistice ale unui proces aleator 
E: 7— LAQ, P) se calculează astfel: se consideră N >> 1 traiectorii AP cit 
ale lui & [deci 6; = & (0) cu o; e Q fixate] şi se aplică pentru orice t, s următoa- 
rele formule aproximative: 


NEL i 2 
Mt) = —— Sâ, DU) AEO- MO] 
N pă N ka 


şi 
N 
kea = FE,- M.E, (5) — Ms) 
k=1 


APLICAȚII. 1) Răspunsul unor sisteme liniare la semnale aleatoare. 
Se numeşte zgomot alb de intensitate 7 un proces aleator Ë pentru care 
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Ka, s) = ISG - s). În acest caz K(ţ) = Ke(t, 0)= 165) şi pentru orice îs, 

cov(£,, £ ) = 0 deci orice două eşantioane la momente distincte sînt necorelate. 
Se mai spune că zgomotul alb este idealizarea unui proces total haotic, 

pentru care valoarea la orice moment nu este corelată nici măcar cu valorile a 


momente vecine de timp. 
„Să considerăm un sistem liniar de forma 


L:0—>0, x(t) -> yt) = j G(t, s)x(s) ds 


unde 7 este clasa funcţiilor original e şi G(, s) = 0 pentru £ < g. 
Presupunînd că intrările (şi ieşirile) sînt semnale aleatoare, pentru medie 
şi PROI funcția de covarianță rezultă 


Myo) = M G(t, s)x(s) ds = [e G(t, s)Mx(s) ds 


şi | ; 
K (t, s) = [du |GE, u)G(s, v) K, (u,v) dv. 
0 Q0 îs 


Dacă intrarea x este un zgomot alb de intensitate I, atunci - 
K (u,v) = I5(u —v) şi pentru ieşirea corespunzătoare avem 


K (6, s) =I |G, u)G(s, u) du. 
o 


Dacă sistemul L este un amplificator de coeficient k > 0, atunci y(t) = kx(t) 
şi GU, s) = Rt -~ s). În acest caz, dacă x este un zgomot alb de intensitate I, 
atunci K, = = Ik?S(t —s) deci y este un zgomot alb de intensitate Ik? 

Pesu un derivator avem y(t) = x (t) şi G(ż, s) = 8; (£) şi dacă intrarea x(z) 
este un zgomot alb de intensitate 7, atunci ieşirea corespunzătoare are funcția 
de covarianță | 


K,(t,s)= [ac u)G(s, u) du = rja, (08(s-u)du = 1830) 


2) Densitatea spectrală a unui semnal aleator 

Cunoaştem rolul important al descompunerii semnalelor în aonde lor 
(teoria seriilor Fourier în cazul periodic şi teoria transformării Fourier în ca- 
zul general). Astfel de descompuneri au loc şi în cazul semnalelor aleatoare. 

Fie £: 7-L4Q,P) un semnal aleator invariant în timp, pentru care 
funcția de covarianță K; € Li n L’). Se numeşte densitatea spectrală a lui 
£ transformata Fourier a funcției K; şi anume 


S,(o) = | K; (tje dt 


(aici œ nu este eveniment aleator ci valoarea curentă a frecvenței) - 
Conform teoremei de inversare 4.4. rezultă 
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l + it 
K (0) zi us | S.(o)e “do 
Conform teoremei 4.9. c), K; (£) = K; (~t) deci 


S; (0) = | K: (cost dt -i [K (Osina dé = | K,)cosot dt 


m DA ca 


apoi 


1% 
K) 7 | S; (œ) cos ot do 


DQ 


Pentru £ = 0 rezultă D; = K, (0) = = | S; (0) do (expresia dispersiei lui £). 
`> = TE A 
EXEMPLE. 1) Dacă K; (t) = D.ecattl unde a > 0 şi D sînt constante, atunci 
©, (0) = [De ltl coscot dt = n 
a O +a 


mea 


2) Dacă densitatea spectrală a semnalului € este constantă, S; =Å, 
atunci 


1 T it A A iai) 
KS de do = 5—80) 


deoarece fedo =8(t) , în sensul teoriei distributiilor. 


—ca 


Aşadar, & este un zgomot alb de intensitate A 
TU 


$5. Transformarea "Z" şi transformarea Fourier 
discretă i 
5.1. Semnale şi sisteme discrete 


Multe tehnici de prelucrare a semnalelor discrete sînt inspirate din cazul 
semnalelor continuale. În ultimul timp s-au elaborat însă şi tehnici specifice 
cazului discret, obținute ca aplicaţii ale unor rezultate matematice profunde 
de algebră sau analiză armonică. Un impuls deosebit l-au adus cercetările de 
complexitatea calculelor, avînd ca scop obţinerea unor algoritmi cerînd un 
timp de execuţie şi un spaţiu de memorie cît mai reduse. 


DEFINIȚIA 5.1. Se numeşte semnal discret o funcție x : Z C, n > zx,. 
(Uneori este comod să se noteze x(n) sau x[n] în loc de x) 

Aşadar, un semnal discret este un şir de numere reale sau complexe 
(x egm indexat după mulţimea numerelor întregi. Dacă x, = 0 pentru orice 
n < 0 se spune că semnalul x are suport pozitiv. Dacă există întregi M < N 
astfel încît x, = 0 pentru n < M şi pentru n > N, atunci semnalul x se mai nu- 
meşte finit. 
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Vom nota cu S; mulțimea semnalelor discrete şi cu S} mulțimea semnale- | 
lor cu suport pozitiv. Evident S} este un spațiu vectorial (complex). 

EXEMPLE, | 

1) Semnalul discret unitate este u : Z > R, 

1 dacă n20 
um l dacă n<0 ` 

Pentru orice k e Z fixat, se poate considera impulsul unitar discret la 

momentul £, notat ô, definit prin 


5. (n) 1 dacă n=k 
R= [e dea- ah 


Pentru k = O notăm 5 în loc de 8. Evident, u şi 5 aparțin lui Sg. 
2) Dacă x e S, atunci pentru orice k € Z fixat, semnalul y = (x, 1, aez Se 
numeşte întîrziatul lui x cu k momente. Dacă x, y e S4 şi dacă pentru orice 


ne Z seria Y x,y, este convergentă cu suma z,, atunci se spune că există 
k = ce 


convoluţia lui x şi y, care este semnalul x * y = (2, ez. Dacă x,y e S}, atunci 
există x * y şi în plus y * x = x * y. De asemenea, pentru orice x € Sse observă 
că x *6=xşică x*6, este tocmai întîrziatul lui x cu k momente. 

3) Pentru orice funcţie reală f: R — R şi oprice T > 0 fixat, se obține prin 
eşantionare un semnal discret x = (x, )„ eg unde x, = fin). 

DEFINIȚIA 5.2. Un sistem discret este definit printr-un operator 

L:Sg > Sa, xX y= Lx. 

Semnalul Lô se mai numeşte răspunsul-impuls al sistemului L. Sistemul 
L se numeşte liniar dacă operatorul L este liniar: se mai spune atunci că 
pentru L are loc principiul suprapunerii (dacă x, —> y, Şi Xy Yp atunci 
Xi +X — Y; +y Şİ Àx, Ay, pentru orice scalar àe C). Sistemul L se 
numeşte invariant în timp (sau staționar) dacă pentru orice k € Z, 
L(x * 6,) = (Lx) * 6; aşadar, dacă eşantioanele intrării sînt decalate cu k paşi, 
acelaşi lucru va rezulta pentru eşantioanele ieşirii. Se spune că L este cauzal 
dacă ori de câte ori Læ = y, orice eşantion y, al ieșirii depinde numai de eşanti- 
oanele x, ale intrării pentru care k <n. 

1) Cta Liei sistemul discret L : Sg > Sg, x —y definit prin 


= Sa, _p» pentru orice n e K (unde bp, bi; -- Oy sînt constante com- 
der. ‘Sistemul este liniar, harani în timp şi cauzal. ăi propunem să ds 
terminăm răspunsul-impuls. Fie deci x = 5. Atunci y, = Ș b, Sin - k] deci 


Yo = bo Y1 = bp eo Y Nal =0, Yya2 = 0 ete. Notînd A = Lë, rezultă că h = An)nez 
unde | 
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j b, dacă O<snsN 
în “10 dacă n <Osaun > N 


Se observă că pentru orice x e S şi Ynez, 


N N $ 
yln]= Y b, (x*8, [n] = | db, că) Îmi deci 
k=0 k=0 


N N N 
y= $ b, (x*8,)= $b, (8,* x)= l AAF j = h*x deci Lx = h*x. 
k=0 k=0 k=0 
În general, pentru orice sistem liniar invariant şi cauzal 
L: Sz4— Sg, notînd h= Lö, rezultă he Si şi Lx =h*x, (V)xe Sg. 
[ Într-adevăr, (Y) n e Z, x[n] = Sk J8ln -Rk] deci 


keZ 
(Lan ] = Dx kU(LS)n - B]= Ş xikihln ~ k] deci Lx = hex. 
keZ keZ 


2) Fie a e R o constantă nenulă. Să considerăm sistemul L : S, > S}, 
x — y definit prin y, — ay, = X, pentru orice n € Z, yọ fiind dat (numit dată 
inițială). Răspunsul-impuls şi comportarea sistemului depind de alegerea 
inițializării. Într-adevăr, dacă x = ô şi yo = 1, atunci se observă că 
Y, =a" u(n), Y ne Z, iar dacă x=5 şi yọ = 0, atunci y, = a" . u (=n — 1), (n 
€ Z. De fapt sistemul trebuie interpretat ca {y9}x Sy = Sy, (Yp) >y. 


5.2. Definitia şi proprietăţile transformării Z 
DEFINIȚIA 5.3. Fie x = (x,y e g un semnal discret. Se numeşte transfor- 


mata "Z" a acestui semnal funcţia complexă X : D > ©, X(2) = Ex” , defi- 


hamo 


nită în domeniul de convergență D al seriei Laurent respective. 
Se mai notează x, ——> X(z). Transformarea "Z" se mai numeşte şi trans- 
formarea Laplace discretă şi se mai serie X =.Z(x). 


EXEMPLE. 
1) Determinăm transformata "Z" a semnalului discret unitate 
U(z) = Ziu(n)] = d zi ăia lea în acest caz D=(zeCl|zi>1). Apoi 
k=0 ]- A z~ll 


z 

ZO = 1 şi 46, =z” pentru orice întreg k. 
2) Fie a,be C constante cu a70. Considerăm semnalul discret 
xX = (neg, unde x, = a"b. Dacă n 20 şi x, = 0 dacă n < 0. Transformata "Z" a 


acestuia este X(z)= Xa"bz”” =b X (az) E şi D ={le|> lal}. 
n=0 n=0 Z-a 


Dăm acum o listă de proprietăți ale transformării x(n)—2-— X (2). 
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a) Domeniul D de convergenţă este mulțimea vidă sau o coroană 
circulară centrată în origine. 

Demonstrația este evidentă. 

b) Transformarea "z" este C- liniară. 

Într-adevăr, pentru orice x, y € Sy şi o, B € C avem 
Llax + By) = a.Zlx)+B.Zly) (în DoD, unde D şi D' sînt domeniile de conver- 
genţă pentru X(z) şi Y(2) respectiv). | 

e) Pentru orice x € S; avem .£(x+5,|: zh. 2{x}. Mai general, dacă x, y 
€ Sg şi există xy, atunci £ {x* y} = {x} L| y}. 
Într-adevăr, fie X(2) = £{x}, Y(z)=£{y} deci 


X(z)= Sa, Y(2) = Soga. Atunci 


khz j=% 
_ e +A pu cae 
X(2). Y(2) = Darp 7 rer ” unde Ca = I Oii 
kJ namo k=—ce 


Evident x*y = (c,), e g şi totodată am arătat că X (2)-Y (2) =.£lx*y) în DD. 
d) Presupunem că xm) X) şi D=ir<lzi< RR), O<r<R. Atunci 


pentru orice n € Z avem 
pă 1 n-l l NA nu-l 
xn) = 3 $ 2" Xe) dz = $ Rezi" X(2)) 


C fiind un cere |z| =p, p>r care conţine în interior toate singularități- . 
le la distanţă finită ale funcţiei 2" X(2), suma făcîndu-se după acestea, 


Într-adevăr, avem X(z)= $x(h)z”k deci 2” 1X(2)= $ x(h)z" deci 


k=z—ce haoo 


$. z” X(z)dz = 5 ta) A zl dz = AREN 


kaes 
Din proprietatea d) rezultă că dacă x, y € $, au aceeaşi Z — transformată, 


atunci x =y. 
În mod similar se demonstrează că : 


e) Dacă x(n)———X(2) şi di sat atunci 


xn) -4+ XY udu. 


f) Dacă x e S}, atunci lim X (z) = x(0). Evident. 


z—>00 
Li BRL 


Sintetizăm într-un tablou proprietăţile de calcul vilă unon 2. 
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r EI x(n) Di | 
a III 


E (2-15 


| g | z? dzcosu +1 
NEON z? — ze” cos + En 


DX 


APLICAȚII, | 
Aplicația cea mai semnificativă a transformării "Z" este rezolvarea ecuații- 
lor liniare cu diferențe finite (şiruri date prin relaţii de recurenţă) şi legat de 
aceasta, studiul sistemelor discrete liniare invariante în timp. 
1) Şirul lui Fibonacci. Determinăm termenul general al şirului 
a = (a, uao din S} unde ag = 0, q} = 1 ṣi (Y)n 2 2, a, = Qp] +a- 
0 dacă n>2 sau n<s0 


Aşadar, (Y) n e Z, a, — 0,109 = E dacă n=1 


adică a, — apus — ao = Ô in] deci (a+8)inl-(a*8,)ln]-(a*5,)nl= 8, in]. Prin 
urmare, a*6 - a*6, -a*6 = 6, adică a*(6-6, -69)=6,. Aplicînd transforma- 


rea Z, se obţine, conform proprietății c): acı m Z) , deci 
22 


Ag) sp. 
S za zl 
Conform d) se recuperează termenul general al şirului 
1 g 


a, =a | tdia, n20 
" miz? -z-1 ) 
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1+/5 
a 


unde C este frontiera unui disc centrat în origine conținînd punctele 


l n n |. 
Un calcul imediat de reziduuri arată că a, yE) (E | 


2 2 


pentru orice n 2 0. 


NOTĂ. Limita raportului Cn] 


An 


VS ui ~ 1,618, numit "numărul de aur", 


a doi termeni succesivi ai şirului Fibonacci 


pentru n — co este egală cu a = 


Numărul o are o serie de proprietăți exprimînd o armonie a proporțiilor în 
pictură, în muzică. El este unica soluție pozitivă a ecuației x? — a —1=0; dacă 
punctele A, B, M sînt coliniare (B între A şi M) şi dacă |AB|=1, |BM|=a 


atunci [BMP = |AB|- JAM. 

2) Considerăm sistemul L :S$ > Sy, x > h * x, unde h =ð; +8 -68. Ne 
propunem să determinăm intrarea x pentru care ieşirea corespunzătoare este 
Y = (Yn neg, unde | 

O dacă n<0 
Yn n dacă n20 ` 


Aşadar trebuie rezolvată ecuația h*x =y. Aplicînd transformarea "z", re- 


zultā HO- XQ) =Y@)= $n” =fr Dar H(2)=.Zlh)=z2+2-6 deci 
nzl 2 


A (2) (suma după reziduu- 


z z” 
= e Si E E= 9 Reza 
TET E e RÈ (z-1)} (z? +z-6) 
2” 4n+3 
5 16 


Eca 
(0) | uln), 


rile în punctele z = 1, z = 2, z = —3). Rezultă x, =| 


pentru orice n 2 0. 

3) Fie A e M,(C) şi Be M, „(C) matrici constante date şi sistemul discret 
multivariabil L: S7 — Sg, u = (u(h))yez > x= (x(h))yez unde 

x(k +1) = Ax(k)+ Bulk) pentru orice k € Z. | 

Aşadar, x+6., =Ax+Bu deci (l, -8A)*x=Bu şi x=Wu, unde | 
W = (5.1, -6A)1.-B este matricea de transfer a sistemului. Pentru un sistem 
discret, univariabil L:S, > Sg, xy (cu o singură intrare şi cu o singură 
ieşire), se poate defini funcţia complexă de transfer ca fiind 


Y(z) 
HO = y 
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5.3. Transformarea Fourier discretă ; algoritmul TFR 
(de transformare Fourier rapidă) 


Fie N 3 2 un întreg fixat. Elementele mulţimii Z = (0, 1,..., N -1) vor fi nu- 
mite momente şi orice şir x = (x, )}eg de numere reale sau complexe se va 
numi semnal finit pe Z cu N eşantioane. 


DEFINIŢIA 5.4. Transformarea Fourier discretă a semnalului finit 
X = (%, neg este un alt semnal finit F, = i: eg „dat prin 
N-1 
(1) fu = Suv” unde v = e ii (Numărul complex f, se numeşte 
n=0 
eşantionul spectrului lui x pe frecvenţa k ). 


Se mai serie x(n)—“—f(k) sau F, = F {x}. 


Reamintim că în loc de x, se mai scrie x(n) sau x[n] şi în loc de f, se mai 
scrie fk) sau fl]. Relaţiile (1) se pot scrie concentrat matriceal; anume să 
x T 7 AE k . 
notăm X = (00, X eo Xp) Fa = fos fo eo fai) ŞI W = (0 ck ne-a Atunci 


(2) FE =W XK. 
Matricea 
1 1 1 1 
1 U y? T Ă 
W=l1 J pi 2(N-1) 
i pl BO) co ap = 


28 
este o matrice paunaa de ordin N evident simetrică. Tinînd cont că v = e N 


deci |v|=1 şi v=e N = i rezultă că W-W =W -W= Iy (Iy fiind matricea 
U 
unitate de ordin N şi W matricea conjugată. Atunci W rezultă inversabilă şi 
a la n, i i PERI A 
wi ai riul Din relația (2) rezultă atunci direct formula de inversare a 


transformării Fourier x — Z {x}, anume 


(3) aE WF 


NOTĂ. Fie x(t) x:R-R un semnal continual şi X(@)= fate dt 


-— 


transformata lui Fourier. Restrîngînd x la un interval mărginit de timp şi re- 
ținînd N eşantioane (unde N > 1 este ales corespunzător, de obicei o putere a 
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lui 2), se obţine un semnal finit (x, gens N-1° În practică este suficient să fie 
2n 4n 2n(N —1) 


m ae adică să 
3 Lă 
NN) N 


calculate eşantioanele lui X (0) în punctele 0, 
Š 2n F a e ht ai sna 
calculăm X T = fxe N dt= fxv dt. Formulele (1) din definiția 


5.4. sînt astfel pe deplin justificate. | | 

Analiza semnalelor este dominată de nevoia calculului unor expresii de ti- 
pul (1), (2) sau (3), exprimînd trecerea din domeniul - timp în domeniul - frec- 
venţă şi invers. De aici rezultă interesul pentru găsirea unor algoritmi cît mai 
convenabili, dintre care s-a detaşat algoritmul TFR, elaborat de Cooley şi 
Tukey în anii 1965-1970. În ultimul timp s-au obţinut algoritmi mai rapizi, 
pentru N ales convenabil (nu neapărat o putere a lui 2) şi folosind rezultate 
subtile de teoria numerelor. SE Ser 

Pentru a sublinia rolul algoritmului TFR, indicăm timpii de calcul al 
transformatelor Fourier prin aplicarea directă a formulelor (1) sau prin apli- 
carea TFR pentru cîteva valori ale lui N : 


| 
2 


16 
20 săptămîni 5 minute 
20 


EI iam IL minate 


Prezentăm acum pe scurt ideea algoritmului TFR în cazul cînd numărul 
de eşantionare N nu este prim, N = N; N, cu întregii N,, N, strict mai mici 
ca N. Vom numi operaţie o pereche formată dintr-o adunare şi o înmulțire de 
numere complexe. Cunoscînd x(n) şi vi” se observă că pentru a calcula toți 
Ak) sînt necesare N? operaţii. | 

Pentru orice 0 < k, n < N - 1, împărțind k la N, şi n la N, avem scrieri 
unice k=k N, +k şi n=nN, +N, unde Ok, ns N, -1 şi Oskp 
na SN, — 1. Vom putea scrie k = (k,, ko) şi n = (ns, na) fără ambiguitate. Avem 
VRtNiNa aa ghita = (wN hm =1, deoarece vi = e" =] şi atunci 


pknaNh = (Na tha)naNa g pkana | 


Rezultă | 
ga E pa +) i pna ptr sai pata Ni ka deci- 
f(k) = f(k, ko) = X xmn = 
n=0 
N-i N N —İ Nat . . a . ' } 
= x(n na)? 1p" = D x(n ngjyr pi. 


n=0 n4=0 ng=0 
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Aşadar, avem 


N] 
Flush) = S Cska  (4) 


unde 
l Ni 
C (no) X xn) (5) 
np=0 

Pentru calculul lui C, sînt necesare NN, operaţii (pentru fiecare k fixat şi 
n, fixat calculul lui C (71, ko) necesită N, operaţii iar k parcurge N valori). 

Apoi cunoscînd valorile lui C,, pentru calcului lui Ak}, ko) cu formulele (4) 
sînt necesare NN, operaţii. Aşadar, numărul total de operaţii pentru calculul 
transformatei Fourier discrete pe această cale este N(N, + No). Dacă N, 22, 
N, > 2, atunci N,N, > N, + N, deci N? > NN, + N3). 

Dacă N, este prim şi N, se descompune în factori, atunci suma (5) se 
prelucrează descompunînd N, etc. Dacă N = NN, ... N, atunci în loc de N? 
operaţii se efectuează N(N, + N, + ... + N, ceea ce este sensibil redus. Cazul 
cel mai utilizat în practică este N = 2”, cînd se ajunge prin aplicarea TFR la 


N? g2m ml 
micşorarea numărului de operații de 


NON +N) 2m m 


5.4. Fransformarea Fourier-Walsh 


Fie n 22 un întreg fixat şi N = 2”. Notăm 7 ={0,1,..., N —1}. Orice ele- 
ment ae 7 are o scriere binară unică a = 3 21 +... ta 2+ ag = Gu_1---0199 
de lungime n. Pentru orice întreg be Z există şi este unic re 7 astfel încît 
b -r să fie divizibil cu N. Apoi pentru orice a, be 7, 
a=0,1..-Ņ;đp b= b,q...biby se poate defini elementul c =a ® b din Z pen- 
tru care c, =a, + b, mod 2. Mulțimea 7 are o structură de grup abelian rela- 


tiv la operaţia ®. 
Orice semnal finit x: 7 — C, x = (x, neg» se identifică cu un punct din C 


anume (Xp, Xis- Xy). Dacă y: —C este alt semnal finit, atunci se pot 
defini produsul x.y pe componente xy = (x0Y9; %11: Xy-1Yy-1) ŞI produ- 
sul scalar euclidian < x, y >= X0Yp + XV Ft X-a Ya. Vom numi bază 
standard de semnale finite cu N eşantioane orice sistem 


B = IE, Es E ERE. de N vectori-coloană din C" astfel încât 


1°. Matricea E = (El E... o să fie simetrică (de ordin N), cu toate 


elementele avînd modulul 1; 
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2°, Pentru oricer,se 7,E.E,=E'o, 


3°, Pentru oricer,se Z,r#s,<E„ E, > =Q. 
N-i 

Sistemul Z rezultă liniar independent | dacă SAE; =0 cu A, e C, atunci 
0 


N-1 

< ŞAE, E; >=0 deci conform 3°, À; < E;, E; >=0. Dar < E, E; >=N deci 
i=0 

A, = 0 pentru orice i ]. Deci B este chiar o bază pentru C™, iar matricea E re- 


zultă nesingulară. 
EXEMPLE. 1) Să considerăm vectorii-coloană N - dimensionali, 


EN-1h 
Se verifică uşor condiţiile 1°, 2%, 3°, obţinîndu-se baza standard a expo- 
nenţialelor discrete. 


2) Un alt exemplu de bază standard a lui CY îl constituie baza Walsh. 
Pentru orice 0 < t, k < N — 1, considerăm scrierile binare (unice şi de lungi- 
me n, deoarece N = 2"): 


t=E Bd = b12 tt 2+ toi k= mac Baho = aa 2 t. th 2+ ko 


şi definim pentru 1 <p <n, 
[* +k, mod2 dacă lspsn-1 


i ka dacă p=n 
Considerăm vectorii-coloană N — dimensionali 
Wok 
w SAt. 
lk u fiptn-p 
W, = unde w, =(-1)»* 
U N-Lk 


Se verifică din nou condiţiile 1°, 2°, 3°, obținîndu-se baza Walsh de sem- 
nale cu N eşantioane. De exemplu, să detaliem cazul N = 8 deci n = 3. 
În acest caz t = 4t +24, +9, k= 4ko + 2k; + Ros A = kı + ko mod 2, 
As = ko + k; mod 2 şi A; = ko. Pentru k = 0 avem kọ = k; = kọ = 0 deci 
A, = Ap = Á = 0 şi w= 1 pentru orice te7 ={0,1, 7T}. Pentru k = 1 avem 
k, = k, = 0, kọ = 1 deci A, = 1, Ap = 0, A = 0 şi wp, =(-1)2. În mod similar, 
Wion z (1) i W3 = (1 3 Wig s (-1)4to 


Wss pe: GDA T Wig = (12%, Us si (-1)% 
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Matricea E = (wa. w] ..Wy.1) are în acest caz forma : 


e e e a e e 
1 1 1 1 ~-1 -l -i -1 
1 1 -l -1-1-1 I 1 
| Lee A A = 
l 
i 
1 
1 


r a i. d 
-1 1-1 1-1 1 -1 


Baza Walsh este formată din cei 8 vectori din CË : wg, Wy; = Wg 

Facem convenția să considerăm intervalul [0, 1], să-l împărțim în 7 părți 
egale şi să reprezentăm un semnal discret cu 8 eşantioane prin "bețe" plasate 
în punctele de diviziune. Atunci cele 8 funcții Walsh vor fi reprezentate ca în 
figura VIH. 25. 


Figura VIII. 25. 

Revenim la cazul general. Dacă B = {Ep, E, ..., Ey) este o bază standard 
de semnale cu N eşantioane, atunci pentru orice semnal discret x: 7 — C, 
identificat cu vectorul - coloană corespunzător X se defineşte transformarea 
B- Fourier a lui x ca fiind vectorul-coloană N dimensional Fy =EX , unde 
E= (El E, li (Ey: În cazul cînd Z este baza exponenţialelor discrete re- 
găsim transformarea Fourier discretă, iar dacă B este baza Walsh de semna- 
le cu N eşantioane, atunci obținem transformarea Fourier-Walsh; în acest 
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caz în loc de "frecvenţă" se utilizează termenul de "secvență". Detalii şi aplica- | 
ţii pot fi găsite în cărți de specialitate. 

NOTĂ, Funcţiile Walsh au numai două valori, 1 şi -1. Apariţia lor în mate- 
matică s-a produs ca răspuns la o problemă celebră pusă de Emile Borel 
(1871 — 1956) la începutul secolului nostru. Se ştie că funcţiile 1, cost, sin £, 


cos 2t, sin 24, ..., cos nt, sin nt, ... formează un şir ortogonal total în Lion) (în 
2n 

sensul că dacă f + g sînt două funcții, avem < f, g >= f fet) dt=0 şi în 
0 


plus, subspaţiul generat de funcţiile anterioare este dens). Borel a pus proble- 
ma găsirii unui şir ortogonal total de funcții în Lo dar funcţii care să admi- 


tă doar două valori. Răspunsul a fost obținut de Walsh în 1923 şi aşa cum s-a 
întîmplat de multe ori, abia după 50 ani s-au găsit aplicaţiile semnificative în 
legătură cu tehnicile moderne de comutație, care beneficiază de avantajele 
funcţiilor Walsh. În cele de mai sus am prezentat doar funcțiile Walsh 
discrete (definite pe mulţimi finite cu N elemente, N = 2”), caz suficient 


pentru aplicaţii. 


Capitolul IX ECUAȚII CU DERIVATE PARȚIALE 


Obiectul acestui capitol important al matematicii îl constituie construirea 
şi studierea modelelor matematice ale unor fenomene fizice. După ce Newton 
a pus bazele mecanicii clasice, s-a constatat că multe procese fizice sînt supu- 
se unor legităţi care se exprimă matematic prin relaţii între o funcţie de mai 
multe variabile şi derivatele ei parțiale, adică prin ecuaţii cu derivate parțiale 
- de ordin întîi, doi sau de ordin superior. În această situaţie se află studiul 
unor fenomene vibratorii (coarda vibrantă, membrana vibrantă), de difuzie 
(conductibilitatea termică în diverse medii), fenomene hidrodinamice (ecuația 
Navier-Stokes), elastice, fenomene ondulatorii (ecuaţia Schrödinger), ca şi 
studiul cîmpului electromagnetic etc. 

Adeseori starea unui mediu fizic la un moment £ şi într-un punct 
Mix, Xa, Xg) este descrisă printr-o funcţie u(t, x, Xo, X3) de clasă C?. Uneori vi- 


iartă e a zi . a Qu i m | | 
teza de variaţie în timp a funcţiei u, adică EYE se exprimă cu ajutorul deriva- 
| 2 


telor parțiale ale lui u în raport cu variabilele x,;; alteori accelerația zE este 
l É 


exprimată într-un mod similar. Vom vedea în mod concret cum sînt stabilite 
astfel de relaţii şi vom arăta că determinarea explicită a funcţiei u se va pu- 
tea face doar dacă se adaugă condiții la limită formulate convenabil. În acest 
capitol vom da metode de rezolvare tocmai a unor probleme la limită corect 
puse, adică stabile la perturbații ale datelor. 

În orice modelare matematică se pun trei întrebări importante : existenţa 
soluţiei (ceea ce înseamnă necontradicții între modelul fizic şi modelul mate- 
matic asociat), unicitatea soluției (ceea ce corespunde unicității evoluţiei 
procesului) şi în plus, stabilitatea soluţiei la erori de calcul (o problemă se 
zice corect pusă sau stabilă dacă solutia ei variaza continuu în raport cu 
datele problemei). 

EXEMPLU. Să considerăm problema determinării unei funcții armonice 


u(x, y) în semiplanul! superior astfel încît u(x, 0) = 0 şi Sa, 0)=e,cu 
Y 


¢:R -R funcţie de clasă C*. Se poate arăta că pentru orice dată ọ, soluția u 
există şi este unică. Arătăm că totuşi problema nu este corect pusă. Dacă 


p=0 (funcţia nulă), atunci soluţia va fi nulă, iar dacă e, (x) = 1 cos nx(n > 1), 
n 


530 MATEMATICI SPECIALE + TEORIE, EXEMPLE, APLICAȚII s% (PARTEA IH) 


1 PES 
atunci problema are soluția u, (x, y) =—ycosnxshny. Se observă că deşi 
n 


0, RAET totuşi funcțiile u, sînt nemărginite în deschisul {y > 0} şi şirul 7A 
nu converge uniform către zero; aşadar dependenţa ọ — u nu este continuă 
(se poate întîmpla ca ọ să varieze "puţin" şi totuşi u să varieze "mult"). Acest 
exemplu faimos aparține lui J. Hadamard (1865 - 1963). 

Necesitatea aplicării metodelor numerice şi tehnicii moderne de calcul a 
impus cu precădere studiul problemelor corect puse şi numai de astfel de pro- 
bleme ne vom ocupa în continuare. În ultimul timp, problemele incorect puse 
sînt deasemenea intensiv cercetate. 


$1. Cîteva ecuaţii clasice 


1.1. Ecuația proceselor oscilatorii 


Să începem studiul oscilaţiilor 
“mici ale unei coarde vibrante într- 
un plan x0u în jurul poziţiei ei de 
echilibru (presupusă rectilinie, în 
lungul axei Ox). Să notăm cu 
u = ulx, t), xela,bl ecuația curbei- 
presupusă de clasă C? care exprimă 
poziţia coardei la momentul 4, 
ze (0,1; 

Tensiunea T(x, t) în punctul x şi | 
la momentul t este dispusă pe sui Figura IX.1 
genta la coardă şi o presupunem constantă, cu valoarea Tọ Pe un interval 
[x, x + Ax] notăm cu p(x)Ax masa elementului corespunzător de pe coardă şi cu 
F(x, t)Ax componenta normală pe Ox a forţei externe la momentul £. Conform 
legii a doua a lui Newton aplicată pe intervalul [x, x + Ax], avem 
3 u 
at 2 


F(x, (Ax) + To sin aleras To sin al. = plx)Ax — 


2 
(s-a luat proiecția pe axa Ou, 2 fiind accelerația), 


Oscilațiile fiind "mici", rezultă că a este "mic" deci 
tga 


i du 
SIN O = ~m 3 tg o = — deci 
1 + tg? Ox 


2 
F(x, Dar +T Z E ulx + Ax, Dute |= pa) y Ar 


dx 
Se obţine astfel ecuația 
3? Ta p du 


SA prea t) (1) 


Pa 
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numită ecuaţia coardei vibrante. 

Dacă F = 0 se spune că (1) este ecuaţia oscilaţiilor libere iar dacă F + 0, os- 
cilaţiile sînt forţate. Dacă p este constantă, T, fiind deja presupusă constan- 
tă, atunci se spune că avem o coardă omogenă şi ecuaţia (1) devine de forma 


92 32 5 
tza O) 


unde a = a este o constantă pozitivă depinzînd de material. Ecuația (1) se 


mai numeşte ecuatia 1 — dimensională a undelor. 
Ecuația membranei vibrante este 

d'u du u 
— = Dhl — lF (2) 
a2 9 ax? ay’ 

unde necunoscuta este u (x, y, ¢) şi reprezintă distanța de la punctul curent al 
membranei la planul poziției de echilibru. Apoi propagarea sunetului, luminii 
în spațiu (dar şi alte fenomene) sînt descrise de ecuaţia undelor în spațiu 


92u 2 
e = 0 Au H E (3) 
dt? 
unde 
dx? ay? əz? 
Aceasta se mai scrie sub forma 
AusF (39 
3? 
unde s% = EP a?A este numit operatorul lui D'Alembert. 


Coardele vibrante (adică firele flexibile), barele încastrate, membranele 
vibrante, oscilațiile electromagnetice etc. şi în general procesele oscilatorii au 
dinamica în timp descrisă prin ecuații de tipul (1), (2) sau (3). Ecuatia 
generală a proceselor oscilatorii în R” este 

Fu 

at? 
unde necunoscuta este funcţia de undă u(x, £), x = (4, -3 Xn); P, pq depind 
de mediu, iar F(x, ) reprezintă acțiunea forțelor externe. Bineînţeles, 

div (p grad u) = Sr (pi ot: 
Zi 0x; dx; 
Pentru determinarea exactă a soluţiilor (de exemplu în cazul coardei) sînt 


= div(pgradu) — qu + F(x, t) 


necesare condiţii suplimentare - iniţiale (de exemplu valoarea lui u sau ET 


la momentul t = 0) sau la frontieră (în funcţie de contextul fizic; de exemplu 
Ul ua = (2), sau coarda prinsă într-un punct sau prinsă la capete etc.). 
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1.2. Ecuația proceselor de difuzie 


Începem cu deducerea ecuaţiei propagării căldurii îm spațiu, invocînd raţi- 
uni fizice experimentale şi raționamente tipice de modelare matematică. Fie 
u(x, y, z, t) temperatura unui mediu izotrop în punctul M(x, y, z) şi la momen- 
tul £. Notăm ccu p(M) densitatea în M, cu c(M) căldura specifică în M şi cu 
k(M) coeficientul de conducţie termică în M. Presupunem de asemenea că 
intensitatea sursei termice în punctul M şi la momentul £ este F(M, t) şi 
considerăm atît un interval de timp [z, £+ At] cît şi un compact bordat 
oarecare V, cu frontiera suprafaţa închisă S şi normala exterioară A (în 
condiţiile formulei Gauss - Ostrogradski). Conform legii Fourier, cantitatea de 
căldură pi de V prin suprafaţa S în intervalul de timp considerat este 


Q = (fks do): = (| k(ă -gradu)do)at = (f ,div(kgradu) dx dy dz) At, 


ultima iai ia din formula Gauss - Ostrogradski. 
Pe de altă parte, de la sursele din V se primeşte cantitatea de căldură i 


Q =(|, Fl, y, z, t) dx dy dz)At 
iar cantitatea de căldură necesară pentru ca temperatura să varieze de la 


ulm, y) la um, t + At), deci cu e este egală cu 


=(|, ep% = dedy dz)At 
Bilanțul termic implică relația Q, + A = Q; deci 


(|, m gradu)+ F- p% [rayana O 


Deoarece V este arbitrar, rezultă ecuația 
div(k gradu) + F -cp % =0, 5 
numită ecuaţia propagării căldurii în mediul considerat cu necunoscuta 
u(x, y, z, t). Dacă p, c, k, sînt constante, mediul se numeşte omogen şi rezultă 
o ecuaţie de forma 
s =a Au + gix, y,z,t) (5) 

unde a > 0 este o constantă depinzînd de mediu. 

În cazul 1 — dimensional, asimilînd o bară omogenă RE i de caldi 
ră cu intervalul [0, 1] şi notînd cu u(x, £) temperatura barei în punctul 
x € [0, 1] şi la momentul ż, atunci distribuţia temperaturii, fără surse, este 


dată de ecuația ud = a? >y du 
dt ox 


<y- stabilită de Fourier în 1822. Luînd pentru sim- 


plitate a = 1, o soluţie a acestei ecuaţii este u(x, t) = NT e4 pentru £>0. 
i | = 
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Pentru t>0 "mic" temperatura este "mare" în jurul lui x =0 şi devine 
"mică" pentru t — , ceea ce corespunde fenomenului fizic. 
În cazul cînd u nu depinde de timp (numit cazul staționar), ecuația (5) 


devine de forma 
Au = g(x, y, z} (5°) 


şi este numită ecuatia lui Poisson. 
Ecuatia generală a proceselor de difuzie în R” este 


p% = div(pgradu)- qu + F(x, t) 
Pentru buna determinare a soluțiilor se impun condiții suplimentare (de 
' du | 
exemplu ul g = Ug prescris, sau > up cu up dat etc.). 
nis 


OBSERVAȚIE IMPORTANTĂ. În cazul stationar (cînd u nu depinde de timp), 
atît ecuaţia proceselor oscilatorii (4) cît şi ecuația proceselor de difuzie (6) ca- 
pătă aceeaşi formă, anume 

- div(pgradu)+ qu = F(x) 
În cazul cînd p = constant şi q = 0 se obține ecuaţia lui Poisson 


Au = Lp (x) iar dacă F = 0, se obţine ecuaţia lui Laplace A = 0 (în acest 


p 
caz funcţia u fiind armonică). Dacă cunoaştem o soluție particulară uo a ecua- 


ret) 1 ; î ca îi 
tiei Poisson deci Aug =— F(x), atunci punînd u = uo + v, rezultă că ecuația 
P ; 


Poisson se reduce la o ecuație Laplace. 


1.3. Ecuatiile lui Maxwell 


Aceste ecuații descriu cîmpul electromagnetic dintr-un mediu material. 
Presupunem că E(x, y,z,t) reprezintă intensitatea cîmpului electric (cu 


componentele scalare E, Ep, Es) şi H(x, y,z,t) este intensitatea cîmpului 


magnetic (cu componentele H,, Ho, Ha). Fie I(x, y,z,ć) densitatea curentului 
de conducție, p(x, y, z) densitatea de sarcină, € constanta dielectrică a mediu- 
lui şi u permeabilitatea magnetică a mediului. Aceste mărimi verifică în fieca- 
re punct al mediului considerat şi la fiecare moment următorul sistem de ecu- 
aţii, care poartă numele generic de ecuaţiile lui Maxwell (stabilite în 1860): 


div(eE) = 4np ` (Ta) 

divu) = 0 (72) 

mes E Ci) (74) 
c ot 


- 1a; a 4n- 

rot Ë =——(eE)+—I (74) 
c ot c 

(De fapt numai (7,) şi (74) sînt datorate lui Maxwell; ecuația (73) este dato- 


rată lui Faraday iar (7,) aparţine lui Ampere; Maxwell a introdus pentru 
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prima dată operatorii "div", "rot" ]. Constanta c = 3.10" cm/s reprezintă viteza 
de propagare a luminii în vid. 


Bineînțeles, nu ne propunem stabilirea ecuațiilor lui Maxwell. Considerăm 
cîteva cazuri particulare : 


1) Să presupunem că p=0, e = constant, u constant, şi Î=AE (legea lui 
Ohm, unde A este o constantă). 
In acest caz sistemul anterior devine 


Rezultă 


călea c a c2 dt 
Dar rot(rot E) = grad(div E) - AE = -AE. Atunci fiecare din componentele 
E, Ea, Es va verifica ecuaţia telegrafiştilor, anume 
_ E 92 “E,  4nàu dE, 
+ i ISkS3. 
E O E dt 


k” 


in mod similar, 


rot(rot H) = votl EË, Sl E |= E 9 i E) + ATA of S 
c dt c c ot c 


„E3|_uəH) 4f uoh). -42M _4mău 3H. 
| c ot c| ct 1u e a 
Pe de altă parte, rot(rot H) = grad(div F) - sā- 


-AH şi ca atare, compo- 
nentele lui M verifică şi ele ecuația telegrafiştilor. 


2) Să presupunem acum că Î = = 0, e = constant, u = constant şi că mediul 
este simplu conex. În acest caz sistemul lui Maxwell devine 


Deoarece H este un cîmp solenoidal, el va fi un cîmp de rotori H = Don, 
| | | i u 


ECUAȚII CU DERIVATE PARȚIALE 535 


Atunci rotE = uo yot IV) = Loa), deci rot(E + 1.94, = 0 şi există 
cot u c dt j c ot 
un cîmp scalar wọ astfel încît Ẹ + L = -gradwp deci E = -grad wg -1% 
č c 


[Perechea (wp, W) se mai numeşte cuadrivectorul potentialelor cîmpului 
electromagnetic.]. Cîmpurile tù, w pot fi alese astfel încît să fie satisfăcută 
condiția 


div + LE 940 -0 
c ot 
zi da E p aii 1 9% 2 BRE 
Atunci din ecuaţia div E = 4n— rezultă div| -grad wo ini: An adică 
E c 


— Atu — L iiie i) = 4n£. sau —Aw9 aloca Oi 42. Aşadar wọ verifi- 
c ot E€ c ot E 


2 
d ; £ d w i ; 
că ecuația undelor, anume me a, ~ Aug = 4nÈ, care este o ecuaţie de tipul 
c E 
(3). 


3) În cazul electrostatic (adică H =0 şi E nu depinde de timp), ecuaţiile 
lui Maxwell devin 
div(eE) = ATD, rot E =0 

În acest caz E = -grad wọ şi dacă £ este constant, potențialul wą verifică 

ecuația lui Poisson Awg = -4n£. 
E 

În fine, în cazul magnetostatic (deci E =0 şi H nu depinde de timp), rezul- 

tă div(p) =0 şi rot Ë = ÍZ]. 
ĉ 


In teoria cîmpurilor se pune adeseori problema determinării cîmpurilor cu 
divergenta şi rotorul cunoscute, motivat de studiul ecuațiilor lui Maxwell. 


1.4. Ecuația lui Schrödinger 


Să considerăm o particulă de masă m aflată în mişcare sub acțiunea unui 
cîmp extern de forțe cu potenţialul V(x). Dacă y(x, î) este funcția de undă 


(deci pentru orice compact bordat K c R”, integrala fel y(x, £) A dx reprezintă 


probabilitatea ca particula să se afle în K la momentul 7), atunci funcția 
y(x, t) satisface ecuaţia lui Schrödinger : 


„dy Rk? | 
N scl Ari 8 
l EP 27 Lu Ai (8) 


unde Ph este constanta lui Planck. Dacă energia E a particulei are o valoare 
dată (adică starea particulei este staționară), atunci funcția de undă este de 
forma 


yle, t= yle k” 
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şi funcția y(x) va satisface ecuaţia staționară a lui Schrödinger : 


h2 
-— Ay +Vy=E (89 
2m 


: TO l Du E 
OBSERVAȚIE. Să considerăm ecuația undelor SE a7Au = f(x, y, z, t). Să 


presupunem că membrul drept este o funcție continuă periodică cu frecvența 

o şi amplitudinea A(x, y, z) adică Ax, y, z, t) = Alx, y, zje™ şi pii soluții pe-. 

riodice, cu aceeaşi frecvenţă u(x, y, z, t) = v(x, y,z)e'*. Atunci L = = ve şi 

Au = e" Av şi înlocuind în ecuația undelor, se obține 

-0 ve — a?ei“ Av = Ae” , adică a2Av + wîv = A. Se obține o ecuaţie de forma 

Av + k?u = g(x, y, z), unde k = constant (9) 

numită ecuaţia lui Helmholtz. Se observă legătura strînsă cu ecuația (8). 
În cele de mai sus, am pus în evidenţă mai multe tipuri de ecuaţii cu deri- 

vate parţiale, obţinute în legătură cu descrierea unor procese fizice. Trecem 

acum la studiul lor mai sistematic şi la prezentarea unor metode matematice 


_ de rezolvare. 
$2. Ecuaţii cvasiliniare de ordinul 2 
2.1. Clasificarea ecuaţiilor cvasiliniare de ordinul 2 


DEFINIȚIA 2.1. Se numeşte ecuaţia cvasiliniară de ordin II în multi- 
mea deschisă D c R” o ecuaţie de forma 


dx, dEn 
unde a; = a; sînt Rae continue D R şi functia G este continuă î în argu- 
ikentele ei, pentru x = (x,,...,%,)€ D. Necunoscuta este o funcție u e C?(D); în 
unele considerații soluția se caută în clasa distribuţiilor. 

O suprafaţă S c D de ecuaţie q(x,,..., x, ) = 0 se numeşte caracteristică a 
ecuaţiei (1) dacă q este de clasă A î a x e 5, avem Volx)=0 şi 

> a; (7) SRI <o=0 2 n 
1<i, jsn X; i 

Clasificarea ecuatiilor de m (1) se face în fiecare punct xy € D în parte. 

Anume, se consideră forma pătratică q(x asociată matricei simetrice 
S = (a;(%9)). Ecuația (1) se numeşte: de tip eliptic în x dacă q(xg) este pozitiv 
sau negativ definită (deci S are toate valorile proprii > 0, sau toate <0 ); de 
tip hiperbolic (în x) dacă q(x) este nedefinită (S nesingulară şi are valori 
proprii atît strict pozitive cît şi strict negative). Ecuația (1) este de tip para- 
bolie în x, dacă matricea S este singulară (adică admite valoarea proprie 0). 

NOTĂ. Terminologia este pur convenţională (deoarece nu se folosesc elipse, 
hiperbole sau parabole). | 
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EXEMPLE. 1) Să considerăm ecuația undelor 


2 
a - a?Au =0, a>0 constant pentru (£, x)e D= Rx RR” 


In acest caz suprafeţele caracteristice au ecuația p(£,x,,...,.x,)=0 unde 


N 
Printre aceaste se află conurile de ecuație a° (t-t)? - Y (x; -c;)” =0, cu 
i=l 


vîrful Gat În orice punct, matricea simetrică asociată este 


şi valorile proprii sînt 1 şi -a° deci ecuaţia este de tip hiperbolic. 
2 2 
2) Ecuatia Laplace Ca AR Su 
oxy E 


şi este de tip eliptic (în fiecare punct din R”). 


=0 nu are suprafeţe caracteristice reale 


3) Ecuatia căldurii Or i =0 este de tip parabolic (în orice punct din 


RH, 
Considerăm acum cazul n = 2; cu notații puțin schimbate ecuația (1) este 
de forma 
9“u du du 
A(x, pa + apt pat ot E pe w). 0 (3) 
Ox0y Ox” dy 
Necunoscuta este u = u (x,y), de clasă CD) unde D c R?. Caracteristicile 
sînt în acest caz curbe plane nesingulare T : e (x, y) = 0 situate în D, astfel 


încît 
de dp 09 dp 
A + 2B— + C =0. 
= dx j+ Ox dy e Oy ) 


Fie Mo, yo) e T un punct fixat şi presupunem că L la, uo) #0. Atunci 
Y 


conform TFI, curba F are o ecuaţie y = y(x) în vecinătatea punctului Mọ. Din 


relația q(x, y (x)) = 0 rezultă z. e y'= 0 deci = = Z y” şi ca atare, 
Ad 


2 2 

A L y? -2B a y +C ETA = 0, de unda Ay” -2By'+C =0 

Oy dy dy | 

sau | | 
“Ady? -2B dxdy +C dx? =0 (4) 
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Aceasta este ecuaţia diferenţială a curbelor caracteristice ale ecuaţiei (3). 
Pentru orice punct (x, y) e D, matricea simetrică asociată ecuaţiei (3) este 


(Ay) B(x, y) 
“| Bæ, y) C(x, y) 


Valorile proprii Au, As verifică ecuația X —(A + C)A + AC - B? =0. Dacă 
AC- B2=0, atunci ecuaţia (3) este de tip parabolic în punctul (x, y). Dacă 
AC-B2>0, atunci An Ap>0 şi ecuaţia (5) este de tip eliptic, iar dacă 
AC - B? < 0, atunci ecuaţia (3) este de tip hiperbolic. 


2.2. Metode de rezolvare a ecuaţiilor cvasiliniare de ordinul Il 


a) Metode elementare directe 
Acestea se pot aplica numai pentru ecuaţii foarte simple. 


2 
D 0 se scrie echivalent a(x) = 0 deci este constantă în 
Y 


OxAy dx \ Qy 


: ; PERESS 9 
raport cu x deci este o funcţie arbitrară de y, = = f(y). Atunci 
Yy 


Ecuația 


Ş | 
u(x, y) = | f(y) dy + p(x) deci u este suma unei funcţii arbitrare de x cu o func- 


Yo 
ţie arbitrară de y, u(x, y) = ọ(x) + y(y), cu 0, y de clasă C’. Aceasta este solu- 
2 


tia generală a ecuației t=O. 
ðxdy 
2 
În mod similar, ecuația d = 0 se scrie 2(2) = 0 deci du = p(9y) şi 
Ox dx | dx Ox 


ul, y) = x0p(9) + WU) cu 9, Y funcţii arbitrare. 
Dăm încă un exemplu. Ne propunem să determinăm funcţiile armonice în 
R” 1 (0) care au simetrie centrală, adică sînt de forma 


u=u(r) under = Vai pacat ac = hal 


Au = div(grad u(r)) = div (wo, ei i) = 
t r 


in acest caz, 


2 2 2 
= wt) 9 (iz euro” A Ha 
dx, r Ox, r r r 


n-1 


y? Ao 
tu (7) tuir) —— n =u”(r)+u (r) 
r r 


Din ecuația Au = 0 rezultă wn Jo deci u'(r)= SE „Dacă n=l, 
u(r) r r” = 
atunci ulr) = Cr + C.. Dacă n = 2, atunci u(r) =C lnr + C, iar dacă n 2 3, re- 
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zultă u(r)=C La +C, cu C, C; constante arbitrare. | Pentru n = 2, funcția 
r 


armonică fundamentală este u = În i x? +y? şipentrun = 3, 
1 
A A l. 
x +y +z 

b) Metoda reducerii la forma canonică 

Ne restrîngem la cazul n = 2 şi considerăm ecuația (3), în care A, B, C sînt 
presupuse funcţii de clasă C? într-un deschis DCR, cu A #0 | cazul Cz0 
este similar iar cazul A = 0, C = 0 se reduce la cel anterior făcînd schimbarea 
de variabile independente (x, y) > (E, n) unde 6 =x +y, N =x- y]. 

Să facem o schimbare de variabile independente 

E = Ex, y), n= n, y) (5) 


cu E, n de clasă C? şi e = 0. Un calcul imediat arată că ecuația (3) devine 
X, i 
de forma 
3u du u A £ 
A —5 +2 oat G l —)=0 6 
unde 
2 
dE 9E oE ua 
A = A|— | +2B4>-> +C] <4 
i e | dx dy a) 
98 on 98 on „% on 9£, an 
A+ B Ca 
a Ox Ox (za, dy dy Ox i Oy Oy 
2 
On mM, | M 
= A| — | +2B— — |. 
C (22) PEY E) 


Dacă ecuaţia este de tip hiperbolic, atunci din ecuaţia (4) a caracteristicilor 
rezultă două familii de curbe caracteristice E(x, y) = C, , nx, y) = C; şi pentru 
ele avem A, =0, C, =0. Aşadar, făcînd schimbarea (5) se obţine o ecuaţie de 


forma 
3 u gu ðu 
E "a G 1th M T” b 7 
JET (în, Ze) i 


numită forma canonică a ecuaţiilor de tip hiperbolic. Dacă ecuația este de 
tip parabolic, atunci ecuația (4) determină o singură familie de curbe caracte- 
ristice E(x, y) = Cy; făcînd schimbarea de variabile £ = &(x, y), n = x, ecuaţia (3) 


devine de forma 
92u du ðu 
i la Gale. N u JE” e) (8) 
numită forma canonică (pentru cazul parabolic). 
În cazul eliptic, ecuaţia (4) va avea soluţii de tipul ọ(x, y) £ ivy(x,y) = C şi 
se face schimbarea de variabile £ = ọ(x, y), n = y(x, y). Ecuația (6) va căpăta 
forma canonică 
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du 3u du ðu 
ra = G H U, a’ Mai 9 
E * one (e Liu = a 

Nu dăm mai multe detalii. 

EXEMPLE. 1) Să considerăm ecuația oscilaţiilor libere ale unei coarde 


vibrante omogene 
Fu ə 3u 
y = az, XE (A,B], te (0,7! 
ot Qx 
Ecuatia curbelor caracteristice este conform (4), dx? — a?dt? =0, adică 
(dx + adt)(ax — adi) =0 şi are soluţiile x + af =c, X~ at = cC} Se recomandă 
| pi 
atunci schimbarea de variabile E =x+at, n=x-at. Ecuatia devine Ea ARE 0 


ogn 
şi va avea soluția generală u =¢(§)+ y(n) adică u = ¢(x+at)+ y(x~at) cu 
ọ, y functii arbitrare (de clasă C'I. 
Funcțiile v(t, x) = px + at) şi v(t, x) = y(x —at) reprezintă mişcări ale 
coardei, ce pot fi descrise ca unde deplasîndu-se cu viteza a spre dreapta şi 
respectiv spre stinga. 


y = p(x+at) y= Q(x) 
e. e 
A i B 
EE VEET. 
y= y(x) y = y(x-at) 
—— N 
A B 
fe caci arcuit E 0 sate citea tai ae J 
Figura IX.2, 


Ecuația coardei singură nu determină mişcarea ei în mod univoc şi trebuie 
adăugate atât condiții iniţiale (care indică poziţia şi viteza coardei la un mo- 
ment dat) cît şi condiţii la frontieră (care se referă la mişcarea coardei la ca- 
pete). De exemplu, funcțiile ọ, y şi ca atare, u(x, t) pot fi determinate dacă se 
pun condiţiile u(x, 0) = u(x) şi Sa 0) = u (x) cu uo şi ui funcții date; aceasta 
revine la rezolvarea sistemului p(x) + y(x) = u(x) şi 

o (xja-y (xja =u (x), vxe (A, B] ceea ce este imediat. 
2) Fie ecuația 
92 2 2 
+ PART A, 
dx ðxðy Oy o | 

Ecuația caracteristicilor este dy? — 4dx dy + 5dx? =0 sau y”? -4y +5 =0 de 

unde y =2ti. Rezultă y = (2 t i)x + C, adică y -~ 2x txi =C. Se recomandă 
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schimbarea de variabile £=y-—2x, n=x şi ecuaţia se reduce la forma 
canonică 
E m 

Am văzut că reducerea la forma canonică a ecuațiilor cvasiliniare se reali- 
zează prin schimbări de variabilă convenabile, obţinute cu ajutorul curbelor 
caracteristice. Dar există şi alte schimbări de variabile utilizate în studiul 
ecuațiilor cu derivate parțiale, unele fiind sugerate de simetriile existente în 
natura fizică a problemeni, Astfel, trecerile la coordonate polare în plan sau 
la coordonate sferice (sau cilindrice) în spaţiu sînt utile în cazul unor simetrii 
centrale (şi respectiv axiale). În acest sens, reamintim expresia operatorului A 
al lui Laplace în coordonate sferice r,9,q şi respectiv cilindrice p, ọ,z 
(stabilită la pag 243) : 


r or ðr) r?sin0 98 30) r?sin80 Jọ? 
apj pag? az? 
În coordonate polare (p, 8 în plan), avem 


NEAFC NENA 
popl əðp) p? 98 


Aşa cum am văzut, pentru buna determinare a soluțiilor sînt necesare con- 
diții la capete, condiții inițiale sau condiţii la frontieră, în funcție de contextul 
fizic, 

c) Metoda separării variabilelor 

Dacă se ştie apriori (fie din teoreme de existenţă şi unicitate, fie din consi- 
deraţii fizice) că o anumită problemă are soluție şi aceasta este unică, atunci 
nu contează metoda prin care este obținută această soluție. În acest sens, 
vom ilustra metoda separării variabilelor (atribuită lui Fourier) pentru 
rezolvarea unor ecuaţii cu derivate parţiale cu condiții suplimentare. 

Subliniem că această metodă este însoțită adeseori de aplicarea "principiu- 
lui suprapunerii efectelor”. 


Rezolvarea problemei lui Dirichlet pentru discul unitate 

Să. considerăm discul unitate raportat la reperul ortogonal xOy. Aşadar 
D={x? +y <1} şi fie r= D\D frontiera orientată pozitiv a lui D. Problema 
Dirichlet constă în a determina o functie continuă u(x, y), u:D — R care să fie 
armonică în D(Au = 0) şi astfel încît u [T să ia valori prescrise. 

Să arătăm că această problemă admite o soluţie unică. Într-adevăr, fie 
U, ip două soluţii şi v = u, — up. Atunci Av = 0 în D ṣi v IT =0. Aplicînd formu- 
la Green-Riemann, rezultă 
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f. (— pide rog) = js (v [vs dx A dy = 
Di Ox 9xj dy ay 


S mew] A2) aere 


Tinînd cont că v |p= 0 şi Av = 0 în D, rezultă 


TOS 


2 
deci (2) + du = 0 (= înseamnă egalitate 
Ox Oy | 


în fiecare punct). Atunci LA 0, — = 0 deci 
Ox Oy 


v este constantă în D, v =k. Fiind continuă 
în D, v va fi egalā cu k şi în punctele lui I 
deci k = 0 deci v = 0 şi ca atare u = u; în D. 
Din cauza simetriei centrale (relativ la 0) 
a problemei, se recomandă trecerea la coor- 
donate polare (p, 0) în plan; figura IX. 3. ' 
Problema se reformulează astfel: trebuie Pipra a 
determinată o funcţie u(p, 0), (p, 8) e [0, 1] x R astfel încît 
2 2 
20u u „9 ; 
—> +p —— =0 (10) 

P op Pap 082 
pentru p€ [0, 1], 6e R şi în plus u(p, 0) Le F(0) cu f:R—R cunoscută, 
presupusă continuă, nenulă, periodică de perioadă 27. (Dacă f=0, atunci 
u=0). i 

Unicitatea soluţiei fiind demonstrată, nu contează prin ce mijloace se 
obţine acea soluţie. Aplicăm metoda separării variabilelor, căutînd soluții de 
forma 


u(p,0)= X(p)YQ0) ALD 
cu X şi Y funcţii de clasă C? (şi Y neapărat periodică de perioadă 2n). Atunci 
? 92 2? . z 4? | 
DU 2 K'YO), Zg = X"PY O) si = XHY" 
op dp” 90 
şi înlocuind în ecuaţia dată, rezultă p2X"(p)Y(0) + pă '(p)Y (0) + X(p)Y” (0) = 
sau "separînd variabilele, 


p2X"(p) + păX'(p) ° Y'O (12) 
X) Y (9) | | 
LEMĂ. Presupunem că u : I > R, v : J -> R sînt funcții definite pe in- 
tervale astfel încît u(x) = vu(y) pentru orice x € I şi y e d. Ana 


Atunci ambele functii sînt constante, egale cu aceeaşi sonanti ki: 
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DEMONSTRAȚIE. Fixăm y, € J şi notăm v(yo) = k, Conform ipotezei rezultă 
u(x) = v(yo) = k pentru orice x € I. Apoi v(y) = u(x) = k pentru orice y € J, 

Aplicînd această lemă relaţiei (12), rezultă că ambii membrii sînt egali cu 
aceeaşi constantă reală k deci 

p°X”(p)+pX'(p)-kX(p) = 
şi 
Y"(0)+:Y(0)=0 pentru pe [0, l)şi6e R. 
Dacă k < 0, din ecuaţia diferențială Y"(0)+kY(8) =0 va rezulta 
Y(0) = Ciel +C, 
cu C}, C, constante şi aceasta este periodică doar dacă C, = C; = 0 adică Y = Q 
şi f ar rezulta nulă, din nou caz exclus. 

Rămîne ca unică posibilitate k > 0, k = œ (o 2 0) ecuaţia Y"(0)+ wY (6) = 
are o soluție Y(0)= A cosow0 + Bsinw0, cu A, B constante. Funcția Y(0) fiind 
periodică de perioadă 2r rezultă în mod necesar că w = n, întreg (n > 0). 

Atunci 

Y(0) = A cosn + Bsinn? 

Pe de altă parte, rezultă k =n? şi p’ X "(p)+pX"(p) -n2X(p) =0. Aceasta 
este ecuație Euler şi căutăm pentru ea soluţii de forma X(p)=p?; rezultă 
p(p-1)+p-n? =0 deci p =2n şi soluţia ei generală este X(p) = Cp” + Dp”, 
cu C, D constante. Dacă D + 0, atunci făcînd p — 0 ar rezulta că X(p) — to şi 
ar rezulta că funcţia armonică u(p, 9) ar tinde către infinit spre centrul discu- 
lui, ceea ce este exclus. Aşadar, D = 0 şi X(p)= Cp”. 

În acest mod, pentru orice întreg n > 0 am pus în evidenţă cîte o soluție 
(11) a ecuaţiei (10), anume 

u,(p, 0) = p” (A, cosn0 + B, sinn9) 
Aplicăm “principiul suprapunerii efectelor” care afirmă că suma seriei 


Yu (p, 9) este de asemenea soluție (în ipoteza va Da 
n20 
Aşadar, funcția 


u(p, 0) = Sp"(A, cosn+ B, sinn) (13) 
n=0 
este soluție şi rămîne să determinăm constantele A,, B,, din condiția la fronti- 


eră up) = f(0), adică 
f(0) = SA, cosn0+ B, sin n9) 
Aceasta fiind de fapt dezvoltarea Fourier a lui f, rezultă 


1 T 
40 za NIA A, = 7 [FO cosno do, B, =1 f posinne do (n > 1) 


~n 


Înlocuind în (13), rezultă u(p,8) = = — | re) +2 Sp" cosn(6 — -| do 


n=l 
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Dar 
1+25, p” cosn(0-0)= Reh + 2 A | "E 
nal l paf 
peite-e) 1 + pei) 1-02 
= Rej 1 + 20205 | 7 Re 00 [a Mi 2 
1 — pe 1 = pe 1 —- 2pcos(8 —-0)+p 


şi soluţia explicită a problemei Dirichlet pentru discul unitate este 
Ip, | i POE 

2n _„1-2pcos(0-p)+p 
În cazul discului (7 +y" < R°?) de rază R > 0, după un raţionament simi- 


lar, formula devine 


u(p, 8) = 


u(p, 6) = (formula clasică a lui Poisson). 


R? -p° f fo) do 
2n _R2-2Rpeos(0-0)+p” 


Oscilaţiile unei coarde vibrante prinse la capete 


Să considerăm o coardă vibrantă prinsă la capetele unui interval [0, L] de 
pe axa Ox, care oscilează într-un plan xOu fără viteză inițială şi care la un 
moment dat t = 0 poate fi identificată cu graficul G al unei funcţii continue 
nenule u = f(x), f: T0, L} R. | 

Notăm cu u(x, £) ordonata la momentul t a punctului de pe coardă care 
corespunde abscisei x € [0, L]. Condiţiile impuse se traduc matematic în: 

u(0,8)=0, (L, t)=0 (14) 
pentru orice t (condiții la capete, exprimînd că avem o coardă prinsă la ca- 
pete); 
ule 0) = fix) şi Sa, 0) =0 pentru orice x e [0, L] (15) 


(condiţii iniţiale). 

Presupunem în plus coarda omogenă şi ne propunem să studiem oscilaţiile 
libere ale coardei; aşadar funcția u(x, t) satisface pentru (x, £) e [0, LI x [0, =) 
ecuaţia cvasiliniară de tip hiperbolice : 

2 2 
Ty = a? 5 (a > 0 constant) (16) 

Problema fiind bine determinată fizic, admite soluție unică (de fapt ar 
trebui arătat matematic, aşa cum am făcut în cazul problemei Dirichlet, că 
problema (14) + (15) + (16) are soluție unică; nu dăm detalii). Pentru a deter- 
mina soluția ei, aplicăm metoda separării variabilelor. Căutăm soluții pentru 


ecuația (16) de tipul uta, t) = Xx). TE) deci XOT H = A X(a)T"(0) şi 
pă 


X = E = k, constant (conform lemel anterioare). 

K aoi Sa: 

Dacă k = 0, atunci X” =0 şi X(x) = mx + n. Dar din (14) rezultă X(0)=0 şi - 
X(L) = 0 deci m=n=0 şi ar rezulta u = 0, exclus (căci fz 0). Dacă k> (ji 
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atunci din ecuaţia X” —kă =0 rezultă X(x) = C ek + Ce-i cu C,, C, cons- 
tante. Deoarece X(0) = X(L) = 0, rezultă C, =C, =0 şi din nou u=0, exclus. 
Rămîne ca unică posibilitate k < 0 deci X(x) = C] cos xy -k + C, sin xy—k. 


Din X(0) = 0 rezultă C, = 0 şi din condiția X(L) = 0 rezultă C, sin LV-k =0. 
Deoarece X # 0, rezultă C, # O deci sin LJ-k =0 şi ca atare Li-k = nn cu 


pay? 
şi X(x) = Ca sin, 


zi 2-22 
Pe de altă parte, ir = h deci TD” at. k 


n € Z. Aşadar, k = 


T= Ta 


nna nra 
T (£) = D, cos— 3 t+ D,sin——t cu D, D, dota ei Aşadar, pentia orice 


întreg n 2 1 am obținut cîte o soluție a ecuației (16) satisfăcînd condiţiile (14); 
anume | 


. nnat 
elit + B, sin 


ġ)= ——| A, 
U, (X, E) sin PE COS ————— 


Aplicînd principiul suprapunerii efectelor, o soluție a problemei (14) + (16) 
este 


nat 
+ B, sin 


S ARI nat 
u(x, t) a Sein (A, cos = ) 
n=l 


şi rămîne să cil constantele A,, B, din condiţiile inițiale (15). 


Deoarece 5 (e: t) 200, rezultă B, = 0 şi apoi f(x) = Ș.A, sin e deci 
n=l 


= -2] fi sin = dy. 


Am determinat deci într-o formă B poziția coardei la fiecare mo- 
ment t: anume 
nax nnat 


u(x, t) = SA, sin— cos 
n=i L 


„cu A, determinaţi anterior. 


INTERPRETARE FIZICĂ, 


„n > 1 descrie cîte 


RTL 
Fiecare "vibrație armonică u, (x, t) = A, Biri 7 cea 


una din mişcările coardei şi are frecvența proprie ia şi amplitudinea 
A 2l: LA 


A, sin (unde lim A, = 0 ). Punctele 0, —, —, ——,..., L în care se anu- 
N rn 


lează Sa NE a se numesc noduri iar aia să în care amplitudinea este 
extremă se numesc ventre. Vibraţia armonică u(x, t) cu frecvența minimă 


T se numeşte tonul fundamental al coardei, iar (u, (x, t)},>ọ se numeşte 


şirul armonicelor. Soluţia problemei puse este aşadar obținută prin supra- 
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punerea tonului fundamental şi a armonicelor, acțiunea lor totală formînd 
timbrul sunetului emis de coardă. 


Distribuţia temperaturii staționare a unei bile sferice 


Fie o sferă materială omogenă de centru O şi rază R. Alegem un reper or- 
togonal Oxyz şi notăm cu ul, y, z, t) temperatura în punctul (x, y, z) al bilei 


: i ; ; OS ȘI du 
sferice închise şi la momentul t. Ecuația propagarii căldurii este s a Au 


conform ecuației (57). Condiţia de staționaritate a temperaturii înseamnă că 
u nu depinde de şi ca atare Au = Q. 

Ne propunem să determinám distribuția temperaturii (adică expresia 
funcției u), în ipoteza că u nu depinde de ọ şi că la suprafaţa sferei 
u = lig sin? 9 cu ug = constant. Matematic, aceasta revine la a rezolva ecuația 
lui Laplace Au = 0 ştiind că u nu depinde de ọ şi că u |. R7 Uo sin? 0. În coordo- 
nate sferice avem 

Au = ar z), i 2 (eine) + SE a 
r° Or dr] rîsin8 98 39) r2sin'0992 
şi problema revine la a determina funcţia u(r, 9) ştiind că 
snod[ri a) +2. (asine) A O (17) E 
pentru 0<r<sR, 9€ [0, m] şi are loc condiția la frontieră 
u(R, 0) =u sin" 9, (Y) 0 e0, n] (18) 
Aplicăm din nou metoda separării variabilelor, căutînd necunoscuta de 


forma : 
Ă u = XIr)Y(0) 
Înlocuind în (17) obţinem : 


Y(8)sin9 d (237) + X(r) A (70) sin0)=0 
dr d8 | 


deci Y(0)sino(2ră (r)+ +2X%(r)) + X0)Y”(0)sind + Y'(0)cos0) =0, de unde 
rr) + 277) Y"(O)sin0+ Y'(0)cos0 _, 
X(r) ai YV(O)sind ja 
Pe de altă parte, se obține ecuaţia diferenţială 
Y"(0)+ cos (8) + kY =0 (19) 
sin 


Dar să reamintim (vezi pag. 344) că pentru ecuaţia Legendre i 4 
(1 — x2)y” —2xy +y =0 (A parametru real), se obțin soluții mărginite pe in- | 
tervalul [-1, 1] numai dacă À = n(n + 1) cu n 2 O întreg şi în acest caz soluția : 
este y = P, (x) (pînă la o constantă multiplicativă). Dacă facem schimbarea de 


variabilă x = cos 6, atunci 


sua I cina da La d (ze). y"(0) sin — y'(0) cos 
y (x) şi y (x) e a 


sin 0 sing dð 
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cos 
sin 0 
(19) obţinem în mod necesar k =n(n +1) şi Y(0) = P,(cos6), ne. 
Pe de altă parte obţinem r°X”+2rX'-kX =0 cu k =n(n + 1), care este o 
ecuație Euler; căutăm soluţii de forma X (r) =r” deci 
p° -p+2p-n(n+1)=0, de unde Pı =n şi po = (n + 1) şi ecuația are soluţia 
generală X(r) = Cur" + Car”! cu C., C, constante arbitrare. Deoarece pentru 
r — 0 (spre origine) temperatura este finită, rezultă în mod necesar C, = 0. 
Aşadar, pentru orice ne N, ecuația (17) admite soluția 
u, (r, 0) = A,r” P,(cos0) şi aplicînd principiul suprapunerii efectelor, admite şi 


y'(8)+3y =0. Comparînd cu ecuaţia 


şi ecuația anterioară devine y”(0)+ 


soluţia 


u(r, 9) = S,A,r"P,(cos0), 
n=0 
unde P, este polinomul Legendre de grad n. Punînd condiţia la frontieră (18) 


avem pentru r = R, ug sin? 8 = Y A, RP, (cos6) 
nz=0 


Făcînd înlocuirea cos 0 =x, rezultă ug(1—x2) = Y A,R” P, (x). Înmulţind 
n=0 
cu P(x) şi integrînd pe intervalul [-1, 1], rezultă 
1 
AR” = = Up [CI — 2292 (0) dx, meN 
2m+1 KA 
Se obțin imediat Ap A,, A, şi evident A, = 0 pentru m > 3. Soluţia finală a 


l 
problemei puse este u(r, 0) = A, + A,rcos6+ Ari cos?o- 2) , CU Ag, A,, Ap a- 


flati. 

Am ilustrat anterior modul de utilizare a seriilor Fourier pentru rezolva- 
rea unor ecuații ale fizicii matematice. Indicăm acum pe scurt o aplicație a 
transformării Fourier. 


Propagarea căldurii într-o bară infinită 


Să considerăm o "bară infinită" omogenă identificată cu dreapta reală. 
Presupunem că temperatura u (x, t) a barei în punctul x e R şi la momen- 


2 


faima . ðu u . TE EE 
tul £, £ > O verifică ecuația z Ec şi condiția inițială 
x 


g E , i 
—, = sînt continue şi abso- 
Ox dx 


< P(x), unde e LA. 


u(x, 0) = ug(x), (v)xeR. Presupunem că u, Ug, 


lut integrabile pentru x e R, £2 0 şi că X, ț) 


Notăm cu U (o, £t) = F {ulx, t)}, transformata Fourier a lui u, considerînd 7 


ca parametru. Atunci ecuația devine 
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du du dU 
ga D Fa) deci = =-0°U 
ət Ox? e dż Da a ma 
Aşadar, rezultă ecuația diferenţiala tou =0 (în care œ este para- 
metru) şi condiţia inițială devine U (%, 0) = F (œ), unde Fyw) = Plug). 
Rezultă | 


2 | 2 
Pc et e 
e d suola z Futo] 
şi aplicînd formula de inversare (teor. 4.4. pag. 487) rezultă 
A ja biata 


-£ =y 1 
[e stu (x-E) dă a 


1 
fi Nat 


n i 
— pÉ = 
U(o,8=e "Fo e =F ; 7 


D (x-y) 


Jue si dy 


wo 


ulx, t) = e îtxug(x)= 


Să presupunem că 
up . “constant . - dacă asx <p 
uglx) = a 
| 0 în rest 


Atunci 


uta D= e 4 dyo 


INTE a 


Să facem schimbarea de variabilă i =v deci 


-Ë 

2. a E 
| e” dv 

x- S 

Ł 


u(x, t) = Pe 


d 


Notînd (v) = E g dx, rezultă în final : 
T AZ; E | 


| u fesa x-B ] 
20] AN sai | 
aia d ul E) r] | 


$3. Funcţii Bessel 
Să presupunem că ne interesează distribuția u(x, y,2) a temperaturii 
staţionare într-un conductor cilindric omogen. Această problemă avînd sime: . 
trie axială, se recomandă trecerea la coordonate cilindrice pentru rezolvarea - 
ecuaţiei Laplace Au = 0, adică o a 
Pu 1du 1 u u 
A E a e d 
dp” pop pop 02 
-“ Aplicînd metoda separării variabilelor, căutăm soluţii de forma 
u = R(p)b(p)Z(z); înlocuind în ecuaţia anterioară, rezultă 
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dl s eN A 
(R'P+—RP+—ZRPb)Z+ ROZ =0, 


(R +-R Ot- RO PA 
NR: ARIE, E 
de unde = = k, constant. 
RE Z 


Aşadar, 3 | 
7? Í 7 1 77 Ji ] f 1 n 
G 2s one =RRO de unde (2 n aa o = ana 
D 


pR” + pR' -kp2R ©” 
E 
Se ajunge astfel în mod natural la ecuația diferențială ordinară 

PR” + PR —(kp2 + k, )R =0, cu k, k, constante şi cu necunoscuta R(p). Aceasta 
este o ecuație liniară omogenă de ordinul IĮ, cu coeficienţi variabili, de un tip 
încă neîntilnit, anume este o ecuaţie Bessel. Pentru importanţa deosebită a 
soluţiilor unei astfel de ecuaţii, ele necesită un studiu special, pe care îl facem 
în continuare, revenind ulterior la problema distribuţiei temperaturii în con- 
ductori cilindrici. 


= k, constant. 


Şi ca atare, 


3.1. Definiţia şi proprietaţile functiilor Bessel 
(F.W. Bessel, 1784-1846) 


DENENA 2, 1. Ecuația diferențială liniară « omogenă de ordin Il 


sc” + xy +x? —v)y=0 (20) 


cu v parametru real, (putem presupune v 2 0 ), se numeşte ecuaţia lui 
Bessel de indice v. Soluţiile y(x) nenule ale acestei ecuatii se numesc funcții 
Bessel (sau cilindrice). 

Se poate observa că orice ecuaţie diferenţială de forma 
x’y” + axy' +(bx” + c)y =0 cu a,b,c,n constante poate fi adusă la forma (20), 
făcînd schimbarea de variabilă x = t*” şi schimbarea de funcţie y = t”2 cu m 


convenabil. 
Căutăm soluţii pentru ecuația (20) de forma unor dezvoltări în serie de 


puteri : 
y =x" (cp +x + co? +...) cur real şicgz 0. (21) 
Înlocuind în (20) şi identificînd coeficienţii CD du =02 toţi d, = 0), re- 
k=0 
zultă relațiile. e 
(r? =v? co =0 


[r +1) —v?le, =0 


[(r+ k)2 - v21e, = co 
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pentru orice k 2 2. 

Deoarece co £ 0, rezultă r = tv. Considerăm cazul r = v. Atunci 
cy =0, c3 =0,.. Capa 7 0, ... . Apoi, punînd k = 2p, din relația 
[(r + k)2 — v?le, = —Cy-2 rezultă 4p(p + V)Cap > —Cap-2 pentru p > 1. Dînd lui p 
valorile 1, 2, ...„p şi înmulţind relațiile obţinute, rezultă după un calcul ime- 
diat (-1)7 4? ptv+ 1)... (V+ p)cgp = Co deci 


(-1)? Co 


zi oi manat CE ID Doi aa pa 
Cap = J2P p(y +1X(v + 2)...(v + p) P 


Deoarece căutăm o singură soluție de forma (21) putem fixa o valoare pen- 
; : i 1 
tru coeficientul cg. Pentru comoditate se ia co = +1) deci 
2YT(v +1) 


z (-1)7 
P  92P*p!r(v+p+1) 
luție a ecuației lui Bessel (20), notată y = Jx) unde 
ce p v+2p 
J (= =, B (22) 
pav piT(v+ p+ 1) 2 | 
Cazul r = -v va conduce după calcule similare la soluţia J (x) obținută 
inlocuind v cu -v în (22). Seria din membrul ÎI al relaţiei (22) are raza de 
convergenţă R = = deci este uniform convergentă pe orice interval compact. 
NOTĂ. Consideraţiile anterioare se pot face şi în domeniul complex. 
Se (—1) zP 


Conform (22) avem Jy = x f(x2), unde N NI i Pa e 
nt 29) avom d) Fe, unde E SER priu rpa 


o funcţie întreagă (raza de convergență fiind infinită). Pentru v întreg, J (x) 
este o functie olomorfă, iar pentru v € Z, J (x) este multiformă. Se convine să 
se aleagă ramura cu proprietatea că dacă x > 0, atunci x > Q. 

Dacă ve Z, atunci funcţiile J (x) şi J œ) sînt liniar independente; 


într-adevăr, să observăm că 


Ca „pentrup 20. Înlocuind în (21) se obține o primă so- 


este 


m | si _ x” 
Iu = KEND [1 tacea ()] şi Ju = 


2r(ov+ 1) 


[1+ xQ E) 


cu lim o. (x) =0 şi lim Pz) 20. Atunci dacă aJ,(x) + bJ_,(x) =0 pentru orice 
x=} x- 


x, rezultă a =0, b=0. Conform obs. 2 pag. 292, rezultă un prim rezultat 
important : | 
TEOREMA 3.1. Dacă v £ Z atunci soluţia generală a ecuaţiei (20) este 
y = Cal (x) + Cad (a) cu Cu, Co constante arbitrare. 
Dacă v = n € Z, atunci J_„(%) = (-1)} J„(x) pentru orice x € R deci funcțiile 
J, Şi Jn Sînt liniar dependente; într-adevăr, deoarece T(n) = * pentru 
n = 0, —1,—2, rezultă 
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. ce sk Dn 
Ia) = Sl) a 


Th nr DTA+DU2 
se C În atăt (z m 
= E e API aaa TE N = (1) 
2 T(n + DI(n+n +1) (2 (DD dna) 


Dacă Y (x) este o soluție liniar independentă de J,(x) pentru ecuaţia (20), 

atunci soluția generală a ecuaţiei va fi 
y = Cid, (x) + Co, (xX) 

Din teoria generală se ştie că o astfel de soluție Y, există; dealtfel se poate 

tea apela e MEI COD Vi ae 
van Sın VE 

TEOREMA 3.2. Fie un întreg n 2 0 şi Y (x) o soluţie a ecuaţiei (20) lini- 
ar independentă de J (x). Atunci există şi sînt finite următoarele li- 
mite: 


b) lim Y, (x), pentru n > 1 
x? 
x>0 
În particular, pentru orice întreg n 2 0, lim | Y, (2) |=, 
Xy 
x>0 
DEMONSTRAȚIE. Să notăm cu W(x) wronskianul soluțiilor J, şi Y,. Atunci 
pentru orice xy > 0 fixat şi pentru orice x > O rezultă cf. obs. 1, pag. 292 
E 
~ dz 
x 


wotu adică Wa RULE) 
xX 


Aşadar, pentru orice întreg n > 0 avem : 


xoW(zg) a 


J (xY; (x) — Ja (2Y, (x) = <2. cua, + 0, de unde 
x 


an A A, f dü- 
e prea! gi =C, t n Junta 
J xJ (x) Ja (x) uJ, (u) 
cu c,, a, U, constante, u, > 0 suficient de mic. Deoarece 
y” 
2n! 
Demonstrăm acum cîteva identități numite relații de recurenţă pentru 


functiile Bessel. 
TEOREMA 3.3. Pentru orice v € R şi pentru orice x € R \ {0} au loc ur- 


mătoarele relații : 


J (x) = (1 + xp, (x)) cu lim q, (2) = 0, teorema rezultă. 
x- 


a) Ji (x)= J, (£) - ZJ) 


b) J æ) =~J (x) + ZJ) 
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c) Duplo) + (0) = — (20) 


d) Ja (3)— Ja) = 2J,(x) 
DEMONSTRAȚIE. a) Avem a a 
of (22) e j -12 +v (x Zp+v-ł (DP P 2p+v-1 | | 
II = X Poeme z|) o o 5 
js 2p!F(p+y+D\ 2 piT(p+v)l2 

E > ii k 2 pr y 

x p=o P'T(p+y+1) 2 x 
b) se demonstrează similar. Dacă se scad şi respectiv se adun 


şi b) se obţin ultimele două relații din enunț. | 
indicăm o listă de funcţii speciale legate de 


2y 
x 


ă relaţiile a) 


În încheierea acestui punct, i 
funcţiile Bessel şi utilizate în unele aplicaţii. 
1) functiile Neumann : 


N (x)= (J „(x) cos nv=-J_(x)) pentru v£ Z; 


Sin TV 


O E: „d J 
N, (2) = lim dy) modala) | ne Z 
Ti von LV dv 


2) funcţiile Hankel de speța Li + zii Se i au 
| HP (ac) =J, (20) +iN (x) pentru orice ve R 
3) functiile Hankel de speța II: 
HP (æ) =J, (x)-iN,(x) pentru ve R 
4) funcțiile Kelvin (sau funcții Bessel modificate) 


E ES 
I(x) =e * J (ix): 
in “> 
Koze? H® (ix), ve 
Notăm că în unele considerații ecuaţia (20) este înlocuită prin ecuația 


xy” + ay -(x? + v2)y 20, ve R. Făcînd schimbarea de variabilă independen- 


tă x — ix soluţiile acestei ecuaţii sînt y(ix) unde y(x) este o funcție Bessel. 
Soluţia generală a ecuaţiei anterioare este (pentru v 2 0) : 
y(x) = CUI, (3) + CK (a) cu C,, Ca constante arbitrare. 


EXEMPLE. 1) Avem conform (22), pentru v = z 


| n F. ni n i i r 
J= 5e = |Z sins; | 
ME p0 pD! IW 


A oi | 2 i | E 
în mod similar, J_79(%) = re cosx. Din relaţiile de recurenţă c) pentru 
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v= - vom obține J3;9(x) iar pentru v= -z, J_s;p(x) ete. Se pot calcula ast- 


fel funcţiile Bessel de indice semiîntreg J},1/9 cU k € Z. 
2) Pentru v = 0 se obține cf. (22) 


wo -1P 2p 2 4 

no È EZ poop 
(pole 

şi 


ps SEI es dat 


şi conform teor. 3.3, c) se calculează Jo(x), J_„(x) etc. 

Pentru importanța lor deosebită, valorile funcţiilor Bessel sînt tabelate. 

3) Determinăm soluţia x(ż) în intervalul £ e [0, ~) pentru ecuația 
tx” +x" +x =0, cu condiţia x(0) = xy dat. Notînd „Z(x(2)) = X(s), rezultă 
Z (tx”] = —s2X"(s) — 2sX(5) + x, şi ecuaţia iniţială dă s2X(s) + (s-1D)X(s) =0, 

1 
de unde X(s) = Pa s, cu A constantă arbitrară. Originalul va fi 
S 

x(t) = AJ (2t )u(t) (unde A = x, deoarece J (0) = 0. Dealtfel ecuaţia inițială 
era o ecuație Bessel de indice v = 0 şi avea soluția | 
x(t) = Cyly(2t)+ CY,(2t) cu Ci, Co constante arbitrare, deoarece din 


lim IY) |= œ rezultă C = 0 ete. 


3.2. Relaţiile de ortogonalitate pentru functiile Bessel şi 
aplicaţii. poi 


Fixăm un indice v > —]. 
TEOREMA 3.4. (relaţiile de guta gaialiiaia): Fie o, B două soluţii pen- 


tru ecuaţia J,(x)=0. 


a) fas, (ax)J, Gadis 0 dacă o? apa 


b) i ui dx = duo. 
Q 


DEMONSTRAȚIE. Fie deocamdată a, B numere reale oarecare. Să observăm 


r ; | i ia { v , i 
că funcția u =J, (ox) verifică ecuația u”+>w +a? -—z)u=0 iar funcția 
x x 
ial l vi 
v = J,(Ba) verifică relația v”+—v +B? --z)v =Q. 
Se x 


Înmulțind prima cu xv şi a doua cu xu şi scăzînd egalităţile a vom 
obține relația 
x(vu” —uv”) + (vu -uv )+ (02 — B2)xuv =0 
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Observînd că suma primilor doi termeni este egală cu ateu a] Şi 
integrând pe intervalul [0, 1), rezultă 


(Du (D= u(Du'(D + (0 - B2)) ao dx = 0 (*) 
0 
Ipoteza v>-l asigură faptul că lim x(vu' —uv”) = 0; într-adevăr, avem 
d 


x > 0 
H Y 
u(x) =J (0x) = (= + olx?) 
T(v+1) 2 
ŞI | | | | 
: NE | 
xu'(x) = xaJ; (ax) = (=) + o[x"*2) şi deci x(vu'-uv') = o(x2*2) 
| T(v+ i 2 


Odată demonstrată relația (*), demonstraţia teoremei continuă astfel. 
Dacă a, f sînt soluţii pentru ecuaţia J,(x) =0, atunci u(1) = J,(0)=0 şi 


1 
(1) =J,(B)=0 şi din (*) rezultă (02 - 82) | cuv dx =0, de unde se obţine rela- 
0 
tia a). Apoi tot din (*) rezultă 
sg 
[a dx = Ta CAOC) ~ J (œB) 


0 
şi făcînd B — a se obține 


O] (d s T 
În (0)? dx = pa OE i 


0 
şi aplicînd regula lui YHâpital în raport cu B, rezultă 


| 2 PEENE A 

xJ (ax) dx =~ (J 0) 

9 2: ra SE ani id S 
OBSERVAȚIE. Se poate arăta că zerourile funcţiei J, (pentru v > -1) sînt 

reale, simple (cu excepția eventual a lui x = 0), izolate şi dispuse simetric în 

raport cu x = 0. Aşadar, zerourile pozitive ale lui J, pot fi dispuse într-un şir 

aY <a < 04” <... . De exemplu pentru J, primele trei zerouri sînt 


y 


Figura IX.4 
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aj” = 2,4048..., aP =5,5201..., aP =8,6537..., iar graficul lui J, aminteşte 


de o sinusoidă atenuată şi arată ca în figura IX. 4. 
Se poate arăta că funcțiile Bessel au următoarea expresie asimptotică pen- 


3 
tru x -> œ: J (x)= RU z), olx 2), Rezultă atunci formula apro- 


ximativă a sii Ey kn şi expresii asimptotice corespunzătoare pentru 


funcțiile Neumann, Hankel ete. Pentru detalii trimitem la [A14]. Un rezultat 
important, pe care îl acceptăm fără demonstratie afirmă că în spațiul Hilbert 
Lo(p) pe intervalul [0, 1] cu funcția pondere p(x) = x, sistemul de funcţii 
Bessel J (aix) este ortogonal complet (ortogonalitatea a fost probată în 
teorema 3.4,). Deci orice funcție fe L„(p) poate fi dezvoltată în serie de funcţii 
Bessel de indice v > —1. 

APLICAȚIE. Considerăm un cilindru circular drept omogen de rază R şi un 
reper ortogonal Oxyz astfel încît Oz să fie axa cilindrului. Cilindrul este defi- 
nit prin xê + y? < RÊ, -o < z < e. Š 

Notăm cu u(x, y, z, t) temperatura în punctul (x,y,z) al cilindrului şi la 
momentul ź. Ne propunem să determinăm distribuția temperaturii nestațio- 
nare în cilindru în ipoteza că ea depinde numai de p şi £, se cunoaşte tempera- 
tura la momentul ż = 0 ca funcţie de p şi pe faţa laterală temperatura este 
constantă egală cu uo. 


l ine ai .. Qu 
Problema revine la a rezolva ecuația căldurii n a?Au (a > 0 constant), 


cu condițiile 


ul R? = Uo si u(x, y,z,0)=fl(p), Osps<R 


dry 


Făcînd schimbarea de funcţie u = up + v şi trecînd la coordonate cilindrice, 
problema revine la a determina funcția v(p, t) care verifică ecuaţia 


dv 2 9% 1 ðv 
E LA 1 
wT E a) s 
cu condiția limită 
UCR, t) = 0 pentru orice 2 0 (2) 


şi conditia inițială 
v(p,0)=f(p)cuf:[0, R] R continuă dată. (3) 
Aplicăm metoda separării variabilelor şi căutăm pentru ecuaţia (1) soluţii 
de forma 


v(p, £)= XOTE) (4) 
g no xalx 
Va rezulta XT’ = a™(X"T +- X'T), de unde -y E e k, constant. 
p aT X 


Din relaţia T’ =a?°kT rezultă T = Ae" şi din rațiuni fizice, k este strict 
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negativ [căci dacă k > 0, rezultă u(p, £) = uo +A" X (p) şi pentru £ — œ% ar re- 


zulta că temperatura creşte indefinit; iar dacă k =0 ar rezulta «< că a procesi 
AY a e A 


este staționar]. Notăm k = ua cu À > 0 deci T) = 


Pe de altă parte, X” += 5x =} X şi facem a schimbarea de variabilă inde- 


pendentă ps Ap; | a | 
S i | ARE şi x"¢)= RX") 
deci a 

X”r)+7 iy (r)+ X(r)= o 


g Aceasta este o ecuaţie Bessel de pia v= f] şi are soluția | | 
X= Jr) = 1000) Deoarece X| jE „p70 conform (4) şi (2), B DOR- 


deci R= a cu, n > 1 întreg şi ca atare, A = a, n >. Am demonstrat astfel 


că ecuaţia w are soluţiile 


DC (0)2 ia e e + Raci 
și Sa îi, [as ; A s x : Ss 
tiv, «4 ip Ape e | n aal e ro A 

j ji d pf De mania ai 


i eee principiul suprapuneri efectelor, ecuaţia (1) are soluţia 


poai (0) 
“afost Si Asa. E PE nE 
n=l A R 5 


Pentru a determina constantele A,» punem acum condiţia inițială (3) 
»-Ž a -) 

(i A a 
i Fa 


Înlocuim p = Rx deci f (Rx) = SAJ o(o4%:). Înmulţind această relație cu 
n=} , 


xJ (ax) şi integrînd pe intervalul [0, 1], rezultă 


xf(Rx)J (aK x) dx = > A] RA C x)Jo(o% e) 
Tinînd stii de teorema 3.4. a), b) se sojine | 


f fala) dx = = A d 1J (00x de 
è 
şi 


2 
Fa 0 areale awx) de, m21 


Soluţia analitică a problemei puse inițial este 
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| Vat f (0) 
o Qn 
en t) = Ug +t > Ae EÈ ti 
mæl l E 


cu A, determinat anterior. | 


$4. Soluţii fundamentale ale unor r operatori 
diferenţiali | 


Utilizînd distribuțiile vom determina soluţiile elementare (sau fundamen- 
tale, cum se mai spune) ale cîtorva ecuații ale fizicii matematice, indicînd şi 
unele aplicaţii semnificative. 


4.1. Cîteva relaţii pentru operatori ai fizicii matematice 
În capitolul 8, $3 am definit distribuțiile de o variabilă. Fără dificultăți 
principiale, elementele de teoria distribuțiilor se extind la cazul mai multor 
variabile. Vom nota cu Ø spaţiul funcţiilor de testare (funcţii indefinit 
derivabile R” —> C, nule în afara unui compact); un şir e, din Ø converge în 
Ø către zero, pentru p —> ce, dacă toate funcțiile e, sînt nule în afara acelu- 


iaşi compact K şi pentru orice multi-indice «= (0,,....4,), DỌ, 0 uni- 


dle | 
a ag 
fi o aplicaţie C — liniară f : Ø — C astfel încît 
g, —2 0, fle,)— 50 pentru p > «e. 


Dacă a =(0,,...,,) este un multi-indice, atunci 
(D FXO = CD FD o), (pe Z 


Se extind în mod firesc diferitele operații cu distribuții şi se evidențiază 
clasele de distribuții regulate, cu suport compact, temperate ete. Distribuția 


z ori 


form pe K pentru p —> œ G = O distribuţie n-dimensională va 


Dirac n — dimensională este 5:% — C, ş9-— 40) unde 0= (4 

Transformata Fourier a unei funcții = ET R” e presupusă absolut 
integrabilă este Flo), F: R” >C, unde F(a) = ha f(x) 0t ax. Dacă 
fe Z, atunci Fe / Se extinde transformarea Fourier pentru distribuții 
temperate, cu formule similare celor din cazul 1- dimensional. 

Vom stabili acum cîteva proprietăţi de calcul cu distribuții, legate de ope- 
ratorii diferenţiali întîlniți în acest capitol. 

Sînt necesare unele pregătiri. O submulțime S c R” se zice suprafaţă de 


clasă C” (p > 1) dacă orice punct a e S are o vecinătate V astfel încît există o 
funcție œœ :V—R de clasă C” cu gradientul nenul în orice punct şi 
SV = (x e Vio, (x) = 0). Suprafaţa S se zice netedă pe porțiuni dacă este 
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reuniunea unui număr finit de suprafeţe de clasă Cl. Dacă GC" este un 
domeniu (deschis conex) şi frontiera S=Q\G a lui G este o suprafață netedă 
pe porțiuni, ceea ce vom presupune în continuare, atunci în orice punct x € S 
se poate considera versorul ñ = ñ, al normalei exterioare la §. 
O funcţie f: G — R se zice de clasă Ck*(G ) dacă are derivate parțiale pînă 
la ordinul > continue pe G. şi: prelungibile prin continuitate la frontieră. 
LEMĂ. (G. Green, 1793-1841). Dacă G este mărginit şi dacă f, 
QE CG ), atunci | 
a aia do df 
] (FAQ — QÀ jaz- he- Llao i 
ofo- oA dz = ll i San] e 
DEMONSTRAȚIE. Aplicăm formula Gauss-Ostrogradski pentru 5 = f Vo 
| fve D do= pf Vo dz= IE ALE: 
Apoi schimbăm rolurile lui f, ọ şi scădem relațiile obţinute, ținînd cont că | 
dọ df 
ñ Vo=, n Vf = —. 
dn ån 
COROLAR. Dacă ọ este armonică, atunci [£a = 0, 
n 
Este suficient să aplicăm lema lui Green pentru f= 1, ținînd cont că 
Aọ=0, Af =0 aa i 
dn 
TEOREMA 4.1. z 
a) Fie n = 2 şi funcția f : R? -> R, 
E Dara 
— n yx* + dacă (x, y)#(0,0 
AIS aa f(x, y) =4\ 27 Rau n | ii 
| | A dacă (x, y)=(0,0) 
cu A o constantă reală oarecare. Atunci f este local integrabilă pe R? 
(deci o distribuție regulată) şi Af =ô. E 
b) Fie n = 3 şi funcţia g : RR 


“a ES — dacă (x, y, z) = (0,0,0) 
(2) pt) 4nyx? +y’ +z” ai dei 
A dacă  (,y,2)=(0,0,0) 


Atunci g este local integrabilă pe R şi Ag =ô. 


"DEMONSTRAȚIE. a) Arătăm mai întîi că f este integrabilă pe orice disc 
compact D. Dacă 0 £ D,f este continuă pe D deci integrabilă, iar dacă 0e Dşi 
B(0,r)c D, este suficient să observăm că 5 
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Í 2 r, 
lim f pa, y}dxdy = lim — [6 [oidoe 
e0 252 y2sr2 e0 210 g 
:>0 


e> E>0 


= lim (rlnr-elne)=r]nr <% 
£-—>0 
£>0 


Aşadar, f este local integrabilă şi se identifică cu distribuția 
FED, F) = ff ela, y) dedy, (ee? 
Avem de arătat că Af(p) = â(p), adică f(Aọ) = e(o) deci 


JÍ For, y) Ag, y) day = 010), Coe 2 
Dar q este nulă în afara unui disc x? +y cR’ şi avem de arătat că 
im] DENE in Jx? + y’ Ag dx dy = 2ro(0) 
h < s 


EF 
£>0 


Aplicăm acum lema lui Green pentru G = le? < x? + y? < R?), observînd că 


a(n Jx? + y? ) =0, (x, y)eG; Avem atunci de arătat că: 


A = 
imd sth, | e nr Ja = 27.900) j Z 


£>0 
Dar Z nr) = Žanr) =Ż iar ọ este nu- 


lä pe Sp şi folosind corolarul lemei rămîne 


1 
să arătăm că lim | ods = 2710(0), ceea ce 
£0 E "e 


€> 0 
este evident. /// // 
b) Fie r=xi+yj+zk şi r= +y +z’. 4 
F : ; tă 

Avem grad g = iii RS 1((0,0,0)) şi Figura 1,5, 

5 Anr : 

F F ř x 
Ag =div PED Rămîne să arătăm că div—z = 4n6. In sens clasic avem 

Ter r 


F 
divy = 0 în R? \{(0, 0, 0)}. Apoi în general 
x 


(div 59) = -la E- Vp dx, pe Z 
şi rămîne să observăm că 


RF F F G-0 
avize = aa ~y Vo dx =-lim f (Zvw Ja = 
r r a EE r 
È 


a 
zele | a aa aa = lim | g) do= 4rolo) = (48X¢) 
e—0 stia. r E30 lxl=£ r | 
- | 
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Ma 
4aît 


TEOREMA 4.2. Fie (3) £(x, t) = gg unde u este treapta unita- 


daxnt)” 


te şi a >0 este constantă. Această funcţie este local integrabilă în 
R” xR şi 


KA | 
— -a A g = 5, Dr (4) 
at 
DEMONSTRAȚIE. Dacă £ < 0 atunci £= 0 şi dacă t 2 O avem £ 20. Pentru 


t > 0 avem 
ac? 


ca ee tat dx = I-L [e du; =1 
iz INTL oa 


a 
i iz, id = Pa —— 
le E T Gann)" 


Aşadar, ¢ va fi local integrabilă în Re 
Rămîne să demonstrăm (4) şi pentru aceasta ai nR AcSa | 


Fourier în raport cu x, observînd că IA £} = = —o? (Fie 
F ld(x, H= F Sla) SE) = Fl) SE) = he 
Avem de arătat că ta 3 | | S: 
nra 
g|% 5 ja 2) ZIE)= IQS) adică Zae ct ZE) = 1S) 
Dar Di 
E E S FIE = ult) eh: 
verifică această relație (am demonstrat la pag . 481 că pentru operatorul 
Lx = E +kêx, punînd £ = e™ tult), avem LE =ô). 


TEOREMA 4. k Fie 


(5) (x, 2) = = ulat- x), a>0 fiind T, 
constant. a £ este local integra- | SR ip i 
bilă pe RxR şi în plus verifică relaţia o U aa 

2 2 w S 
T-a tgl t) 6) i 

DEMONSTRAȚIE. Regiunea din planul i (AS ii: 
xOt, T, = lat-—|x]20) se numeşte “conul vii- 
torului“. Funcţia £ este nulă în complemen- | 
tara lui F, şi în plus penin: orice tompac | Figura IX. 6. 
Kc R . | 

„Je t dedi = 2 Jre- e) âxat = 2 aria (KAT,) <. 


Aşadar, funcţia € este local ea sarii în RZ, Rămine să demonstrăm (6), 
adică (Y) ọ = ọ(x, t) e J, să verificăm relația : 
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2 
(Si-a Di rko = (0, 0). 
Avem 
E 23 3p 28% P 29 
1 99 299|. 1 aj E ai 
= — ||| — -a — | dxdt = — [dx dt~-2 fa | 1 ~ I 
[358-009 EAE E 
Dar, 
| 1 F., 7 9(9 1 F3, kel 
I =—- | dx — — | dł = ~— | <x, =) dx = 
i 2a S jale) za | dr = 
i |39, x dq ga 
gata Get al SE Ea [e d -2)drl|= 
2 fc gi În | 
--3| Jakat D dt+ [at var -jf2 t, t) + —(-at D| 
20 
Apoi 
2ta f LLa- iat p- 98 | 
I, = aJa] (90) = TEE z at, t) d 
deci 


17 99 i dp l 
EE de (a, Dra lat, jar] ca t) - atat, t) jdt= 


00 aa 


l 
a Aea t) =¢4(0, 0) 


--1f sot o Jae-5] ac at, p at= -Z glat, o 


0 0 


ducata pe Z (deci p este nulă în afara unui compact A R? ). 

TEOREMA 4.4. Considerăm operatorul 2 al lui Pompeiu şi fie func- 
ţia 
ze C\{0} 


z=0 cu Ace constantă 


L 
M f:C-C, f(2)= [e 
A, 


Atunci f este local integrabilă şi f = (z). 
zt 
DEMONSTRAŢIE. Faptul că f este local integrabilă este imediat (dacă € > 0 


atunci 
E — dz A dy = = 
lel se na | n Tay se? X + Ly 


dr A dy = 


pu. 
a DRE Ma al "1999 = D 
To ppcosO+ripsin To 
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of 9 1 (710 
Apoi pentru orice 0 € D, Eos- æ) zie i —— dx A dy 
oz Tg? 02 


Dar alegem R > 0 astfel ca 0 = O în x2+y2> R? 


Rezultă 
9 
SÉ (9) = — tim 129 dx A dy 
dz n E g?g? ty aR? z dz 


În general, dacă D c C este un domeniu mărginit cu , frontiera o curbă î în- 
porțiuni, atunci pentru orice gel! (D) nulă 


chisă orientată y de clasă C! pe 
D, (V) e Ø are loc formula Green-Riemann : 


|, goe) dz = 2i [| Zgo de nd 

2 o p2 l E altă 

(e2<x2+y*< RO), g = — şi observînd că 
Z 


în afara lui 


Aplicînd aceasta pentru D 
de 1 29 2) 1 39 
a pă |! Pai ac = ZI 


OZ | z zð  0zlzj z% 
(deoarece n este olomorfă în D), rezultă 
z 
əf CR 1 P CAR 27 T A A 
i _ aria i te s Epi dz a Ea SN l tA i Z 
zs P) P lim $ Ia an lim [e olee" )eie™ dð = 
es 0izl=£ e>0 0 


= = lim Í pleci) 49 = = L feo d = (0) 


m0 


9] 
pentru orice ge J, deci L = 5 şi teorema 4.4. este stabilită 
zZ 


4.2. Noţiunea de soluţie fundamentală şi EEEE 
Fie o ecuație diferențială cu derivate parțiale de ordin m > 1 
Sa(0D“u= fi (8 


lor] sm 
unde fe 9 este o distribuţie dată şi au sînt coeficienți funcții de clasă 
gu 
pentru Q = (04; 


CCR”). (Reamintim că D'u = a) cu 
Axe: dara Ss că d 


lal=0 +...+a, ŞI Oliy ses An întregi 2 0). | 
Introducînd operatorul L = Va, (x)D* , ecuaţia anterioară se scrie 


i sm 


= f(x) (8°) 


ai în distribuții (sau soluție generali- 


DEFINIȚIA 4.1. Se i S 
care satisface (8) în sensul teoriei 


zată) a ecuației (8) orice distribuție u e g 
distribuțiilor, adică (LuX(lọ) = f(ọ), pentru orice e € D. 
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Este evident că orice soluție în sens clasic (adică funcție) a ecuației (8) este 
şi soluție în sens distributional, trecînd la distribuţia asociată. 

DEFINIȚIA 4.2. Se numeşte soluție fundamentală (soluţie elementară 
sau cu o terminologie mai veche, funcţie de influenţă) pentru operatorul L, 
orice distribuţie £ e D’ astfel încît L E = 5. (Distribuţia £ nu este unică). 

Cunoaşterea unei soluții fundamentale a unui operator L (presupus cu 
coeficienți constanţi) permite deterrminarea unei soluții a ecuaţiei neomo- 
gene Lu =f,cufe D’. Mai precis, are loc: 

TEOREMA 4.5. Fie + soluţia fundamentală a unui operator L cu coe- 
ficienţi constanţi. Dacă f€ Z’ are proprietatea că există £= f atunci 
ecuaţia Lu =f are soluţia u = £ *fîn Z. În plus această soluţie este 
unică în clasa distribuţiilor din Z' convolutabile cu £. 

DEMONSTRAȚIE. Avem 
L(f*f)= Xa D"(ef)=( Va Def =(L ef =8f = f. Să presupunem 

lal<m alsm ` 
că uj, Uo ar fi soluții (convolutabile cu £) ale ecuației Lu = f deci Lu, =Lu =f. 
Notăm v = u, — us deci Lv = 0 şi conform ipotezei există v * £. Atunci 
v= vt = vtr(L 6) = Lorg) = (Lue = 0f =0. 
INTERPRETARE FIZICĂ. Sā considerăm 


sistemul din figura IX. 7 asimilînd intrarea fea SEZ ue 
o "perturbaţie” iar ieşirea u (de fapt soluţia 


ecuației Lu =f) ca o "influenţă". "Perturbaţia” NN SI 
N : j Figura IX. 7. 
fix) poate fi considerată ca sumă a perturbații- 


lor punctuale f(a), (x), în sensul că f(x) = | f(a)8,(x) da (aceasta fiind de 
fapt o retranscreire a relaţiei f = f * 6). Fiecare perturbație punctuală . 
fia)5, = f(a)â(x - a) produce influența f(a)f (x-a); într-adevăr, 
L(f(a)&(x —a)) = fa) Lers) = filaXL(6)5,) = flars) = flad. 
Atunci £*f = f f(a)f(x-a}da apare ca "suprapunerea" acestor influențe 
punctuale. 


Exemple de soluții fundamentale 
1) Fie operatorul liniar cu coeficienți constanţi (în cazul 1-dimensional) 


dq” d"? d 
L = keo a aa al: NR al 
dt” 1 dg”? n dż ři 
CU Qj; 4, constante reale sau complexe. Am văzut la pag. 479 că dacă z(t) 
este soluția ecuației omogene Lz = 0 astfel încît z(0) = z’ (0) =... = z7? (0) = 0 


şi 2%0(0)=1, atunci o soluţie fundamentală a operatorului L este 
E(t) = z(t)u(2) 


În particular, pentru Lx = x'+ax avem (t) =e” 


u(t) şi pentru 


sin at 


Lx” = ax” + a2x, E) = ult). 
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ð 
2) Pentru ' 'operatorul caloric" L= TE -aA (în cazul n- -dimensional), soluţi- 


a fundamentală este . TA 
t, +x? 
dat 


st, iza D= = ult) 
2 Cala) SE 
conform teoremei 4.2. Pentru orice distribuție Rx, de D’, nulă pentru t < 0; 
distributia V =ġ*f se numeşte poraya caloric de densitate f. i iti 


á 5 
ecuația Fu Zau = pi are soluția ul, t) = Í haoh PE zeie E-D: qE, 
| (2a/n(t- 0)) 


at: 2 
de enl dit f Ainetie continuă şi tal (ceea ce asigură că există 
&*f). | Ș 
3) "Operatorul coardei vibrante” 
9? Da 
L= a? 
92 a 


are soluţia fundamentală | 
AG t) = utat- la |) 


conform teoremei 4. 3. Astfel, O aw a Sauna 


Fu gu, srate-o) 
a 2 = (fcontinuă) este u(x, D=} fdo [rE o)dé | 


3 
dx 2a 0 peata 
Pentru membrana vibrantă, adică z 


ja e pf E 07 
A E 30 ai Ce 
J2 di | 


i y,t)= ~ ulat- yx? +y”) 
2naxja? t 2 — 02 — y? 


Se poate arăta că în cazul ecuaţiei undelor în spațiul tridimensional, ope- 


soluţia fundamentală este 


o Se atu. E nanai 
ratorul L = ERIN a2A are ca soluţie elementară distribuția é} definită prin 


y 
Jx? +y? + 
PX, t plx, yY, Z, î =, dz 
Că pya T 
Pentru orice distribuție f(x, t)e Z (în cazul x= (x1, -3 Xn)), produsul de 
convoluţie V, = é, * f. se numeşte potențialul întîrziat cu densitate f, unde 


&, este soluția elementară a operatorului undelor. 
4) Conform teoremei 4.1. psa A al lui Laplace are ca soluție funda- 


1 Ea 
mentală f(x, y) = Pl, p= a y în plan şi g(x, y, z)=- A =, 
i TU 
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r=jx?+y +z" în spaţiu. 


5) În fine, operatorul < de derivare areolară are conform teoremei 4.4. so- 
Z 
luția elementară &(x, y) = 2. 


4.3. Rezolvarea unor probleme de tip Cauchy 


Din exemplele date anterior am văzut 
că multe procese care conduc la ecuații cu 
derivate parţiale sînt descrise prin funcţii 
Uls. Xn É), indicînd că procesele au 
loc în domenii spaţiale (x,,...,x,)eG 
unde G are frontiera o suprafață S, pre- 
supusă netedă pe porţiuni, şi se desfăşoa- 
ră în intervale temporale 
te [0, T]. Aşadar, procesele au loc în do- 
menii cilindrice de forma 

D=Gx[0, T]c R", 

Frontiera D este alcătuită din Sx[0, T], Gx(0)şi GĜx{T}. Am văzut că 
pentru determinarea proceselor sînt necesare condiţii inițiale (care precizează 
starea iniţială) şi condiţii la frontieră (care precizează regimul proceselor la 
frontiera domeniului în care se desfăşoară). Numai în acest caz se obțin solu- 
ţii unice. În teoria ecuaţiilor fizicii matematice se întîlnesc trei tipuri de pro- 
bleme la limită (iniţiale sau la frontieră) : 

1) probleme de tip Cauchy pentru ecuaţiile cvasiliniare de tip hiperbolic 
sau parabolic (în care G =R” şi se dau numai condiţii inițiale); 

2) probleme Dirichlet-Neumann pentru ecuațiile de tip eliptic (în care 
se dau condiţii la frontiera § a lui G). 

3) probleme mixte pentru ecuaţii de tip hiperbolic sau parabolic (în care 
G +R” şi se dau atît condiţii iniţiale cât şi condiţii la frontiera lui G). 
dt? 
Cauchy poate consta în a determina soluţia u(x, t£) cu condiţiile u(x, 0) = ug(x) 


şi du > du 
at Ox? 
problema Cauchy cere aflarea soluţiei u(x, t) pentru care u(x, 0) = ug prescris 
etc. 
Am văzut (prin exemplul lui Hadamard) că pentru ecuaţii de tip eliptic 
problema Cauchy este incorect pusă. De aceea pentru ecuaţii de tip eliptic se 
formulează probleme de alt tip (de exemplu să se afle soluția u în G cunoscînd 


Figura IX. 8. 


De exemplu pentru ecuația coardei vibrante =a“—— o problemă 
x 


du 
(x, 0) =u; (x) cu up, u, funcţii date. Pentru ecuaţia căldurii P 
A 


u|S sau cunoscînd isj 
dn 
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în cele ce urmează arătăm modul cum cunoaşterea soluţiei fundamentale 


permite rezolvarea unor probleme de tip Cauchy. 
a) Problema Cauchy pentru ecuaţii diferenţiale liniare ordinare 


cu coeficienţi constanţi. 
Fie ecuaţia La = d aP + net app apă = f(t), pe intervalul 


t e (0, e) cu condiţiile inițiale 
x(0,) =x, Osksn- 


unde f este o funcţie continuă dată pe [0, ce]. Fie x(?) soluţia acestei probleme. 


Considerăm funcţiile 
f. dacă t20 


FR >R, fF) = 
ti A o dacă ż<0 


s) dacă £>0 
RR, 200) =4x(0,) dacă ţt=0 
| 0 dacă t<0 


identificate cu distribuțiile regulate asociate. 
Avem 
k XR p E 
ZP = (aP O+ Sa 30), pentru 1 Sk <n. 
oja 
Atunci | TERE 
| sai | 
LZ = (LION + 2000 PU) + layko et hEn tEn AOE (0 + 35,5 
k=0 SI 
unde a 
bo = ap-1%0 te tn Xa b3 = Xo t Xi» ba = Xo 


deci distribuţia % va satisface ecuaţia 


ps n-i 
Ly = ř0 Aa O 
k=0 


Fie g9 = z(tu(t) soluţia fundamentală a operatorului L (deci 
Lz =0, z(0) =z (0) =...5 z2 (0) şi z” ™(0)=1). Soluția unică în Z (con- 
form teoremei 4.5.) a ecuației 
n-i 
Iž = Fe 2b 
k=0 
va fi 


5 Ti Py n-i | g 
PEN OED IAMO = cf + Sed (4) = 
k=0 ` l © +) E 


n p e tS oo nd o 
= aal zt- Df do+ ult) Xeyz 6); 
0 k=0 
am folosit mai sus faptul că 
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PPO = (2(0u(0) =z ult) pentru 0sksn-l. 
Aşadar, soluţia problemei Cauchy inițială prelungită cu 0 pentru £< 0 va 
fi, pentru t > 0 | 


£ nl 
x(t) = [z(t-o)f(0)do+ $ ez” 0) 
Q h=0 


EXEMPLE. 1) Fie ecuaţia x’ + ax = ft), a e R constant, cu condiţia 
x(0,) = xp. Soluţia pe (0, æ) va fi 


i 
xit) S do + eT 


2) Pentru ecuația aa x” + 02 = fE) (w >0 constant), cu condiţiile 
inițiale (0, ) = xp, x"(0,) = x, soluţia pe intervalul (0, o) va fi 


sinoi 


s Lf fo) sin o(f - 0) do + Xp COS OÉ + x, 
0 


b) Problema Cauchy pentru ecuaţia undelor 
2 


Fie ecuaţia TZ a Au = f(x, ¢) cu condiţiile ul-o, = u(x), si = u (x). 
E lt=0, 
Presupunem că f este continuă pentru ż 2 0 şi că up, u, sînt continue date 
pe R”. Procedăm ca mai sus şi considerăm funcţiile 


u(x, t), t20 
ül, t) = 
~ 0, ¿<0 
- fix, t), ¿20 
+) = 
fat) 4 <0 


Atunci i satisface în R” xR ecuaţia: 
F L - a?Au = f(x, t) + ugl) (t) +u (6) (9) 
Într-adevăr, (Y) pe avem 


dă 3 ) 29 2 |? PP o 
~ — a AU O) = îi — —a Ao je jdt), wu — -a Ao ldx = 
f dia (E j J fr dt” d ina 


ri ] 
-im Jachy ra ~a au Jar- E E eulx, gdr hat 7 ta, e) px, ads 


- a], foaz- |? CE (a, O ulg, 0) TAA S 0) pl, 0) dx = 
Q 
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= | „n F9- R" atol) Ele ojdz+ f, n U (ot Oda = (F + ug (OSE) + u (DEOH) 


Notînd cu (x, t) uda fundamentală a operatorului undelor, soluția pro- 
blemei inițiale va fi 
u(x, t) = Gia, pef (x, t) + ug lx) (t) + u @8)] (10) 
Pentru n = 1, 2, 3 se obţin formule diferite, propagarea undelor făcîndu-se 
diferit. 
c) Problema Cauchy pentru ecuaţia căldurii 


du 
Să considerăm ecuația căldurii ER = aĉAu + f (x, £) cu condiţia inițială 


ulio, = = uolz ) cu f funcţie continuă pentru £ 2 0 şi uo continuă în R”. Procedînd 
ca mai înainte, se obține soluţia explicită a acestei probleme, exprimată prin 
formula clasică a lui Poisson : 

eo) Ad 
(Po) e tie pi | ul r 
u(x, t) = faol [e 4a (£-9 dy + Rn uo (vje sat dy 
Q | 


R" (2a fnt -9) (avi) " 


În cazul f =0, n = 1, regăsim formula u(x,t) = i up! (ve 42 dv, de- 
Cord 


leo), 


monstrată la pagina 548, pentru a = 1. 


4.4. Probleme la limită pentru ecuaţii de tip eliptic. 
Rezolvarea problemei Dirichlet 


Fie G un domeniu în R” cu frontiera o suprafață S netedă pe porțiuni. 
Presupunem că p € CG), qe CAG), p > 0, q20 şi considerăm operato- 
rul L definit prin 
Lu = — div (p grad u) + qu , pentru orice u € OXG). 
Dăm o listă de proprietăți ale operatorului L. 
1) Ecuatia Lu = 0 este de tip eliptic. 
Într-adevăr, este suficient să ate că ecuația se scrie 


wa -qu=0 


2) Pentru orice u € c’ (G)şive ps ) are loc formula Green (f) : 
dv g 
ou) dx = | pda th qvu dx — f spo do 


Într-adevăr | 5 
l v(Lu)dx =| v|-div(p grad u) + qul dx = 

n GA Qu 
j= rE Ax, 


n (11) 
= -f div(pvgradu)dx+ lo p k qvu dx: = 


L 
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Aplicînd formula Gauss-Ostrogradski în prima integrală, rezultă formula 
(11). 
3) Fieu, ve CXG). Atunci are lor formula Green (ID : 


fo (oLu -uLo) dx = f(u Z-Z ]ao (12) 
dn dn 


Este suficient să aplicăm formula Green (I) de două ori, intervertind u şi v 
şi scăzînd relațiile obținute. 

Pentru p = 1, q = 0 formulele (11) şi (12) capătă forma lor clasică, sub care 
vor fi utilizate în continuare : 


dv 2 
f vau dz=-f n -dae f vdo (13) 
i=1 dx; dx; 
TSN (14) 
G “SL an dn 


De la cursul de analiză, reamintim că se notează cu LŽXG) mulțimea functi- 
ilor u : G— C astfel încît J lul dx << şi că acesta este un spaţiu Hilbert 
„relativ la produsul scalar <u,v >= | ua) dx (în continuare vom folosi 


doar funcţii cu valori reale). 
Introducem următoarele două spaţii Hilbert (de fapt subspații închise ale 
lui LAG): 
= (ue C“(G)u, Lue Lî(G) şi ulS=0) 


H, =lueCG)lu, Luc duş — 0) 
n 


Cu aceste pregătiri continuăm lista proprietăților operatorului L. 
4) Operatorul L : H, — H, este autoadjunct ; acelaşi lucru şi pentru 


L: H, > H}. 
Într- adevăr, (Y) u, v € H, avem 
cf 422) du 
<Lu,v>-<u, Lo>= |, (vLu — ul) dx f uot do= o 
n 


căci u |S = 0, vlS=0; aşadar, < Lu,v >= <u, Iv >. 

5) L satisface condiţia de pozitivitate 

< Lu,u> 20, (V)ue H, (respectiv (Y) u e H). 

Într-adevăr, < Lu, u >= f u(Lu) dx". (p.lgrad ul +qu“) dz şi acest nu- 
mär este > 0, deoarece p > 0, q 2 0. | 

6) Valorile proprii ale operatorului L (restrîns la H, sau H,) sînt 
reale şi pozitive. | 

De exemplu, dacă à e © şi Lw = Àw cu w z 0 (cu valori complexe), atunci 
< Lu, 5 > =< w, W >=A<w, >= lwl; pe de altă parte, conform 5) 


< Lu, Ū > = < w, L >=< w, Aw > = ihol. 
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Ca atare, À € R; în plus, dacă u € H, u #0, atunci - 
< Lu,u>=<hu, u> =À<U, U >= ajel? şi conform (5) va rezulta A >0. 

Se poate arăta că mulțimea valorilor proprii ale operatorului L:H,—H, 
este numărabilă, iar funcţiile (vectorii) proprii formează o mulțime număra- 
bilă densă în Z° (G). 

Un rol aparte în studiul ecuațiilor de tip eliptic îl au funcţiile armonice 
în G, adică funcţiile u € C2G), u:G—R astfel încît Au = 0. În G=R"|(O), 
soluţiile elementare ale lui A sint exemple binecunoscute de funcţii armonice. 


este armonică în 


Astfel, pentru n = 3, funcţia y(x, y, 2) = 
RE x? + y2 +2 


RS 1((0,0,0)! şi pentru n Š 2, functia y(x, y) = In x? +y? este armonică în 
R? VCO, 0)). 
TEOREMA 4.6. (formula celor 3 potențiale). Fie G c R° şiuc cG ) i 


nulă în afara lui G . Atunci (Y) x € G, 


a | 


iae] i ZA E il e E las (=) 
arr e > an E ane-a 


(Cele trei integrale poartă numele de potențiale — de volum, de simplu 
strat şi de dublu strat respectiv). 

DEMONSTRAȚIE. Punctul x este fixat Ps 
în G (dacă xë G relația (*) este eviden- 


Au(y) | 


tă). Vom nota r, = E — yl, modulul vecto- 


d 
rului XY (vectorul de poziție al punctului 
y, cu originea în x); 


1 
Funcţia v: R? Vi) > R, v(y)=— este 

a + 

; y 
evident armonică. Alegem o bilă B, cen- 


Figura IX.9. 


trată în x de rază p, situatā în G şi aplicăm formula (14) pentru domeniul 


G \ B, şi pentru funcțiile u,v = 2 (omitem indicele y) : 


1 Tia  df1jl [idu  af[ajl 
tura aeiee] 


5 FII _ E Afta B d- o 
ar pe sfera S avem r, =p ñ=-—, e Hera og =- 
i d D Aer Sd r r’\ p p 


deci 


E: [idu  d[1 
MEOLA ran anl 
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Aplicînd formule de medie păi i pa pe S, se observă că 
l du 9 
w — do= ie —— | 4np =0 
ui So dn p0 D\ an č 
Şi 


lim5 f u do = limye anp? = 4nulx)} 
p0 p 


£ fiind un punct din bila B, Observînd în fine că rea [= — Au(y) dy = 0 (ceea ce 
—0 


Br 
rezultă trecînd la coordonate sferice centrate în x n rezultă 
1 '] Idu a(1)| 
f — Au(y) d zi Ei | do— 4nu(x) 
Gy LULT rdan dr l 


de unde se obține formula (*). 
COROLAR 1. Dacă u este armonică în G c R°, atunci valorile lui u în 


G pot fi exprimate prin valorile lui u şi ale lui x pe frontiera lui G. 
n 


Demonstrația este evidentă, N (*) devenind 


pi 
ul, E A pa == 
r 


do, 
T7 dn dn| r, 
pentru orice xe G. 


COROLAR 2 (Gauss). Fie u: G -R o funcție continuă, armonică în 
G. Atunci pentru orice punct xe G valoarea u(x) este media valorilor 
lui u pe suprafața unei bile B(x,r} c G: 


1 
Mora f grod, (15) 


(Această proprietate exprimă "armonia" repartizării valorilor lui u şi 
justifică terminologia). 

DEMONSTRAȚIE. Aplicăm formula (*) a celor 3 potențiale pentru bila 
B(x,r) şi rezultă 


[| up le, 
u(x) = — kada ” 
aq e ” dn l-a] =] > 


> = FR i! u( ai SE SE do 
Amr Îl an 7 4n bF î dn ly - x| ý 


Dar în general, 


pentru u armonică în G, ceea ce rezultă din formula (14) în care facem v = 1. 
Atunci prima integrală de mai sus dispare şi rezultă 
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1 di1 
erm nlii ma A Pula 


În cele ce urmează, ne vom ocupa de ada problemei Dirichlet care 
constă în a determina o funcţie u : G >, continuă în G , verificînd o ecuaţie 
Poisson (Laplace sau Helmholtz) î în domeniul G c R? şi egală cu o funcție con- 
tinuă dată up pe S=FrG. În acest scop, este utilă noţiunea de funcţie Green. 

DEFINIȚIA 4-3. Se numeşte funcţie Green pentru G o funcţie f(x,y) de- 
finită pentru orice x € G, yE G cux y, cu proprietățile următoare: 

1) Ax, y) 20 şi Hx, y) = FQ, x) pentru orice x,y € G, x * y; 

2) pentru orice y € G, Ax, y) este armonică (în x) şi poate fi scrisă sub for- 


ei 
4nd- y| 
(ca funcție de x);. | 

3) (v)yeG, functia. g este ui pe sS Şi spre infinit, adică A 2 0 


pentru orice x e S şi gim G(x, y) = 


ma (x,y) = + g(x, y) unde g este continuă în G şi armonică în G 


Aşadar, (Y) y € G, £ (x, y) este armonică (în x) în domeniul G \ {y}, se anu- 
lează pe S şi tinde către +œ pentru x > y. 

EXEMPLE. A 

D H S B(0, R), bila 
x? + xă + x? < R2. Pentru orice yeG, 
y +0 notăm cu y“ acel unic punct exterior 
sferei astfel încât 0,y,y” sînt coliniare şi 


[l ni 


(deci y” = >y y). 


P i 


Se caută funcţia Green sub forma 
A 


N: ACNE ei 
apel afer] 


Figura IK. 10; ip: 


G(x, y) = 


unde A este o constantă ce trebuie determinată. Funcţia g(x, y)=— ayi 
4mlx — 


este armonică în G = B(0, R) şi este de clasă C” înG. Alegem A astfel încît G 
să se anuleze pe sfera Sp = Fr G. Pentru aceasta observăm că dacă x€ Sp, 
atunci triunghiurile Oxy şi Oxy” sînt asemenea (avînd un unghi comun şi 


x-y n 
laturile proproționale). Rezultă că == Fo şi ca atare, A=r - In 
|y J -yl bi 


concluzie, 
RI] 


G(x, y) = aA snlR?y -lyi =] 
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EE ae a 
amp 478 

Aceasta este funcția Green pentru bila sferică (verificînd condiţiile 1,2,3 
din definiţia 4,3.). 

2) Fie G semispaţiul, G = CREN X4) € R? lx, > 0}. Fie y = (y, Ya, Y3) EG 
Şi y” = (94, Yz, — Ya) simetricul lui y față de planul S = (x3 = 0) care este fronti- 


Pentru y = O definim F(x, 0) = 


era lui G. Xa 
Funcția Green a deniepaitului G este 
R, REN EAE. AOE 
aney amy] 
Arătăm acum modul cum funcția 
Green poate fi utilizată pentru 
rezolvarea problemei lui Dirichlet. 
Considerăm problema determinārii 
funcției u e C2(G ), astfel încât 
Au = -a(x) în Gşi ulS=ug Figura IX. 11. 
(unde gqg:G— R este o funcţie continuă 
dată astfel încît |, qi (x) dx <œ şi up: S- este o funcţie continuă dată). Se 


verifică uşor că soluţia acestei probleme este unică, iar teorema următoare dă 
explicit această soluţie cu ajutorul funcţiei Green. Anume : 


TEOREMA 4.7. Soluţia claca anterioare este funcţia u : G R, 


ut) = la ug (y) do y +j Ka, yaly) dy (16) 


DEMONSTRAȚIE. Aplicînd formula celor trei 'potenpalg (teorema 4.6.) 
rezultă 


l q(y) 1 1 du 1 
e loturi Ea an i ea | 


Pe de altă parte, (x, E E şi aplicînd formula (14) 
4 -yi 
pentru funcţiile uly) şi g(x, y), avem 
0= MES g(x, y)- wE lao, + haga, y)dy - 


pentru orice x € G. Adunînd această relație cu cea anterioară, rezultă 


PONS E 
Ka la T ae 


- | 
on t a [ag aaf a N, 
“ace Y) + FE PRE ug o] PAETA 3] | 0, 
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Tinînd cont de egalităţile ERE r + g(x, y) = (x,y) în GxG şi 
Ax -yl 


g(x, y) = SP NE pentru x — G, y — S, rezultă tocmai formula (16) din e- 
4nx —y] a 
nunt. 
„EXEMPLU. În cazul bile sferice G = B(0, R) avem 
az] aa 1 ml | 
IT fa. aa 
dn, Sp pi ap) [e-v | [ly | i | lea 
unde p= Ay + ya + y? = [[y|]. Notînd y = unghiul x0y, avem | | 
dg 1 9 | = tea i ce 
27) -L2 (lP -2plelcosy +0?) > - BAR* -2R?]lpcosy +P]? | = 
n|, 4nop ae 


x] -R je? -R 
-Arki - 2Rxl|cosy + R? r 2 4nRlx ~ ~- yf 
unde y € Sp Soluția explicită a ecuației Laplace Au = 0 în B(0, R) cu u spa o 
va fi conform teoremei 4.7. : 
R’ R -jë aly) 
heri yi 49 
4nR WIER je ul 


LU = AF 


pentru læ] < R. 

Noțiunea de Aneis Green ponti fi dată şi în Td a dar aici se reco- 
mandă folosirea variabilei complexe. Stabilim ca ilustrare soluția explicită a 
problemei Dirichlet în cazul discului şi în cazul semiplanului. 


a) Fie f o funcţie olomortă în G = ilz|< R} şi continuă în G. Pentru | - 


orice z = pe' € G avem 

1 E R -p 

2i Wa 2 Rpcos(0-— 0) + o 
Într-adevăr, conform formulei Eo a lui Cauchy, 


f(2)= >f(Re')dp aN 


Fu a 
| f(z)= ho d NR 
1 
Punctul Lisi fiind exterior lui G, rezultă 0 = eal EALA du 
z Ini FrG R 
Z 


şi scăzînd relațiile anterioare, se obține 


me t lig 
a e -—- — —— flu) du 
Iri n E i l 
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Înlocuind z = pe® şi u = Re!*, se obţine formula (17). 
Separînd părţile reale şi imaginare, adică scriind f = u + iv (cu u, v armoni- 


ce), formula (17) devine 
2 2n 


R? ~p ulo) 
HR 2n j R? 


— 2 Rp cos(0 - 9) $ p 
am pus ug(Ọ)=u(Re"™®). Am regăsit pe altă cale formula de la pagina 544. 
b) Considerăm semiplanul G = {Imz > 0} şi fixăm Ge G. Alegem R > 0 
suficient de mare şi notăm cu C conturul din figura IX. 12. 
Dacă f este olomorfă în G, rezultă 


17 fe | 
PO = pg loc | i 


zdọ unde 


Şi 
f fyd 


“2ni aket 


de unde n scădere, 
t-% 
( a f (z) dz, 
I= F € (z -Xz BV 
Punînd î=E+in deci î=E-in şi fä- 
cînd R — œ, integrala pe semicerc tinde 
către zero şi rezultă formula 


po e e 


R x 


0— m 


£ 
Figura IX. 12. 


Punînd u = Re f, rezultă 


u(x) dx 
mal] ut, 
T (0 + 
formulă valabilă pentru orice funcție armonică în semiplanul superior. 

Dacă se cunosc valorile lui u pe axa Ox, atunci formula (18) dă valorile în 


orice punct (£, n) din semiplanul superior. F 


(18) 


$ 5. Metode numerice pentru rezolvarea ecuatiilor 
cu derivate parțiale 


Îndicăm pe scurt cîteva din metodele numerice cele mai utilizate, fără a 
intra în dezvoltări teoretice. 


5.1. Metoda diferenţelor finite 


a) Vom ilustra această metodă mai întîi în cazul ecuației propagării 
căldurii într-o bară omogenă mărginită. 


du du sel0 al telo T] (1) 
X 


cu condițiile u(x, 0)= f(x), u(0,t)= g, Œ), ula, t) = g(t) (2) 
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Soluţia u(x, £) se caută în drep- 
tunghiul D =[0, a]x[0, T]. 

Divizăm intervalul [0, a] în N 
părţi egale prin punctele 


t 


a s ye s Y ` 
x, =nh, h= N: apoi divizăm inter- 


valul (0, 7] în M părți egale prin 
punctele | 


t = mă, iz Perechea (h,k) 


se numeşte bipas al rețelei. Un 
nod oarecare al reţelei este (x,, tm) Figura IX. 13. 
cu  O<n<N, O0<msM, iar 
valoarea funcției u în acest nod se notează 
M a 


u” = ul, bm) 


; isa GE IER Tg 
Derivata parțială EY se poate aproxima într-un nod curent (%,, Ém) prin ra- 
1 


i i . du SIER 
portul Tu -u, ), iar derivata z prin 73 (ui +umii — 2u”). Atunci 


ecuaţiei (1) i se asociază schema cu diferenţe 


2 
Tooma amyn Camil m+l mi 
7 Un Un ) = ya Un — ZU n Una ) (3) 

1 <n<N- 1. Numărul ecuaţiilor (3) este mai mic decit numărul necunoscute- 


lor unt, 0 <n <N. Dar avem la îndemînă condiţiile (2), ceea ce va conduce la 


relaţiile : | | 
u. = Fi Ti Sgi luy), Tia = alma) (4) 


pentru 0<n <NşiO0sms<M-l. | 
Deoarece f, gg sînt cunoscute, 
din relaţiile (4) se determină valorile 
lui u în nodurile situate pe axa Ox, ca 
şi valorile lui u în nodurile de pe latu- 


(n-1,m+1) (n,m+1) (n+1,m+1) l 


rilex=0şix=a. ci Eor E 

"Şablonu]l" din figura IX.14 indică E Şablonul” D 
tocmai configurația vîrfurilor utilizate i Dipi 
în sistemul (3). Figura IX.14.- 

Din relațiile (3) şi (4) rezultă : | oi e 

îi i +1 h? | +1 i +} -h? 

(5) Jun- - (2 +I h ; + Unel op Un 3 isz <N-1 
[uo ci Ei (fra ui as Bobu) | 


Pentru m = 0 relaţiile (5) devin 
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2 p2 
Ha ortek rula su, Ilsns<sN-l 
ck ch 

Făcînd n = 1, 2, ..., N-1 se obţine un sistem liniar de N-1 ecuații şi N+1 
necunoscute ui, ut,..., ului. Dar u =g (4) şi ul, = g(t) sînt cunoscute 
şi rămîne un sistem liniar de N-1 ecuaţii cu N-I necunoscute, în general 
compatibil determinat. Aşadar, ui, On < N sînt determinate. 

Pentru m = 1 relaţiile (5) se transformă într-un sistem liniar cu necunos- 
cutele už, 0< n <N etc. După M paşi se obțin valorile uy’ în toate nodurile 
rețelei. Cu aceasta este determinată (cu aproximaţie) temperatura u(x, £) în 
fiecare punct x € [0, a] al barei şi la fiecare moment t € [0, T]. 

Se pun probleme de alegerea bipasului (A, k), de convergenţă, de stabilita- 
te a soluţiilor la perturbații ete., analizate în lucrările de specialitate. 

b) Considerăm acum problema Dirichlet pentru ecuaţia lui Helmholtz: 


3% 924 
ODC E 6 
Ox? ay’ ai A 
în dreptunghiul D = f0, 1]x[0, 1], cu condiția 
p=0 pe Fr. D. (7) 


Parametrul u se consideră constant şi pozitiv, iar f este o funcţie continuă 


cunoscută pe D. 
Alegem o reţea uniformă, divizînd intervalul 10, 1] în N părţi egale şi luînd 


bipasul A =k = £ Pentru un nod (x,, Ym) = (nh, mh) notăm 


Pn =Pln Ym) Si fn =f En Ym) 
Condiţia (7) arată că e” =0 pentru nodurile de pe frontiera dreptunghiu- 


ED: l 
Introducem notaţiile următoare : 


| e; fu 
PS E de Pas 3 pentru m = 1, ..., N-1 
PN ÎN 
şi considerăm matricea tribandă de ordin N-1, 
2 -1 0 0 .- 0 
-1 2 -1 0 -» 0 
Anei 

0 0 ` -1 2 ~i 
0 D so s i, 2 j 


Discretizînd ecuaţia (6), adică seriind-o într-un nod curent sub forma - 


n mti 
n 


a20 +O PT2 tO 


m pn 
h? R? + MPa E fn 
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h2 

S-a folosit deci "şablonul” din figu- 
ra IX. 15. 

Un calcul uşor arată că introdu- 
cînd matricea 

B=A+(2+uh Iya 
relațiile (8) anterioare se scriu con- 
centrat sub forma 
Bo -92 = hh 
Gri t BOn Om E h? f„ pentru 
2<msN-2 (9) 


(n-1,m) 


2 
-y2 +t BP =A În 
Scopul nostru este să determinäm vectorii Q, 1 sm S N-1, deoarece a- 


ceasta asigură cunoaşterea funcției $ în nodurile reţelei considerate. 


=f (8) 


(n, m+ 1) 


(n,m-1) 


Figura IV. 15. 


(n,m) 


(n+1,m) 


Aplicăm o metodă elegantă datorată lui G. Marciuk, bazată pe folosirea 


transformării Fourier rapide. 


Pentru calculul valorilor şi vectorilor proprii ai matricii A se consideră sis- 
A E Eh i x 2 js ¥ 
temul Au? =À „(A)u, 1< ps N-1. Din ecuația caracteristică 


det(A -ÀI y.) =0 rezultă A pA) =l- cos E>) şi versorii proprii corespunză- 
í 


tori sînt 
(p) 


| ul | | 
l | 2 a 
uP =| : | unde uP =,- sin 
| N 


(2) 
UN 


(constanta multiplicativă | asigură că lu 1). 


map 


N 


Deoarece matricea A este simetrică, vectorii uP’, 1< p<N -1 formează o 


- : N-i ` ` gi A i = a 
bază pentru spaţiul R"-. Considerăm acum reprezentările vectorilor $,, şi fa | 


relativ la această bază 


Înlocuind în (9) şi ţinînd cont că uP sînt vectori proprii şi pentru matricea 
B dar cu valorile proprii A, = hp(A)r 2uh?, rezultă pentru orice p fixat 


sistemul liniar tri-bandă 
A Pi” Pa = Fo 


popi 
-e AD ag D 


p, Ma 


-Pp N-22 tÀpPp, N-1 7 Ep, N-1 


emil T 


Fo pentru m = 2,. 


oN: 
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Rezolvînd acest sistem liniar (de exemplu cu algoritmul Gauss) se determi- 
nă O, pentru 1 sp, m <N-1 deci vectorii $,, şi cu aceasta problema este re- 
zolvată. 

Unde se aplică transformarea Fourier rapidă? Mai întîi, deoarece funcţia f 
este cunoscută, se cunosc f,, şi pentru calculul componentelor Fom conform 
(10) se aplică algoritmul TFR. Anume 


2 Nal par 2 2N71 __ 2prm 
E LN ba $, f” sin = | y f. sin 
N r=i N N r=0 2N 
A 
. Cinal apen Lă 
unde am pus f = fy = fu = = fay- =O. Fie Ù =e N ; atunci 


M-i 
Fom = | Im( 5,4”), unde M = 2N şi p = 1, ..., N-1. Sumele respective se 
r=0 


obţin prin TFR. În mod similar, după ce se determină P pm» Calculul sumelor 


care dau ș,, cu formulele (10) se poate de asemenea efectua prin TFR, 
Metoda anterioară se aplică cu unele adaptări şi pentru ecuațiile Laplace 
sau Poisson. 


5.2. Metode variaţionale 


Metodele variaţionale sînt intim legate de determinarea extremelor unor 
funcţionale. La originea acestor metode se află rezultatele clasice de calcul 
veriaţional (ecuaţiile Euler-Lagrange) pe care le amintim pe scurt. 

Fie E un spaţiu vectorial normat real şi b:A-—>R o funcție definită pe o 
submulțime A c E. O astfel de funcţie este uneori numită funcțională. Un 
element y) € A se numeşte un punct de minim local (reaspectiv de maxim 
local) al lui Ọ dacă există r >0 astfel încît (Y) yeA, |y- yo|<r, să avem 
Py) > Plyg) (respectiv b(y) < 0(y)). 

Presupunem că (Y) A e E, funcţia o(£) = (yo +th) este derivabilă în punc- 
tul 4=0. Atunci derivata 5,P(y9) = p'(0) se numeşte variaţia întîi a lui Î 
în yp pe direcţia A. E i 

TEOREMA 5.1. (Fermat). Dacă :A-—R este o funcțională definită 
pe un deschis ACE şi yọ este un punct de extrem local pentru O, 
atunci ô, ® (yp) = 0 pentru orice A € £. 

DEMONSTRAȚIE. Dacă h = 0, atunci evident 5, b(y,)=0. Presupunem că 


h + 0 şi că yy este punct de minim local. Alegem r > 0 astfel încît B(yg,r)cA 


şi Ay) 2 Byg), (v)y e B(yg,r). Aşadar p(t) > (0) pentru orice el <a 


Atunci conform teoremei clasice a lui Fermat rezultă ș(0)=0 adică 
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EXEMPLE. 1) Presupunem E = Cp, b] şi fie o aplicație 


b o. 
p:E R, P(y(x)) = [FC y(x), y (x)}) dx unde f este o funcție dată de clasă 
C?. Atunci pentru orice yọ € E, h € E, avem 


p(£) = Î pa Yo + th, yo + th”) a: 

şi f 

i 2 e 4 : > j Of Of 

5, Dyo) = 010) = Ru Yo tth, PA dx = |( F 
[zi a 


+9 pl è afa of d[a af 
BE TAE halz a d = PY, “| 2 ha O lei E 
a 9Y dy Hi del dy) ady delay dy dy a 
Dacă yo = Yo) ie un punct de extrem, adică o curbă extremală din 
CÈ, a atunci conform teoremei lui Fermat 5, (99) =0 pentru orice 
hla) = h(b) = 0; în particular rezultă că o 
a afa)! 
jz- Jz peo 
a 3y dxi dy | | 
pentru orice A € Ch, p] cu h(a) = h(b) = 0, deci Yo este o soluție a ecuației 
of H) | 
e m = 0 
Oy dr 


numită ecuaţia Euler-Lagrange asociată lui O. 
2) În cazul cînd E = F”, unde F = Ciu a şi P:E—R, 


A SID 
ic, (hat = fra, x5 CE), eoe, 2n (E) £1 E) coc (0) dE, 
fo 
seturile de n funcții x (£),..., X, (£) din F care extremează funcționala O vor fi 


soluții ale sistemului Euler-Lagrange 


of dig 
A E a l<is<n 
i. | Ox; dt ax; e a 
3) Să considerăm acum o funcțională de tipul 


pE R, u) = Î], f(x, y, Us upt) dedy, unde f este o funcţie de clasă C? iar 

E este spaţiul funcţiilor u e CI(A) adică funcţii u(x, y) de clasă C1 pe un des- 

chis mărginit din R° care conține compactul A. (Bineînțeles u, = i u, ==>); 
X 


Atunci functiile u e E care extremează ® verifică în mod necesar ecuația 
Euler-Lagrange-Gauss : 
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T2 E ANC, A RR 
du x| dusj 9ylou, 
Pentru detalii trimitem la [A 12 ]. 
Să considerăm acum functionala 
(u) = IRC: + u? + 2ug(x,y)| dx dy 
definită pe spațiul funcțiilor ula; ye CHA) pentru care uly, a= Uug dat. În a- 


cest caz, 


x y 
şi ecuația lui Euler-Lagrange-Gauss devine 


9 9 
Di ata O T T T 
; 3x. us) dy 


Aşadar, rezolvarea problemei Dirichlet Au = g, u lp, = Uo corespunde de- 


(2u, ) = Q, adică Au = q 


terminării funcțiilor u care extremează ®. 

Retinem astfel că există ecuaţii cu derivate parțiale care sînt ecuații 
Euler-lLagrange-Gauss asociate unor funcţionale. Astfel ecuaţia Poisson 
Au =q este tocmai în această situaţie. De asemenea, o ecuație diferențială de 


tipul (pay) + q(x)y =r(x) pentru x e la, b] cu pe Ci, a şi q,r continue 


pe la, b] este tocmai ecuaţia Euler-Lagrange asociată funcționalei 
y) = loy”? + qy? — 2ry) dx. 


R | 
Rămîne deci să indicăm o metodă numerică pentru determinarea extreme- 
lor unor funcţionale Ọ : E —> R. Pentru aceasta să considerăm un subspațiu 


vectorial 4c- E finit dimensional cu baza E lupa, ]. Orice element 


n 
u € E, se reprezintă în mod unic sub forma u = Ù cu; cu c; scalari reali. Dacă 
| ei 
n este suficient de mare şi baza Z este aleasă convenabil, în locul determină- 
rii extremelor lui P se recomandă problema finitistă a găsirii extremelor res- 


tricției ® |Æ. Dar (Y) u € E, 
(u) =g (c4 ETA én) 
dg 


în g 
şi în mod necesar -= =0, hf 


n 
dó Oc, 


= 0. Se determină c}, ..., c, şi elementul 


rn 
u= Ý cu; corespunzător, care extremează, cu aproximație, pe ®. 
i=l 


SUBIECTE DATE LA PROBA SCRISĂ A 
EXAMENULUI DE MATEMATICI SPECIALE 


Prezentăm mai jos cîteva seturi de subiecte date la anii ] şi II la facultăţile 
de automatică şi electronică, în sesiunile din vara şi iarna anilor 1993-1994. 


ANUL | 
I. 1. Criteriul de diagonalizare; enunț şi demonstrație. 
2. Fie V = R? (n 2 2) şi f: V —> V un operator liniar de rang 1. Să se arate 


~ 


că: 
a) matricea lui f într-o bază oarecare este de forma 
ab, aiba ETS ab, 
Pa a,b» mie a,b, | a 
cu a; b;€ R(Usi,j<n) 


b) există o e R astfel încît f 2 = af, iar spectrul lui f este o(f) = (0, œ}. 
3. Să se determine forma canonică Jordan pentru matricea 


4 1 
A=|-2 1 -2 
11i 4j. 


şi apoi să se calculeze Aen | 
II. 1. Reducerea formelor pătratice la sumă de pătrate prin transformări 
ortogonale ; interpretare geometrică. - | 
2. Fie R:RlXI—RoLĂI o aplicaţie liniară avînd în bazele canonice 

matricea asociată 

0100 
A=10020 

0003 | 
Să se calculeze h(ag + aX + a3ă 2 + aX?) unde a, 0 Sk <3, sînt constante 


reale şi să se interpreteze rezultatul. 
3. a) Dacă 1 < m <n sînt numere întregi, se numeşte codificare binară de 


tip (n, n) orice aplicaţie injectivă ọ:B” —> B”. Să se arate că pentru orice 
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1 m(B) de rangm (mn), aplicaţia ọ:B” >B”, q(x)= Ae 
este o codificare binară. 


matrice A e M 


1996 


b) Să se calculeze A“ pentru 
2 -1 -1 
A=|-l 2 -i 
-1 -1 2 


HI.1. Ecuații diferențiale liniare cu coeficienţi constanți. 
2, Fie A(7) = (a; Eisi, jg LE 1 o matrice antisimetrică de funcții continue 
pe un interval 7. 

a) Să se arate că sistemul x'= A(t)-x admite o integrală primă de for- 
ma x? + x2 +x2 =C (C = constantă). Deduceți că orice soluție a sistemului este 
mărginită, ca funcţie x : I = RŽ. 

b) Să se afle soluția generală a sistemului diferenţial x” = Ax unde 


0 10 
A=|-l 01 
0 -1 0 


şi să se determine o a doua integrală primă a sistemului. Deduceți că în R? 
curbele integrale sînt cercuri. 

3. Să se afle valorile parametrului à € R astfel ca ecuatia 
xy” + xy! + dy =0 să admită soluții nenule verificînd conditiile bilocale 
YI) =0, y(e*)=0, | 

4. Fie Ax, y, z), g(x, y, 2) functii de clasă C! într-un deschis U c R?, astfel 
încît Vf, Vg să fie liniar independenţi în orice punct din U. Să se determine 
liniile de cîmp ale cîmpului de vectori i = Vf x Vg. 
IV.1. Matricea de tranziţie a unui sistem x'= A(7)x. 


2, Fie 
-1 1 -2 
Ast Al 0 
2 1 -1 
Să se calculeze e“, żeRR şi să se determine soluţia sistemului 
é O 
x' = Ax +| 0 | satisfăcînd condiţia iniţială x(0)=] 1 |. 
0 Q 


3. Să se indice soluția generală a următoarelor ecuaţii diferențiale, pe 
intervalele indicate : 
a) 3x2y'+ax2y2 + 2=0, [= (0,00) 
b) y +y axe”, I=R 
c) x2y” — 2y = sin(nx), 7=(0,%). 
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4. Se consideră sistemul diferenţial 
x= -1+2y +x” + xy + y2 
| j =-2x- x" 
Să se determine poziţiile de echilibru şi să se precizeze dacă echilibrul este 
sau nu stabil. 


ANUL Il 


V. 1. Transformarea "z"; proprietăți de calcul. 
2, Să se calculeze 
fa 


3. Să se rezolve în clasa Ô sama diferenţial x'=X—2y+1, y= -3x cu 


condițiile inițiale x(0,)=0, y(0,)= 
4, Să se determine soluția i e Cauchy 


o2? 
- cos 9z 


aci shniz 


2 2 
Dt reit 480 -0 u(0, y)=0, O, y)= 


VI. 1. Formula repran Cauchy şi consecințe ale ei. 
(x? + X)cosx 
1 413x? +36 
3. Să se determine imaginea Laplace şi imaginea Fourier pentru semnalul 
PRR, f@)=]t-1] pentru t e (0, 2] şi f Œ) = 0 în rest. 


4. Să se rezolve problema Dirichlet Au = 0 în discul p < 2, Ulp-2 = sin? (în 


2. Să se calculeze IE: dx, cu ajutorul reziduurilor. 


coordonate polare). 
VII. 1. Problema Dirichlet pentru disc. 
2, Să se determine soluția problemei 


> 2 1 
y”+oy = tcosot, y(0,)=0, y'(0,)=— (> 0 constant) 
(n) 
3. Folosind transformarea "z", să se determine şirul (x, )„>ọ pentru care 
Xg = 4X — 9» nO şi Xp = da = 2. 
4, Să se determine imaginea benzii —n/4 <x < 1/4 prin transformarea 


w=tgz. 


ap de po 
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ADDENDA 


La încheierea acestui manual atât de încărcat cu notiuni şi teoreme, 
majoritatea datorate matematicienilor de demult, care au formulat probleme . 
încă nerezolvate, trebuie adăugat că în ultimii 50 de ani s-au dezvoltat multe 
domenii noi ca; Teoria varietăţilor, Teoria distribuţiilor, Teoria bifurcaţiilor 
(numită comercial Teoria catastrofelor), Analiza Fourier discretă, Control op- 
timal, Chaos şi fractali, Noile teorii geometrice ale fizicii şi astrofizicii etc. 

Spre deosebire de alte discipline ştiinţifice, matematica nu îşi reneagă 
rezultatele vechi, ci le încorporează, le împleteşte cu cele noi într-o 
construcție unitară, astfel încât fiecare generație are multe de învățat şi 
multe de făcut. Nu există matematici continue sau discrete, pentru ingineri, 
medici sau părinți, nu există matematici aplicate, ci numai aplicaţii ale unei 
matematici unice şi indivizibile. 

În 1993 s-a realizat un sondaj în mediile universitare americane cu 
participarea multor studenţi, profesori, cercetători şi utilizatori avizaţi, care 
au răspuns la întrebarea: "Care sunt după dv. cele mai remarcabile rezultate 
ale matematicii?” şi iată în ordine primele 10 opţiuni: 


1. e” =-1 (Euler). 
2. Multimea numerelor prime este infinită (Euclid), 


3. Relația lui Euler pentru poliedre convexe (V + F =M +2) şi existenţa 
celor 5 poliedre convexe regulate ale lui Platon. 


e j g? 
4, L a m (Bull 
2-3 r (Euler) 


5. V2 este irațional (Euclid) şi n este transcendent (Lindemann). 

6. Intervalul [0, 1] este echipotent cu pătratul [0, 1}x[0, 1] (Cantor). 
7. Teorema Hamilton-Cayley. 

8. Teorema reziduurilor (Cauchy). 

9. Clopotul lui Gauss şi teorema limită centrală. 


10. Orice aplicație continuă a discului unitate în el însuşi are un punct fix 
(Brouwer). PE 
O bucurie a cunoaşterii, dincolo de examene, diplome şi deşertăciuni! 
Există şi o altă bucurie, uneori răsplătită, anume de a aplica matematica. 
Dar numai cea înțeleasă poartă noroc şi asta vă dorim! 
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